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P1.- (a) Polinomio caracteristico: A\* — A% = 0.
La solucién homogénea es: y, = ¢1 + cox + c322 + ca€”.
Para la solucién particular, ocupamos el anulador de x + e : D?(D — 1). Notemos que al aplicar a la
ecuacién el anulador, la multiplicidad de las raices del polinomio caracteristico aumenta (resonancia), por
lo que la solucién particular es de la formas:

Yp = a1z + asxt + azze®
con aq, og, ag por determinar. Reemplazando g, en la ecuacién, se obtiene:

2405 — 6y — 2400x + aze” = v + €

de donde )
a1 = —_ =
6
1
ay = ——
2 24
a3 = 1
La solucién general es:
1
y=c1 + cox + 32 4 cpe” — 6103 - ﬂfl + ze”.

Aplicando las condiciones iniciales a la solucién general encontramos las siguientes ecuaciones de donde
podemos encontrar las constantes que faltan:

y(0) = c1+cy =0
y(0) = ca+c+l = 0
y'(0) = 2e5+c4+2 = 0
y"'(0) = c4+2 = 0

cT = 2

Cy = 1

C3 = 0

Cq4 = —2

Finalmente, la solucién de la ecuacién es:

1 1
y:2+x—26$—6w3—ﬂx4+xew
(b) Polinomio caracteristico: (A 4+ 1)(A +2) = 0.
Solucién homogénea: y;, = Ae™* + Be 2%,
El Wronskiano: W(e=2,e72%) = —e =32,
Buscamos la solucién particular usando variacién de pardmetros:

L [ 1 o [€F 1
Yp =€ /673t1+6tdt_e /673t1+6tdt'
—_——— —_———
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(c)

P2.- (a)

(b)

donde la segunda integral se puede resolver con el cambio de variables: u = e!,du = eldt, con lo que la
solucién particular de la ecuacién es:

yp = e “In(1 +e”) — e 2 (e” — In(1 + €"))
y la solucién general:
y=Ae "+ Be ?® + e *(In(1 +e%) — 1) + e " In(1 + €%)

Polinomio caracterfstico: A2 +1=0 = z, = Acost + Bsent.
Wronskiano: W (cost,sent) = 1.
Ocupando la féormula de variacién de parametros, se tiene que la solucién general de la ecuacién es:

z(t) = Acos(t) + Bsen(t) — cos(t)/o sen(s)f(s)ds + sen(t)/o cos(s) f(s)ds

x(t) = Acos(t) + Bsen(t) + /o sen(t) cos(s) f(s) — cos(t) sen(s)f(s) ds

sen(t—s)

x(t) = Acos(t) + Bsen(t) + /0 sen(t — s) f(s)ds

Aplicando las condiciones iniciales:
2(0)=A =1

2’ (t) = —xgsen(t) + Bcos(t) + sen(t —t) f(t)
0
2'(0) = B =1y
Finalmente:

x(t) = g cos(t) 4+ vo sen(t) + /0 sen(t — s)f(s)ds

Polinomio caracteristico: 72 + X = 0 = 71 = \/=\, 9 = /= \. Verificar que dada las condiciones y’(0) =
0,y(1) = 0, sélo sirve el caso A > 0 (en los casos A =0y A < 0 y debe ser nula). Asi, se tiene que

y(t) = Asen(VAt) + B cos(VAL)
Yy (t) = AV X cos(VAt) — BV Asen(VAt)
y(0)=AVA=0=4=0
y(1) = Bcos(VA) =0

Si B =0, y seria idénticamente nula, por lo que cos(\ﬂ) = 0, de donde se tiene que

2 1
\in( n2+ )7T,7’L€N

2 1)2
(n“')ﬂ,z

A= 1

Con esto, los pares propios son

Ay Un) = (Wﬁ, cos ((2";1)7#)) ,neN

La solucién de esta ecuacion es de la forma:

y(t) = Ay (t) + Bua(t) + / H(s,1)f(s)ds

donde y; e yo son soluciones de la ecuacién homogénea, A, B € Ry H(s,t) es la funcién entregada por
variacién de pardmetros (la férmula vista en clases). Se puede suponer sin pérdida de generalidad que

$»1(0) =1 2(0) =0



Imponiendo las condiciones de borde:
Ent=0:
y'(0) = 0= Ay} (0) + Byy(0) = 0
Esto pues la derivada de la integral vale cero en t = 0. Se concluye que B = 0.
Ent=1:

y(l)zO:Ayl(l)—i-/o H(s,1)f(s)ds=0

Hay dos casos:
Caso 1: y1(1) # 0: En este caso se puede despejar A, con lo cual

[y H(s,1)f(s)ds

A== y1(1)

y se tiene la unicidad.
Caso 2: y1(1) = 0: En este caso, si y; es solucién de la ecuacién homogénea, se tendrian infinitas soluciones.
Luego, para imponer unicidad:

2 1)2
A#%ﬁ Vn e N

De no tenerse esta condicion, entonces la funcion f debe satisfacer la ecuacion integral:
1
/ H(s,1)f(s)ds = 0.
0

P3.- (a) Aplicamos transformada de Laplace a la ecuacién:

d

~ L) + L) + L) + L) = 0
Denotando Y (s) = L(y)(s)

d
—£[82Y —sy(0) =y (0)] +sY =1+ T+sY' +nY =0
—25Y =Y +1+4sY —1+4+Y +sY' +nY =0
(s—8)Y +(n+1-5)Y =0
(b) Tenemos una ecuacién homogénea de primer orden:

n+1l—s

Y+ ——Y =0
5 — §2
:>Y:Cexp</n—gl_8)ds
s2—s
pero
n+l-—s n+1 n
_“ds = — d d
f s2 — s 5 f s s+fs_1s
= —(n+1)In(s)+nln(s—1)
(s—1"
=
de donde Iy
v(s) = o1

Sn+1
(c) Llamemos f(t) = t"e~t. Es facil ver que
fP0)=0 Vie{0,...,n—1}

Asi, aplicando la formula de la transformada de la derivada n-ésima de una funcion, se tiene:

L L;l;(tnet)] (s) = s"L(t"e™t) — s"1F(0) — s"72f/(0) — - - — fF(1=D(0)

L [dn(t”et)] (s) = s"L(t"e™")(s) < Sn(ernl')nH)



(d)

et dr n,—t _ 1 d" n,_—t
|:n!dtn( )} (s) = L {dt”(t e )| (s—1)
_ G ;”1) L(tme=t)(s — 1)
_(s=1" !
o [ n+1
(s=1""
= 5n+1
(e) De la parte (b) tenemos que
s—1)"
v(s) = L)) = Y
L=
y(t)y=CcL! { el
y por la parte (d)
— et " n_ —t
y(t) = ;ﬁaﬁ;(t e’)
(f) () n=1
y(t) = Cet%(te_t) = Celle™" —te™]
y(0)=C =1
(i) n=2
et d2 t
y(t) = Eﬁ(tze_t) =C (Ze_t — 4te P + th_t)
y(0)=C=1
(iii) n =3
et d3 t
y(t) = Cgp o (tPe™") = O (6™ —18te™" + 9t%™" — te—t)

(g) Tenemos ahora y(t) = C'— ;ltn (t™e™t)

Sabemos que

=0
Pero )
3
i no _ n! n—t
dtt (n—1)!
n—1
d eft _ (71)”77'6715
dtn—i
Asi, al evaluar en 0, el tnico término de la sumatoria que es distinto de cero es el n-ésimo, con lo que
queda

1
y(O)sznlzCzl



