1. ECUACIONES EXACTAS

Consideremos la ecuacién diferencial

M(z,y)+ N(z,y)y' =0 (1.1)

en donde la variable independiente es z y la variable dependiente es y. Vamos
a asociar a esta ecuacién diferencial la expresién

M(z,y)h + N(z,y)k (1.2)

que depende de x,y, h, k con (z,y) € Q(abierto) C R?, (h, k) € R
Diremos que (1.2) es ezacta si existe una funcién F : 0 — R tal que,

Entonces si (1.2) es exacta se tiene que,

M h+ Nk = @+ 2E @)k = B (o) (0, 1)

1.
ox oy (13)

donde E'(z,y) es la derivada de E en (z,y). Recuerde que E'(z,y) es una
funcién lineal de R? — R, que asigna a (h, k) € R? la expresion,

St Sk = (o). o) () = mad B - b

Supongamos que en vez de (1.1) hubiéramos comenzado con la ecuacion,

M(z,y)x’ + N(z,y) =0 (1.4)

es decir queremos soluciones de la forma x = z(y). Nuevamente se considera la
misma expresion (1.2) y se dird que es exacta si existe F tal que,
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%(‘7;7:9) - M(:L’,y)

%—fmy) — N(x.y)

Se dird finalmente que (1.1) y/o (1.4) son exactas.

En la expresion

oFE o

es costumbre escribir h = dx, k = dy, luego se tiene

OF OF
ou _9e oL
(z,y)(dx, dy) 5 (z,y)dx + o (z,y)dy

Por otro lado, para encontrar soluciones de la ecuacion

M(z,y) + N(z,y)y’ = 0 (o bien)
M(z,y)2’ + N(z,y) =

esta se escribe de la siguiente forma

M (z,y)dz + N(x,y)dy =0 (1.5)

y se dice que la ecuacién (1.5) es exacta si,

M(xz,y) = g—f(%y)
N(z,y) = 2—5(%3/)

Ejemplo. Consideremos la ecuacion

22y de + 23y dy = 0

Reconocemos



M(zy) = 2y’

3,2

. . 3,3
y se tiene que si £/ = %*-, entonces

aE 2 3. aE 3,2
a‘%,(w,y)—ﬂcy, ay(w,y)—l“y

asi que la ecuacién es exacta.

Cémo reconocer que M (z,y)dz + N(x,y)dy es exacta?.

Para ello se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Supongamos que M,N : Q C R?> — R son de clase C' en €.
Entonces una condicion necesaria y suficiente para que

M(z,y)dz + N(z,y)dy
sea exacta, es que
oM _ov
dy ox
1.1. Método para resolver (1.5). Se tiene
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0

con M, N : Q C R? — R de clase C*, por lo menos.

1) Revisamos si

OM _ON o
dy  oxr -

2) Si 1) es cierto, entonces IE : 2 C R? — R tal que

) = My (16)

2—§<x,y> — Niz.y) (L.7)
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de (1.6), para y fijo, integramos sobre z, lo cual nos da

B(z,y) = / M(z,y)dx + g(y) (18)

derivando respecto de v,

N(z,y) = g—f(az,y) = (,%/M(iv,y)da: +9'(y)

con lo que
gy) =N /Mwy
de donde se encuentra g(y) que se reemplaza en (1.8).

Nota 1.1. Se debe tener que

N(z,y) — %/M(x,y)dm

es independiente de x. Esto es cierto ya que

aN 8]\7
g M( S ey 5 V
83:’ ) &Eﬁy/ (z,9)d Ox ©9) 83/833/ (z,)d
ON
= 0

por su exactitud.

3) Las soluciones se obtienen despejando, si es posible, de

E(r,y) =

ya sea y como funcion de z o x como funcién de y.

Antes de continuar, observemos que podriamos haber comenzado a partir de la
ecuacién (1.7), esto es, integrar primero 22 = N(z,y) respecto de  con x fijo.
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Se obtiene

E(wy) = [ Noy)do + (o)
' 0 oF

W(w) =5 [ Moo+ 5o (m.y)
0

——%/waﬂ+Mww

Ejemplo

1) Resuelva



2xydr + (2° — 1)dy = 0
Se tiene, utilizando las definiciones del procedimiento que
M(w,y) =22y, N(z,y) =a® — 1, = 2 =97 = 2

Entonces, la ecuacién es exacta.
Por lo tanto existe una funcién E : R? = R? tal que

L OF
1)%(:%?;) = M(z,y) = 2xy

L OF
11)a_y<x7y) = N(.’L‘,y) = $2 -1

De i) obtenemos que

E(x,y) = 2*y + g(y)

y aplicando ii)

OF
a—y(%y) =1 —1=12"+7(y)
=4 (y) =—1
= ¢(y) = —y mas una constante que no se considera

Entonces

E(z,y) =2’y —y= (2" — 1)y

Por lo tanto las soluciones estan dadas por

y(z® —1)=c
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La soluciéon se puede escribir también como

y=——sila| #1
o también
S c+y
)
Ejemplo 2)

(coszsinz — zy?)dr + y(1 — 2%)dy =0

En este caso se tiene que

Igual que en el ejemplo anterior, la ecuacion es exacta y por lo tanto existe alguna
funcion real E(x,y) tal que

1)66—5 = M(x,y) = coszsinz — x7°
)5 = (1 - 2)

Integrando la expresion ii), sin considerar la constante de integracion, respecto a
y, se obtiene

E(z,y) = %(1 — %) + h(x)

Luego, derivando con respecto a x y utilizando i) se obtiene que
—y2® + b/ (x) = coszsinz — x1?

3 . s a2
con lo cual h'(x) = coswsinx y, entonces, elegimos h(x) = =5~

En consecuencia, las soluciones del problema vienen dadas por

2

Blx.y) = 51— +

sin?
2

=C

Volviendo al caso general.
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Supongamos que Mdx + Ndy = 0 es exacta y que se ha encontrado la funcién
solucién de forma (1.1), supongamos también que podemos despejar

y=f(z)
con x € I C R.Esto es, y satisface
E(z, f(x)) =cVr el

Si derivamos esta expresién respecto de x, se obtiene

OF OF oo
oz W @) + 5o f@)f () =0

Es decir
M(z, f(x)) + N(x, f(2)) [ (x) =0
y, usando la notacion y = f(z), y' = f'(z) se tiene
M(z,y) + N(z,y)y =0

En consecuencia, cada funcién y = f(z) con f diferenciablemente continua (clase
Ch) que satisface F(x,y) = c da origen a soluciones de (1.1).

De manera andloga, si podemos despejar z = g(y) con g de clase C! en un intervalo
I € R entonces g satisface

M(g(y),y)g'(y) + N(g(y),y) =0

y usando la notacién x = ¢(y), ' = ¢'(y), obtenemos que

M(z,y)z' + N(z,y) =0

Ejemplo. Consideremos la ecuacion
2y(y — )dx + 22y — 1)dy =0

donde se tiene que
M(z,y) =2y(y — 1) = 25° — 2y
N(z,y) = z(2y — 1)



Observemos que

oM  ON
T —gy—1
oy or W17

es decir, la ecuacién no es exacta. Notemos, sin embargo, que si multiplicamos la
ecuacion por x, entonces se tiene

22y(y — 1)dx + 2°(2y — 1)dy = 0
La nueva ecuacién (1.1) tiene
M(z,y) =2zy(y — 1) = 2zy* — 2zy

N(z,y) = 2°(2y — 1) = 22%y — 2*
oM  ON

Yy 8—y—%:4xy—2x—(4xy—2a:):0

Por lo tanto la nueva ecuacién es exacta. Es claro que las 2 ecuaciones, la exacta
y la no exacta son equivalentes ya que el factor se anula en x = 0.

Ejercicio) Resolver la ecuacién (1.1):
Maés generalmente supongamos que se tiene:

M (z,y)dz + N(z,y)dy =0

Decimos entonces que la ecuacion es NO EXACTA. Como en el ejemplo anterior
multiplicamos la ecuacién por una funcién u(x,y) para obtener:

M (z,y)dz + N(z,y)dy =0
con M Y N redefinidos como:

M(z,y) = p(x,y)M(z,y)
N(x,y) = p(z,y)N(z,y)
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Si esta nueva ecuacion es exacta, decimos que p es un factor integrante en la
ecuacion.

Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que p es por lo menos de clase C! :
Q2 — R, de esta forma sabemos que:

M (z,y)dz + N(z,y)dy =0

sera exacta ssi:

oM  ON
oy  Ox
esto es:
O(uM) _ O(uN)
oy  Ox
0

oM ON.,  Ou ou
My ~ o) = Nar My,

Asi que (1.1) es exacta ssi podemos encontrar una solucién p de la ecuacién (1.1),
que es una ecuacion en derivadas parciales.

Por supuesto no se trata de encontrar todas las soluciones de (1.1), nos basta solo
una. Notemos que el problema de encontrar todas las soluciones de (1.1), esto es
resolver dicha ecuacion, es un problema mas dificil que el original.

Se veran solo algunos casos particulares para encontrar .

- Escribimos primero (1.1) como:

OM _ AN
nCy — %) _on Mo
N ~Oxr N oy
. . oM _oN .
(asi que necesitamos N # 0). Suponemos entonces que: “*=°% es una funcién

solo de z.
Intentamos en este caso p sélo funcion de x, esto es:

on_ on_d

oy ' Ox dx
y reemplazo en (1.1)
oM _ DN
Low oy — or
1 O0x N
poo oMoy
2% dr
. N Q(x)
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que es una ecuacion lineal de primer orden:
W = Q@)u(z) = 0

. |3
(pe= QY =0. =

R
/6_ Qdx

R
w(z) = ce 9% y tomando ¢ = 1

0

pl) =e OF
Como segundo caso suponemos que:
oM _ ON
i ()

es decir, que es sélo funcién de y. Escribimos (1.1) como:

m( — %) _ Nop o
M M ox Oy

. _ op _
y vemos que sl en este caso suponemos que [t = u(y) = 5 = 0

M:_‘lﬂ:_ '(y)
i 9y 1w (y
W) B 5

o oz

R = - 5w

y se integra como antes. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo:
Resuelva

(x +y)dx + x(logx)dy =0
O<z<y

M(z,y)=x+y  N(z,y) =zlogz

, se obtendra:
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Asi que:

oM ON

por lo tanto, la ecuaciéon no es exacta. Formamos

%/I—%% 1 —(logz+1)
N N xlog x
_ —logzx 1
zlogxr oz
/
1
INACI N
() x
1
= p(z) = ——p(z)
Y
' (z) 4+ 2p(x) = 0 ecuacion lineal de primer orden
Y
(zp(x)) =0

= p(z) =< —tomoc=1, u(z) =1
El resto es estandar. Formamos la nueva ecuacién

(14 g)dx + (logz)dy =0
x
H=1+ Y L=logx
x
oH 1 oL 1
oy «x or =z
la ecuacién es ahora exacta. Asi que existe E tal que

)

— = — =1L
ox ’ oy
!
oF Yy oF
LY =
ox o oy 08T
| dx

E(z,y) =z +ylogz + g(y)
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8E7 , , B
a—y—logx+g(y):‘g(y)—0

=logz  g(y)=c
= E(z,y) =z +ylogz +c

soluciéon: z 4+ ylogz = ¢

Otro tipo de problemas:
Ejercicio: Considere la ecuacion

(22 — ysinzy + ky*)dr — (202> + 2 sin zy)dy

Se pide encontrar k tal que la ecuacién sea exacta. (k viene de 4ky?® = —20y> —
k=-5)

Ejemplo: Encuentre una funciéon M (z,y) tal que:

1
Mdz + (xe™ + 2zy + —)dy = 0
T

N J/

N
sea exacta. Se debe tener

oM  ON 4 e 49 1
=e xTye - —
By oz 4 Y
por lo tanto, integrando respecto de vy, se obtiene:
(= fijo)
]' T T 2 Y
M(z,y) = —e" + [ zye™ +y~ — =
x x

Nos falta por calcular

/ xye™dy

: _ 1 sd
Poniendo s = xy = - [ se*d

se e*ds| = —[se® — €’

&lr—l\

|

zy — 1)e™



Simplificando

Tenemos:

1 1
M(z,y) = —e™ + —(zy — De™ 4y —
\
. y
M(z,y) =ye™ +y° — 5

oM 1
— =Y +aye™ + 2y — —
dy x?

Y
22
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