1. INTRODUCCION

Definicién 1.1. Una ecuacion que contiene derivadas de una o mdads variables
dependientes con respecto a una o mds variables independientes se llama ecuacion
diferencial.

En (1.1) y (1.2), y es la variable dependiente y ¢ es la variable independiente, a, ¢
son parametros.

d

d_i = ae’, (1.1)
’y  dy
—2 =2 tay. 1.2
aw ~ Ca T (1.2)

En (1.3), u es la variable dependiente, = e y son las variables independientes.

u  O%u

@ + a—y2 =0, (1.3)

En las ecuaciones diferenciales la(s) variable(s) dependiente(s) es(son) la(s)
incégnita(s) del problema.

1.1. Clasificacién de ecuaciones diferenciales. Se mostrara a continuacién
la clasificacion de las ecuaciones diferenciales de acuerdo a su tipo, a su orden y
de acuerdo a si es lineal o no lineal.

Clasificacién por tipo. Se dividen en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)
y en Ecuaciones Diferenciales Parciales o Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP).

(a) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, son aquellas que contienen derivadas de
una o mas variables dependientes con respecto a solamente una variable indepen-
diente. Las ecuaciones diferenciales ordinarias las vamos a abreviar por EDO o
edo.

Ejemplos: los casos (1.1) y (1.2) y también (1.4)

Y™+ an (Y a (DY + ao(t)y = h(t), (1.4)

donde A(t),ao(t), -+ ,a,—1(t) son funciones conocidas.
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(b) Ecuaciones Diferenciales Parciales, son aquellas que contienen derivadas par-
ciales de una o mas variables dependientes con respecto a dos o mas variables
independientes.

Ejemplos. La ecuacién (1.3) que corresponde a la ecuacién de Laplace y (1.5),
(1.6) que corresponden a las ecuaciones del calor y de ondas respectivamente.

oy O*u
Pu 0%

Clasificacion por orden. El orden de una Ecuacién Diferencial es el de la deriva-
da de mayor orden que aparece en esta.

Ejemplos. La edo (1.7) es de orden 3.

Py Py dy
Sl A S A T P 1.7
a TP TP TS (1.7)

Los ejemplos (1.3), (1.5) y (1.6) corresponden a EDPs de orden 2. Los ejemplos
(1.1), (1.2) y (1.4) corresponden a EDOs de orden 1, 2 y n respectivamente.

Consideremos a continuacién la expresién
F<t7y7y,7"' 7y(n)) =0 (18)

donde F : Q C R"™ +— R y Q es un abierto. (1.8) representa la ecuacién
diferencial ordinaria escalar mas general de orden n.

Un ejemplo de una F es, para el caso de orden tres (n = 3), la funcién (1.9),
que tiene como edo asociada a (1.10)

F(t, 20,21, T, T3) = aoTg + a125 + ay log |zo| + €3 — h(t), (1.9)

LS aglog [y"| + a1 (y)? + agy® = h(t), (1.10)

donde se supone que ag, a1, ay son constantes y h(t) es una funcién conocida.

En lo que sigue vamos a suponer siempre la ecuacion esta resuelta para la deriva-
da de mayor orden, esto significa que de (1.8) se puede despejar la derivada de
mayor orden. A la expresién (1.11) vamos a llamarla forma normal de la ecuacién
escalar mas general de orden n.



y(n) = F(t, Y, Jy(n_l))7 (111)

Clasificacion segun linealidad. Un caso importante es aquel en que la funcién
F viene dada por (1.12), con su ecuacién diferencial correspondiente (1.13)

F(t,xo, - ,xn) = ao(t)zo + a1(t)xy + ag(t)xe + - - - + a,(t)x, — g(t), (1.12)

an ()Y ™ + an_1()y" T + -+ ag(t)y = g(t) (1.13)

Si a,(t) # 0, (1.13) se puede escribir como

Yy o a ()y Y 4 do(t)y = (1) (1.14)
donde
~ N a;(t) _ _ g(t)
az(t)—an(t) para i=1,---,n—1, y g(t)= Ok

La ecuacién (1.13) o (1.14) se llama Ecuacién Diferencial Ordinaria Lineal de
orden n.

Una edo (de orden n) que no es lineal, esto es, que no se puede escribir en la
forma (1.13) o (1.14), la llamaremos edo (de orden n) no lineal.

Algunos ejemplos de ecuaciones no lineales son

y = ty'/?, (1.15)

y' +y*=0. (1.16)

1.2. Solucion de una EDO. Comencemos analizando el caso particular de la
edo de segundo orden lineal

y' + k*y =0, (1.17)
donde k es una constante no nula.
Resolver (1.17) es encontrar funciones y(t) definidas en un cierto intervalo tales

que
y// — _k2y.



Con la experiencia de cursos anteriores sabemos que un par de funciones que
satisfacen esta propiedad son cos kt y sin kt. Ambas funciones satisfacen entonces
(1.17) para todo t € R y por lo tanto son soluciones de la ecuacién definida en R.

Maés generalmente consideremos la ecuacion (1.8) y expliquemos lo que enten-
demos por una solucion de esta ecuacion.

Definicién 1.2. Una solucion de (1.8) es una funcion z : I — R, de clase
C™(I), tal que

F(t, 2(t), 2 (t), -, 2"(t) =0, Vtel.

Notemos que para cada ¢t € I el punto (¢, z(t),--- , 2™ (t)) necesariamente debe
pertenecer al dominio €2 de definicién de F'. En esta definicién I denota un intervalo
de los reales. Este intervalo puede no ser el méximo intervalo donde se puede definir
la solucién. Encontrar este intervalo maximal puede llegar a ser un problema dificil
en el caso no lineal.

Definicién 1.3. El problema con condicidn inicial para la ecuacion (1.8) consiste
en encontrar la solucion de esta ecuacion que satisface condiciones iniciales de la
forma

y(to) = c1, ¥ (to) = cay -+, y" H(to) = cn, (1.18)

donde ty € I es un punto dado y cy--- ,c, son constantes dadas.

Esta solucion puede no ser unica y veremos ejemplos mas adelante.

2. EDO DE PRIMER ORDEN

La edo mas simple de primer orden tiene la forma

y'(t) =g(t) (2.1)

donde ¢ es una funcién continua. Por integracion obtenemos inmediatamente que
las soluciones de esta ecuacién queda dada por la expresién

vty =C+ [ gt
donde C es una constante arbitraria.

Consideremos a continuacién la edo

y = 9(t) (2.2)
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donde ¢ y h son funciones continuas tales que h(y) # 0. Esta ecuacién se conoce
como de 'variables separables’. Suponiendo que y = ¢(t) es una solucién de esta
edo, se tiene que

h(o(1))9'(t) = g(t), (2.3)
y definiendo

1) = [ w60 = [ow
por integracién se obtiene que la solucién ¢(t) debe satisfacer

H(o(t) =G(t)+ C.

Inversamente, si z(t) es una funcién diferenciable que satisface
H(z(t)=G(t)+C
en un intervalo 7, entonces al derivar,

h(z(1)Z'(t) = g(t),

se tiene que z es solucion de (2.2) en cualquier intervalo donde h(z(t)) # 0.,

De este argumento queda claro que para resolver la ecuacién (2.2) encontramos
primero las primitivas H y GG y formamos la expresién

H(y) = G(t) + C. (2.4)

A continuacién despejamos y como funcién de £. Si no es posible despejar, se
acostumbra llamar a (2.4) la solucién de implicita de (2.2). Damos a continuacién
algunos ejemplos.

Ejemplo. Resuelva el problema

Evaluamos H y G,

y formamos

de donde

Despejando



Queda propuesto encontrar soluciones de la ecuacién, con sus intervalos maxi-
mal de definicién, para distintos valores de la constante C.

Ejemplo. Resolver la ecuacion
r_ Y
1+t

No tiene la forma de variables separables, pero se la podemos dar escribiendola
como

y (2.6)

Evaluando H y G se obtiene

1 dt
Hy) = [ = = | =
(y) / ydy, G(t) T

de donde la solucién se puede despejar como
y(t) = C(1+1),
con C' una constante.

De acuerdo a la definicién 1.3 el problema con condicion inicial para la edo
escalar de primer orden consiste en encontrar todas las soluciones del problema

y = fty)
y(to) =m0

Es decir encontrar todas aquellas soluciones que satisfacen la condicién inicial
y(to) = yo. El par (o, yo) debe pertenece al dominio de definicién de la funcién f.

Ejemplo, resolver el problema con condicion inicial
t3
Ea

/

y = — y(—1) =5. (2.7)

Evaluando H y G obtenemos
3 y* 3 tt
H(y)z/ydyz— G(t)z—/t dy = ——,
4 4
de donde las soluciones satisfacen
vy +tt=C.

Resolviendo para y.
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y usando la condicién inicial para calcular la constante C' obtenemos que C' = 626
con lo que la soluciéon pedida es

y(t) = (626 — tH)1/4,
Propuesto. Cual es el intervalo maximal de definicién de esta solucién ?

En el siguiente ejemplo queremos ilustrar la falta de unicidad de las soluciones
para un problema con condicién inicial.

Ejemplo.
y =ty y(0)=0. (2.8)

Escribiendo la ecuacion como
t
/
Yy = —775
~1/2
y=1/

evaluando las primitivas H, G y resolviendo para y en la expresion resultante, se

obtiene
#2 2

Usando la condicién inicial nos da que

t4
t) = —
y(t) 16

es una solucién al problema con condicion inicial.

Notamos, sin embargo, que el problema (2.8) tiene también la solucién trivial
y(t) = 0 para todo t € R. Asf este problema tiene por lo menos 2 soluciones.

Vamos a probar que tiene infinitas. En efecto, considere la familia de funciones
que dependen de un parametro a > 0,

0 It <a
y(t) = { (t? — a®)?

t>a o t< —a.
16

Esta funcién es de clase C* en R y satisface

0 It <a
t)=q t{t*—a?

por lo que es solucion del problema con condiciéon inicial para cualquier valor

(dado) de a > 0.

Se deja como ejercicio demostrar que este problema con condicién inicial tiene
una familia de soluciones que dependen de dos parametros.
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2.1. EDQO lineales, caso escalar. Vimos que la edo lineal de orden n mas
general tiene la forma

an(O)y"™ + a1 )y + -+ ai ()Y + ao(t)y = g(t). (2.9)

Si g(t) = 0 diremos que esta ecuacién es Homogénea y No Homogénea en caso
contrario.

Vamos a suponer de ahora en adelante la siguiente hipdtesis.

(Hy) Las funciones coeficientes a;(t), i = 0,--- ,n, y la funcion g(t) estan definidas
en un intervalo comin I, donde son continuas. Ademds a,(t) # 0, para todo t € I.

Cuando n = 1, (2.9) se llama ecuacién lineal de primer orden y tiene la forma

ax(t)y' + ai(t)y = g(¢).

Dividiendo por a;(t) (ai(t) # 0), resulta
Y+ Pty = f(t), (2.10)
donde P(t) = 28 v f(t) = 20

az(t) az(t)’

Estudiemos primero la ecuaciéon homogenea
y + P(t)y = 0. (2.11)

Observando que

ieR P(t)dt _ P(t)eR P(t)dt
ngt

P(t)dt

y multiplicando (2.11) por e , se obtiene que

d [eR P(t)dty] =0.

dt
Integrando y despejando se sigue que
R
yn(t) = Cem PO, (2.12)

donde y;, denota la solucién de la ecuacién (homogenea) (2.11). Notamos que esta
expresion nos da todas las soluciones de esta ecuacién por lo que la llamamos la
solucién general.

Consideremos a continuacion la ecuaciéon no homogénea

y' + P(t)y = f(1). (2.13)
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Cop un procedimiento similar, esto es, multiplicando ambos lados de la ecuacion
por e P®d ¢ integrando, obtenemos que la solucién general de la ecuacién no
homogenea queda dada por

R R R
y(t) = co PO o POU [ f(p)e no (2.14)

La expresion
R R
y(t) = e PO / f(t)e PO gy (2.15)

se llama la solucién particular de la ecuacién (2.13). Por directa diferenciacién
se tiene que y, satisface la ecuacién (2.13), es decir, satisface

Yp(t) + P()yp(t) = f(1).

Se tiene entonces que la solucién general de la ecuacién no homogenea se puede
escribir como

y(t) = yn(t) + yp(1).

A continuacion se presentan algunos ejemplos de ecuaciones lineales de primer
orden. Considere la ecuacién

ty'(t) — 4y(t) = t°e', t € (0,00), (2.16)
que escrita en su forma normal queda
dy(t
y'(t) — % =tle!, t€(0,00). (2.17)
Comparando con la ecuacién (2.13), se observa que P(t) = —1 y f(t) = t*¢".

Después de algunos calculos se obtiene que
Y
(t_4)/ = et?
e integrando
y(t) = ct* + e,

que es la solucién general de la ecuacién (2.17).

Consideremos a continuaciéon un ejemplo de un problema con condicién inicial.

dy

toty=2t  y(1)=0, 1€ (000). (2.18)
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En su forma normal

y’+%=2, y(1)=0, te(0,00). (2.19)

Después de algunos céalculos, se obtiene que
(ty) = 2t
e integrando
y(t):g+t para t > 0.

Usando la condicién inicial, se tiene que la solucion pedida es

1

y(t) :t_?

Consideremos a continuaciéon un ejemplo de una la ecuacién diferencial que es
no lineal pero que se puede reducir a una lineal.
Ejemplo.

, 1

t+y?
Escrita de esta manera, esta ecuacion es no lineal. Sin embargo, si la escribimos
como

y (2.20)

— —t =97 2.21
i y (2.21)

se convierte en una ecuacién lineal, eso si que aqui en vez de pedir y como funcién
de t buscamos t como funcién de y. Resolviendo, se obtiene

t=¢ec+eY /er_ydy.
Como
/y26_ydya: = —e Yy? — 2 Yy — 2e7Y,
la solucion queda dada entonces por

ty) = ce¥ —y* — 2y — 2.

2.2. Algunas ecuaciones no lineales. Explicaremos a continuaciéon métodos
para resolver ciertas ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden. La idea
general es introducir un cambio de variables adecuado para reducir la ecuacién a
otra que sea conocida.

Comenzamos con un tipo de ecuaciones que tienen una cierta propiedad de
homogeneidad, la cual se va a usar para llevarla a una conocida. Primero un
ejemplo.
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Ejemplo. Consideremos la edo

t2 + y2
= 2.22
4 t2 —ty’ (2.22)
que no es lineal y tiene la forma
y' = f(t,y)

Denotando M (t,y) :=t* + y* y N(t,y) := t* — ty la ecuacién se puede escribir
como

Observamos que las funciones M y N tienen la siguiente propiedad
M(st,sy) = s°M(t,y), N(st,sy) = s*N(t,y),

para cualquier s # 0. Esto sugiere hacer el cambio de variables y = ut, donde
u se considera una nueva variable dependiente. Reemplazando 3’ = v/t + u en la
ecuacion diferencial se obtiene

, 11+u

U =—— ,
t1l—u

que escrita como

o~ |=

u = -+
- 1—u

1+u
resulta ser de variables separables. Utilizando la notacién introducida para dicho
tipo de ecuaciones, se tiene despues de algunos célculos, que

Hw) = [(du=log((1+0f) =,y Glt) = ~loglt

Reemplazando u = ‘% se obtiene finalmente que las soluciones satisfacen
y
(t+y)?=Ct.

Mas generalmente, consideremos la ecuacién homogenea

M(t,y)
y = —m, (2.23)
donde M y N son funciones continuas y homogeneas de grado « , es decir satisfacen
M (st,sy) = s*M(t,y), N(st,sy) = s*N(t,y)

(note que puede ser necesario restringir los valores de s).

Haciendo el cambio de variables y = ut en la ecuacién (2.23), nos queda



12

de donde

De esta forma esta ecuacion se puede escribir como una de variables separables
de la forma

con ] 1
M) = — v () = .

(L,u)
u+ N(1,u) t

Asi la ecuacion se ha reducido a una conocida.

A continuacién se muestra la Ecuacién de Bernoulli que tiene la forma
y + Pty = f(t)y"

Notamos que para n = 0 y n = 1 la ecuacién es una lineal de primer orden.
Para resolver esta ecuacion la escribimos en la forma

y Y+ Py = f (), (2.24)

v hacemos el cambio de variables u = y'~". Derivando, se obtiene

u/

-,/ _
Yy y_l—n

y reemplazando en la ecuacién (2.24) resulta la ecuacién lineal
u+ (1 —n)Pt)u=(1—n)f(t),

que sabemos como resolver.

Otra ecuacion no lineal de primer orden es la llamada Ecuacién de Ricatti
(1676-1754), tiene la forma

y = P(t)+ Q(t)y + R(t)y>. (2.25)

En algunos casos esta ecuacion se puede resolver por métodos elementales. En
efecto, supongamos que se conoce una solucion y; de la ecuacién (2.25) y queremos
encontrar todas las otras soluciones. Para esto definamos z(t) = y(t) — v (t) v
reemplacemos en (2.25), se obtiene
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y' =72 +y = Pt) + Q) (z +y) + R(1)(* + 2zy1 + 1),

la cual usando que y; es solucion, se simplifica a
7= (Q(t) + 25 () R(t)2 = R(t)2,

que resulta ser una ecuaciéon de Bernoulli, con n = 2, que ya sabemos como
resolver.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion
y =6+ 5y + 12 (2.26)

En este caso como P =6, Q =5,y R =1, se tiene que una solucién particular
es y1(t) = —2. Sea y = —2 + z, entonces z satisface la ecuacién
/

Z—z=27
que como dijimos recién es una ecuacién de Bernoulli, con n = 2. Haciendo el
cambio u = 27! se obtiene que u satisface
wu=—1
de donde
u(t) =ce " —1.

Volviendo a las variables originales

y finalmente
y(t) = =2+ 2(t)

-2
+ ce t —1

Notamos que haciendo ¢ = 0 obtenemos la solucién y(t) = —3.



