MA26A, Auxiliar 6, 10 de Mayo, 2007
Profesor Catedra: Raul Manasevich

Profesor Auxiliar : Alfredo Ninez

1. SISTEMAS DE ECUACIONES.

1.1.  Resuelva el siguiente sistemas de ecuaciones:
' = Az,
a b 0
A=|c a d
b
0 =% a

donde a,b,cy d # 0 son costantes

Solucién:

Obtener los valores propios de la matriz A.

|A— M| = P(\)
se obtienen los valores propios a partir de las raices del polinomio caracteristico

P()\) =0

= (a= ) [(a= AP +bc] —befa—\) =

(a—MN)?>=0

A = a, valor propio de A, con multipicidad 3.

se obtendran los vectores propios de la matriz A.
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d d
d d . Cc be
p=0 p1=—-—p3s—— =D=p3 0 |+ 0 |; =p3=0
c be 1 0
luego
—d /2 0 —b%
Ty = 0 ?e“t + | =4 |te"+ 0 |e*
0 0
finalmente la solucion del sistema es:
T = 171 + coTy + 373
1.2.  Considere el sistema de ecuaciénes ©’ = A(t)z, donde A : I — My, es

continua en el intervalo I. Sea ¢(t) una matriz (cada t) formada por columnas que
son soluciones de la ecuacién diferencial. Demuestre que para cualquier ¢,tq € I
la siguiente relacién es verdadera:

R
9(8)] = [(to)] e o "M
donde |¢(t)| denota el determinante de la matriz ¢(t). Suponga que las solu-
ciones que forman ¢(t) son linealmente independientes.

Solucién

pero para cada t se cumple:



A(t)z;(t) = Z aiy (1)« () (1.1)

=1
N d |9§£t>| _ Z det xl(t), . ,Z Oé@'j(t>x (t), ;2" (1)
= i=1
aplicando propiedades de det
=
do(t)] < |
|§ZE )| - Z (aii)det [xl(t)7 te ,C(]](t)7 T 7xn<t>]
i=1
54
dlo(t)]

a2 (e o)

Sea T'(t) : RY — RN tal que A(t) es su representante en la base canénica,
entonces de (1.1), ay; es el representante de T'(¢) en la base {«'(¢)},_,

=150 n

=
traza[T(t)] = traza [oy;] = traza[A(t)]
=
dlo(t)] _
OO = i) ()
finalmente

Rt
16()] = |(to)] e o AN

1.3.  Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones, encontranto la matriz expo-
nencial:



AN

Il
>~ o e
oo o
ISP =Sy

Solucion:
en primer lugar se obtendran los valores y vectores propios de la matriz A

Valores propios:

)\1:&+b )\gza—b )\3:(1

Vectores propios correspondientes a cada valor propio:

1 1 0
_)1 = 0 _»2 = 0 ’173 = 1
1 —1 0

1 1 0
Fi(t) =1 0 | elatd)t Tt)y=1 0 |el ! Z(t)=| 1
1 —1 0
luego
e(a+b)t 0 e(a—b)t o
=10 et 0 ¢ | =0(t)C
6(a+b)t 0 _e(afb)t 3
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6(a+b)t 0 6(afb)t % 0 %
M =dt)d10)=| 0 et 0 0 1 0
e(a+b)t 0 _e(a—b)t % 0 _%
finalmete
1 a+b a—b 1 a+b a—b
N . [e( +0)t 4 o )t} 0 3 [e( +o)t _ o )t]
et = 0 e’ 0
% [e(a+b)t e(a—b)t] 0 % [e(a-l-b)t 4 e(a—b)t]
Método 2: Ocupando forma candnica de Jordan
solucién:
a+b 0 0 1 0 1
D = 0 a 0 P=10 1 0 pl=
0 0 a—>b 1 0 —1
0 1 eletdt 0 0 .
eM=pPP'Prt=10 1 0 0 et 0 0
0 —1 0 0 e(a_b)t %
finalmente
1 a a— 1 a a—
N 3 [e( +0)t | ol b)t} Oat . [e( +0)t _ o b)t]
et = 0 e 0
0

1 [elotb)t _ la=b)t] [e(eH0)t 4 ela=b)]

1
2

Método 3: Despejando variables

(1)

' =ax + bz

= Ol

[l ]

—_

NI= o=

N = o=



de (2) =
y(t) = Coe™

de (3) =

- az , 2 —a

T T
en (1) =

2" —2a2 + (a®> — %)z =0

Zp=e¢" = m?—2am+(a®*-0)=0 = m=a-b my=a+b=

2(t) = el 4 cgelamd)t

ZE(t) _ Cle(a—l-b)t i 036(“ b)t
ZL’(t) e(a—l—b)t 0 _e(a—b)t 1
X=|yt) | =10 et 0 C2
Z(t) e(a-i—b)t 0 e(a—b)t 3
1 0 -1 ;0 3
d0)=0 1 0 = d1(0) = 0 1 0
1 0 1 -3 0 3

finalmente



Método 4: Serie infinita

como A= PDP! = A= pDkp-1

1
2

1
2

|:€(a+b)t _ e(a—b)t}
0
[6(a+b)t + 6(afb)t}

1 0 1 (a+b)* 0 0 0 1
AF=10 1 0 0 a® 0 0o 1 0
1 0 -1 0 0 (a—b)* ;5 0 —3
@+ +(@=0b* 0 I[(a+b)*—(a—0b)*
AR = 0 ak 0
Ta+b)k —(a=b* 0 Ll(a+b)*+ (a—0b)*]
1| (a+t)ftr K (a—b)ktF 1 1
A _ A a+b
= )5 [ S won 1 L
=0 =0

finalmente



Método 5: Cayley-Hamilton
fA)=eM 5 g(\) =a0+ o)+ a\’

M=a = (1) f\)=gN) & e=ay+aa+ aad?
)\2 =a+b = (2) f()\g) = g()\g) =4 €(a+b)t = @0+@1(&+b)+0&2(&+b)2

Ms=a—b = (3) fs)=gN3) < e =qita(a—b)+as(a—b)?

se debe resolver este sistema que tiene 3 inconitas (g, o, @) y 3 ecuaciones
luego

oy = (1 — ‘;—;) et + (—% + %) elatd)t 4 (%%) ela=b)t

a1 = 55 [(b—2a)el®™" — (b — 2a)el® ™V + 4ae!]

ay = # [e(aer)t + 6(afb)t + 6at]

=
et = agl + a1 A + A2
oo 00 oaa 0 o as(a®+0b*) 0 as2ab
A—10 o 0 +1 0 ma 0 + 0 apa® 0

0 0 atb 0 aLa as2ab 0 as(a® + b?)
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At

reemplazando los valores obtenidos de «q, a1, as en e* se obtiene el resultado

final.

Método 6: Laplace

e =L (sl — A"}

(s—a) 0

s—a 0 —b G=a)?—52 m 1 00
0 s—a 0 0 sia 0 =1010
_ _ b (s—a)
b 0 s—a e e 0 01

aplicamos Laplace a (sI — A)~1.

L_l - — atL—l _ _L_l _
{(s—a)2—bz} € {32—b2} 9 {s—b s—i—b}
— 1
It o sSTa UL (atb)t _ (a—b)t
{(S—a)Q—b2} (e )

finalmente
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0 1 (a+b)t _ (a—b)t
eAt — 0 eat 2 [e 0 ‘ ]
[€(a+b)t _ e(a—b)t] 0 % [e(a-l-b)t 4 e(a—b)t]

1.4. Considere la ecuaciéon diferencial 2/ = Az donde
11 Q12
A=
Q21 Q22

es una matriz real que satisface det(A) # 0. Vamos a suponer que el polinomio
caracteristico de A tiene un solo valor propio A; real con multiplicidad dos y que
el dimker(A— A1) =1,y que K es el vector propio. Sabemos que para formar la
solucion general hay que encontrar un vector propio generalizado P linealmente
independiente de K.

(a)  Demuestre que P se puede encontrar como solucién de la ecuacién

(A-\I) =K
(b)  Demuestre que el representante A de A segun la base { K, P} es

RENE
=10 ]
(c) Defina k=[K,P]. Evalue primero x 'K y x~!P. Demuestre entonces que

A =rtAk

(d) Defina # = ky con y = [y1,92]T. Encuentre el sistema de ecuaciones
diferenciales que satisface y (sistema canénico ) y resuelva este sistema. suponiendo
que A\ < 0, Que puede decir de la estabilidad del origen?

Solucién:
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parte (a):

P e ker(A— \1T)?

sea A =(A—MNI)P

=

(A= MI)?P=0
(A=MNDA-MHP =0
=

(a—)\l)A =0

< A es vector propio de A

= A=K =

parte (b):
Base {K, P}

= AP=MP+K

=
parte (c):
k= [K,P]

(A= MDP =K

K|k P) = {

— O
—_

O =
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ceeld] et

A=r""Ark = k—1[AK AP] = ' [\ K|\ P + K]

— O

A= [MrTRMNETT P+ K]

finalmente

=
Yr = My1 + Yo

vh=Mya = ya=1ys(0)eM?

luego las soluciones son:
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Y2 = y2(0)e’
yi(t) = ey (0) + tetty2(0)
si t—oo =
y1 — 0
y1 — 0

= el sistema es estable.

1.5.  Sea ®(t), t € R, una matriz real n x n de clase C!(derivada continua).
Suponga que ®(0) = I y que ®(t + s) = ®(¢)P(s) para todo t, s € R. Demuestre
primero que existe una matriz A talque ®(¢) = e“*. Demuestre a continuacién que
esta matriz A es tnica.

Solucion:

Existencia

Ot +5)=dH)DB(s) = Dt +s) = {H)D(s)

luegoen t =0

=
O(t) = @(O)e‘bl(o)t = %' (0
observacion:
, D(h) -1
(0) = Jim —=

observacién: si ®(t) = et = P/(t) = AD(t) WVt

luego t=0 &'(0)=AP(0)=A
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Unicidad
Si tambien ®(t) = B! = &'(t) = BePt Wt
Ademds ®'(t) = ®(0)e® Ot Wt

luegoent =0 =

1.6.  Responder las siguientes preguntas:

(a) 2'=Azr A matriz de 3 X 3 cuyos valores propios satisfacen que:
A1 = Ay # A3 se satisface ademds que dim[ker(A—\;I)] = 1, Cual es la solucién?

(b) 2'=Ax A matriz de 3 x 3 cuyos valores propios satisfacen que:
A1 = A2 # A3 se satisface ademds que dim[ker(A— A I)] = 2, Cual es la solucién?

(¢) ' =Ax A matriz de 3 x 3 cuyos valores propios satisfacen que:
A1 = Ao = A3 se satisface ademds que dim[ker(A— A )] = 2, Cual es la solucién?

Solucion:

parte (a):

¥ =Ar ; AcR¥»3
AL =X #F A3

dim[ker(A — A\ I)] =2

=

—

X = 01K16>\1t + CQKQG)\lt + 63K3€/\3t

K,y Ky vectores propios asociados a A=\ = Xy
K3  vectores propios asociados a

)\:)\3
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parte (b):
¥ =Axr ; AcR¥»3
A== A3

dim[ker(A — A\ )] =1

=
X = 01K16>\1t + ¢y (KleAltP1€A1t> + 63K3€>\3t

—

K, wvector asociadoa A=A = X\

—

(A — M1 151) =K ]31 vector propio generalizado.

ﬁg vector propio asociado a A = A3

parte (c):
¥ =Ar ; AcR¥>3
A== A3

dim[ker(A — A\ I)] =2

=

X = clf?leklt + 02[?2156)‘”03 (I?eht + 136)‘”>

K 1y [?2 vectores propios asociados a A = A = Ay = A3
K= ull? 1+ ,ugf?g combinacion lineal de los vectores propios.

(A— M1 )ﬁ — K = ecuacién que determina g1 en funcién de ps y P.

1.7.  Considere el problema con condiciénes iniciales
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¥=Ax ; x(0)=ux

donde A es una matriz de n X n de numeros reales. Vimos en clases que la
solucién de este problema es z(t) = zoe!, donde e es la matriz exponencial de
A. Recuerde que €"4 = I, donde I es la matriz identidad de n x n.

(i) Demuestre que la matriz exponencial satisface la siguiente la propiedad de
semigrupo:

e(t+S)A — eAt€SA vt, s e R

Demuestre de aqui que (eAt)fl = A

(ii) Sean A, B dos matrices reales de n X n. Demuestre que

Bett = B Vi e R

siy solo si AB = BA.

(iii) Demuestre que

e(AJrB)t — eAteBt Vi € R

siy solo si AB = BA.

Solucién:
parte (i):
por demostrar que  e(+94 = eldesd Wt s € R

Sean wu(t) = el*94c ;  w(t) = etlese
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V'(t) = Aetlesde = Av(t) = v(0) =e*e
luego por teorema de existencia y unicidad = u(t) = v(t) Vt
= [eMed —et) =0 Wt Ve
luego

ptApsA _ lt+s)A

1 _
por demostrar que  (e') " = e™'4

sea s=—-1t =

p(t=)A _ (A —tA

J = otAptA — ptA A

luego multiplicando por el inverso de (e!4) que equivale a (etA)fl

=

(etA)—l — AT
-

(6@4)*1 — o tA
parte (ii):

Por demostrar que

Be'' =eMB  VteR <« AB=BA
(<)
sea BA=AB

Sean wu(t) =eBc ; w(t) = Betdc
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=
u'(t) = Ae*Be = Au(t) = u(0) = ABc

v'(t) = BAet e = ABettc = Av(t) = v(0) = ABc

luego por teorema de existencia y unicidad = wu(t) =v(t) Vt

= [etAB — Bet’ﬂ c=0 Vt Ve

luego

e B = Bet

Aet*Be = BAet4e

evaluancoen t =0
=

[AB — BAJc=0 Ve

AB = BA

parte (iii):
Por demostrar que

elATB) _ oAt Bt VtieR <« AB=DBA

sea BA=AB
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Sean wu(t) = !A+Ble . y(t) = etetBe

-

u'(t) = (A+ B)e!™Ble= (A+ Bu(t) = u0)=c
v'(t) = AetetBe + et BetPe

=

V'(t) = AettetBe + BethetBe = (A+ B)u(t) = v(0)=c

luego por teorema de existencia y unicidad = wu(t) = v(t)

=
pl(A+B) _ A tB
(=)
GHA+B) _ otAtB
=
(A+ B>et(A+B) — AetAeBt 1 oAt BBt
=

(A + B)et(A+B) o AetAeBt — eAtBeBt
etABGtB — BetAetB

multiplicando por e~*?

e BI = BetT
"B = Be'4

luego por parte (ii)

AB = BA

vt
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1.8. Considere el sistema de ecuaciones

/ /
Ty =211 — 39 5 Xy = —3T1 + 279

(a)  Encuentre la solucién de este sistema por medio de la matriz exponencial
de la matriz correspondiente.

(b)  Redizca el sistema a su forma canénica (en las coordenadas(y, y2)). En-

cuentre los puntos criticos y clasifiquelos.

Solucién:

parte (a):

valores propios

2—X =3
-3 2-A

vector propio asociado a Ay
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=
_,1:[_%} = X(l):{_i}e‘r’t
=
. €5t e—t IS
X:|i 5t e—t:||ic;‘|
=
X = o(1)®(0)Z(0)
L 56—t 11 x (0)
X—[ ot et:||: %g]{x;(())}
X = e™i(0)
o edttet  eTt—eb ,ZE1<O) :|
X = [ e*tz—e“ e5“§e’t ] [ 72(0)
parte (b):

= Y=DY =

EBIREESI

Puntos criticos: X AX =0 A es invertible = X = (0,0)7 es el tinico
punto critico.



=9 = Y= Cre’
go=—1yy =  y = Chet

El punto encontrado es un punto silla.

1.9. (a) Sea A= ( 9 é" ) con I, la matriz identidad de n x n.
Demuestre que se cumple:
At —At
cosh(t) 1y, = e re”
At _ —At
sinh(t) o, = A%

(b) Sea A= ( _? é” ) con [, la matriz identidad de n x n.

Demuestre que se cumple:

At | At
cos(t) s, = ¢t
2
At _ —At
sin(t)A = < 26

Solucién:
parte (a):

Sea A% = [,

23
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I, O
2_ ([ In _
A"(o I, )‘5”

0 I
3 _ no\ _
oo (9 5 )
luego A =1,, ; A¥f!

At _ i An't

n=0

se sabe que
00 t2n
cosh(t) = > 7", @)
. 00 2n+1
sinh(t) = >"7, ‘(§n+1)!
luego

e = I, cosh(t) + Asinh(t)

B 2, (=1 A >
T Y L GVt

e~ = I, cosh(t) —

=A n={0,...,00}

A2nt2n A2n+1t2n+1

+Z (2n+1)!

t2n 0 t?n-‘rl

@mr+A2;@n+m!

(1.2)

2n+1 A2n+1t2n+l

(2n+ 1)!

( )QnAZnth N i

n=

t2n t2n+1

_A§:2n+1

Asinh(t) (1.3)
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luego sumando las igualdades (1.2) y (1.3) =

At | —At
cosh(t)ls, = e re

restando las igualdades, (1.2) menos (1.3) =

At _ —A

sinh(t) I, = A 5

parte (b):

Sea A° = [,,

luego A*" = (=1)"IL, ; A1 =(-1)"A n={0,...,00}
Antn A2nt2n A2n+1t2n+1
At __
= Z i Z + Z TRy
At e ( TL]Qnt2TL > nAt2n+1
<= ; * nz 2n + 1)

o0 o0

t (1 & (<L
M =Tn) +A; 2n + 1)

n=0
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se sabe que

o —1)" 2n
cos(t) = 3207 S

(_1)nt2n+l

sin(t) = 32020 G

luego
et = Iy, cos(t) + Asin(t) (1.4)
At o ( nAntn 0 2nA2nt2n 0 2n+1A2n+1t2n+1
e I I

n=0 n= n=

0 A2n+1 t2n+l

i o AQnt2n
=2 (2n)! -2 2n+ 1)

n=0 n=0
[e's) In 1 ntzn 00 A(—1 nt2n+1
=y B S
— (2n)! — n !
e o0 (_1>nt2n o0 (_1)nt2n+1
e M=y ————A)Y ——
Sl s e
e = I, cos(t) — Asin(t) (1.5)
luego sumando las igualdades (1.4) y (1.5) =
At | —At
cos(t) Iy, = ¢ te
2
restando las igualdades, (1.4) menos (1.5) =
At _ At



