1. TRANSFORMADA DE LAPLACE.

1.1. Sea f : [0,00) — R funcién continua a trozos y de orden exponencial.
Demuestre que si F'(s) denota la transformada de Laplace de f, entonces:

lim F(s) =0

S§—00
Solucién:
f(t) es de orden exponencial =

|f(z)| < Me™*
|e—smf(x)| < Me—(s—c)z

Notar que la integral de la funcién de la derecha converge para s > ¢, entonces
la transformada de Laplace de f(x) converge absolutamente para s > c.

P =1 [ e fdel < [ le e <M [ et = M
o 0 0 -
Luego
lim F(s) =0
1.2.  Sea f:(0,00) — R continua en (0,00) y de orden exponencial y tal que

lim f(t) = 400

t—0t

(a) Silimy o+ t“f(t) =1, a € (0,1), demuestre que la transformada de laplace
de la funcién existe.

(b) La transformada de Laplace de la funcién =2 cosh(t) tiene la forma

I:h(s)\/s—i— (s2-1)

Encuentre h(s) y de aqui la expresién final de la transformada.
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Solucién:

L{f(t)}:I:/OOO f(t)eStdt:/O f(t)estdt+/Too f(t)e *dt

L= [ f(t)e*tdt
L= [ f(t)e*tdt
I, existe puesto que f(t) es de orden exponecial en (0, 00)

T T
I = / ft)e*dt = lim / f(t)e*dt
0 e~ Je

Sea t € (0,g¢). Ocupando el dato se tiene que [t*f(t) — 1| < p entonces:
—p < f() -1 < p

—p+ 1<t f(t) S p+1

[t f (@) < p+1

p+1
ta

[f(t)] <

Ocupando estas cotas:
T €0 T
/ f(t)e *tdt = / f(t)e sdt + / f(t)e *tdt
£ 1S €0

de esta ultima expresion se debe analizar el primer término puesto que el se-
gundo existe.

€0 €0 1 €0 1
|/ F(t)estat| < / %e“dt <1 +u)/ < Tl a1y
€ € €

luego



—a _ l-«a l1-«

e—0 1—04 11—«

= <oo=1<ooyluego L{f(t)} existe.

Parte b:

L {t—% coth(t)} = % (L {t‘%et} + L{ tae t})

Para obtener la transformada de la funcién ¢~2 se aplica la definicién de trans-
formada de laplace y se hace el cambio de variable st = y2, sdt = 2ydy

1
0 L 0 2 /9 o0
L {t_%} = / e St adt = / eV <y_) ( y> dy = 2s~ 2 / e_dey =2s”
0 0 s s 0

Ocupando esta transformada, se aplica la propiedad:

L{f(t)e"} = F(s —a)

o3 75 5 ()

Sea

A=+vs—14++vVs+1

A2 =254+ 2Vs2 -1

A:\/23+2\/32—1

L {t_% cosh(t)} 2\/827\/28 +2vVs2—1= \/_\/\/; 2 — 1
= his) = 2(3;— 1)

finalmente

N

DN | —

™

[NIE

w |3
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1.3.  Encuentre:f(¢) si F(s) = b1

$3—-252—8s

Fls) = ss+1 P41 A, B C
° Cos(s2—25—8) s(s—4)(s+2) s s—4 s+2
F()_A(32—23—8)+B(82+23)+C(52—45)
= s(s —4)(s+2)
=
S (A+B+C)+s(—24+2B—-4C) —-8A=5*+1
=
(1) —-84=1

(2) A-B+20=0

3) A+B+C=1

1 17 D
A = —— = — = —
8 '’ 24 ¢ 12

1 17 5

1.4. Encuentre

(a) f(t)SiF<5):m,a27£b2

-1 55+3
(b) L { (s—1)(s%242s+5) }



Solucién:

(a)
F(s) = As+ B N Cs+ D _ (As+ B)(s% + b?) + (Cs + D)(s* + a?)
(s2+a?)  (s2+0?) (s2 + a2)(s2 + b2)
(1) A+C=0

(2) Ash*+Csa®>=s & AP +Ca®=1
(3) Bs>+ Ds2=0

(4) BV + Da*>=0

1 1
A:(bz—aQ) » B=0 C:(GQ—bQ) Pl

Nrowe) N eaere) P e mere)

Nemmerm) o et et (o)

finalmente

S

B = ! cos(a ;cos
- {<82 +a?)(s? + b2>} = w—an) T @y o)

5s + 3 _ A Bs+C
(s—1)(s2+25+5) (s—1) (s2+2s+5)
= A(s* +2s+5)+ (Bs+C)(s — 1)

(1) (A+B)s*=0 = A=-B

(2) (2A— B+C)s =5s



3) BA-C=3 =C=54A-3

(D)y(3)en(2) = 24+ A+ 5A—3=5=84 =38

o, 2es Va1 2 s
s—1 s242s+5[ s—1 s24+2s+5 s242s54+5

Y R S 2 s+1—1
B s—1 (s+1)24+22 (s+1)2422

e 2 s+l 1 2
B s—1 (s+1)2+422 (s+1)2422  2(s+1)24 22

1 3
= e + e sin(2t) — e cos(2t) + §e_t sin(2t) = e + §e_t sin(2t) — e~ cos(2t)

1.5.  Sea H(t) una funcién igual a t cuando 0 < t < 4 e igual a 5 cuando ¢ > 4.
Obtenga L {H(t)} por definicién y usando escalén unitario

Solucién 1:
Aplicando la definiciéon de transformada de Laplace:

00 4 00
L{H)} = /0 H(t)e *'dt = /0 te”*tdt + /4 de~*dt

Jtestdt = —1<= 4 [ gt = —te = e X

s s 52

u=1t= du=dt; dv = e stdt = v = — <"

S

tefst efst 4 efst S
Loy = (<557 +5 (-5
S 52 ), s/,




1 —4s —4s

L{H(®)} = 5 +— - -

S S

Solucion 2:
(usando escal6n unitario)

H(@t)=tU(t)—[t=5lU({t—4)+U(t—4)

=
HS)=L{HO}=L{tU®)} —L{[t —4Ut -4} + L{U(t —4)}
1 6_48 6_48
L{H(t)} = = —
HO =5+ -
1.6. Ocupando transformada de Laplace resuelva la siguiente ecuacion difer-
encial
o+ ke =f(t) ; 2(0)=2'(0)=0
f6)=> U(t—1i)
i=0
Solucion

Se asume que la transformada de Laplace de la Serie es la Serie de las transfor-
madas de Laplace:

L{f®)} =t {Z Ut - z’)} = - %Z Gl

Recordando la suma geométrica:
Sr=a’+a' +a*+...+a”
aSr=a' +a’+a*+...+a"!

luego



1—qn+! 1o (—s\i _ 1qs 1- ()"
Sr = Ta s Zi:o (e7%)" = ghmnaoo 1_o—s
=
L{f(1)} =
~os(l—e9)

Ahora se aplica transformada de Laplace a la ecuacién diferencial
L{z"} + K"L{z} = L{f (1)}
sea X(s) = L{z(t)}

luego

1 1 k
O = =) k@R -c)

Se conocen las transformadas de Laplace:

L{%} :f<t>=§:jv<t—z'>

_ k :
Lt {52 " kQ} = sin(kt)

Ahora se aplica el teorema de Convolucién:

L™HF(s) }/f gt —7)d

:%/Z T — ) sin( t—r))dT:%Z/o U(r —i)sin(k(t — 7))dr

[e.e]

- %; (/ sin(k(t — T))dT) Ut i) = 15 D1+ cos(h(t — )U(t ~ i)

=0



finalmente
1 « _ ‘
2(t) = 7 > (=14 cos(k(t —i)))U(t — i)
i=0
1.7. (a) Considere el problema con valores iniciales:

o 2 =) ba(t)  ; 2(0)=2/(0)=0
n=0

Determine la solucién usando transformada de Laplace, para esto suponga que
la transformada de la serie es la serie de las transformadas y similarmente para la
transformada inversa.

(b) Si t e [jm, (j+ 1)n] demuestre que z(t) = e *(ta; + f3;), para
ciertas constantes a; y 3;.

Solucion:
parte (a):
"+ 22+ = Z O (1)
n=0
=
2 X (5) +25X(s) + X(s) = Z e e
n=0
=
X(S) _ i NS
B — (s+1)
=
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=
I B e L
L {(s+1)2} f Ut )=t ] Ut )
luego
©(t) =L7H{X(s)} = Y_ Ut — nm)[t — nafe” 7™
parte (b):

site [jﬂ-a (] + 1)77']

entonces

x(t) = Z Ut —nm)[t —nale "™ o z(t) = Z [t — et

n=0 n=0

denotando

finalmete

(1) = (10 + )
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1.8. Usando transformada de Laplace resuelva el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias.

¥} = x1 — 9 + €' cos(t)

Ty = 11 + 9 + € sen(t)

z1(0) =0 z2(0) =0
Solucién:

Se aplica transformada de Laplace a ambas ecuaciones. Sea Xi(s) = E{z(¢)}
y Xo(s) = L{xs(t)}. Entonces se cumple:

sX1(s) — 21(0) = X1(s) — Xa(s) + (s—1)

-1 11
1
sXs(s) — 22(0) = X1(s) + Xo(s) + o1+l

Aplicando las condiciones iniciales y escribiendo el problema como un sistema
de ecuaciones algebraicas resulta:

] R [ 2
B e el et | R B e R

Entonces:

~—

(s—1)2-1 2(s—1)

M= YT G

Ahora se calculan las transformadas inversas:

i (t) =17 { ((<SS_—11))22;11)2} =L {(382:—_11)2} =L {@}

ri(t) = et {

} = e't cos(t)

(+1)

Lo mismo para z5(t)
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xﬂﬂzifl{ %5_1)P}::g54{ag%;_}:%ﬂfl ~d (@)

(s—1)2+1 1) ds

To(t) = et { @ ! } = e'tsin(t)

+1)

Finalmente la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales es:
()] | e'tcos(t)
=(t) = |:£L'2(t):| B {ett sin(¢)

1.9. (i) Encuentre las transformadas inversas de Laplace en los siguientes

casos:
JR S
s2+s5—20

)
et

(ii) Encuentre las siguientes transformadas de Laplace:

(b)

L {e'cos(3t)}

L{t*cos*(t)}

Solucién
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2 s2+1

R DL |2
o [l 0

A=1—B=-1—C=-1—D=1

[51]1 [ABOS_H)]

=1—1t—cos(t) + sen(t)

(i) (a)
Por trigonometria

cos2x + 1

cos?(z) = 5

—> L{e'cos(3t)} = L {et(cos6t + 1)%} = % (L{c'cos6t} + L{e'})

t _ 1 s 1 :
L{e'cos(3t)} = B <(5_1)2+36 * 3—1)

(i) (b)

(L{t?cos2t} + L{t*})

[\.')|>—‘

L{t’cos’(t)} = L {tQ(COSQt + 1)%}

1 (_12)d2( s )+2 _1/d s?+4 — 25 +3
2 ds2's2+4" s3] 2 \ds \ (s2+4)? s3

1 [ —2s(s* +4)? —4ds(s* +4)(4— 57) N 2\ _ —s(s®+4+8-25%) N 1
2 (s2 4 4)% s3) (s2+44)3 s3
2
9 o (50 -12) 1
L{t“cos*(t)} = sm + &
1.10.  Encuentre las siguientes transformadas de Laplace:
(a)
L{e*(t —1)%}
(b)

L{e'U(t — 5)}

L{te 'cos(3t)}
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(en (b) U es la funcién Escalén Unitario)

Solucién

(a)
L{e*'(t —1)*} = L{*(#* — 2t + 1)} = L{e*t*} — 2L{e*t} + L{e*}

2l 1! 1 s ey 22 1
B e AR O A i Py R P Sy Py
(b) —as —bs
L{U(t - a)} = — = L{U(t-5)} = -
6_5(8_1)
L{U(t - 5)} = ——
()
= L{cos(3t)} = 759
= L{tcos(3t)} = ° (:'2 9+_9)225 - (39212)2 — L{g(t)} = F(s)
o B 99— (s+2)?
= L{e™"g(t)} = F(s +2) = ((s +2)2 4+ 9)2
—3t _ (s+2)?°-9
L{te " cos(3t)} = (((S )P 92))
1.11.  Resuelva el siguiente sistema con condiciones iniciales.
, 0 w (t—w)+ Ut —2w)—U(t —3w)
X = {—w 0} X+ { 0
X(0)=0
Solucién:

Se aplica transformada de Laplace a ambas ecuaciones. Sea X;(s) = L{z1(t)}
y Xao(s) = L{xz5(t)}. Entonces se cumple:

1 1
5X1(5) — 21(0) = wXo(s) + e ¥ 4 —e 205 — Ze s
s s

sXs(s) — x2(0) = —wX;(s)



15

Aplicando las condiciones iniciales y escribiendo el problema como un sistema
de ecuaciones algebraicas resulta:

FRL AN,

X1(5> B 1 s w ews 1 16—2ws _ %e—&us
Xos) | = 4o |—w 0
Xl(S B —ws e—Qws _ e—3ws
X2(8 - 82 + w2 eTws f —w —2w5 _ e—3ws)
Entonces:
se WS €—2ws €—3ws
X —
1(s) 52 + w? 52 + w?
—we ws w 6—2ws €—3ws
Xo(s) = 2 : 2 2 :
s? +w (82 +w?)

| {—} =U(t—w)f(t—w)=U(t —w)cos(w(t —w))

$2 + w?

F(s) = ﬁ — f(t) = coswt
L—l w(e—Qws _ e—3ws) 1
(52 + w?) w

— i[U(t — 2w) sin(w(t — 2w)) — U(t — 3w) sin(w(t — 3w))]

g {ﬂ} — _U(t - w)sin(w(t — w))

52 + w?
= w 1 é+ Bs+C g As* + Aw? + Bs?* + Cs
s(s? + w?) s 8?24+ w? s(s% + w?)

1
C=0—A=— —A+B=0—B=——
w w

Lt {i - EL} 1 lcoswt = f(t)

ws w84+ w? W w

1

B! {‘”(6 - egws)} — U(t—2w) [1 ~ L cosw(t - Qw)} U (t—3w) {— — L cos(u(t — 3w))

(s(s? +w?)) woow woow
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Finalmente las soluciones son:

x(t) =U(t—w) cos(w(t—w))%—i [U(t — 2w) sin(w(t — 2w)) — U(t — 3w) sin(w(t — 3w))]

w w w w

Y(t) = —U(t—w) sin(w(t—w))+U (t—2w) {l ~ L cosw(t - 2@} _U(t—3w) {l ~ L cos(u(t — 3w))

1.12. (i) Resuelva la ecuacién:
= {_62 2]35+ [g]ét_ b))] a,be RNt
z(0) =0

Solucién: Por Laplace:

2'(t) = ax(t) + by(t) + U(t — a)
y'(t) = —bx(t) + ay(t) + 0(t — b)

Sea

= sX(s) —xo = aX(s) +bY (s) +e
sY(s) —yo = —bX(s) +aY(s)+e”

@ w | =

(s — a)X(s) — bY (s) = wo + e
bX(S) + (3 — a)Y(s) =y + o bs

[3)”((%)] - (S—a§2+b2 {S—_ba sﬁa] [Z%ilei]

S0 = e ] e

S

N X(S) B befbs N e as B ae” %8
(s—a)2+b (s—a)2+b s((s—a)®+b?)
Y(S) - be—as Se—bs ae—bs
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at
sin bt

A B
_y§-1)= = o\ _
=L {s+(s—a)2+b2} A+

— at
Lt {M} =Lt { 4 } = ™ cos(bt) + eba sin(bt)

s24+ 02 524 b2

= z(t) = U(t — b)e®™ Y sin(b(t — b)) + U(t — a)%e“(t_a) sin(b(t — a))
—aU(t —a) {A + %e“(t“) sin(b(t — a))}

Y(t)=—-bU(t — a) {A + gea(t_a) sin(b(t — a))}
+U(t —b) {e“(t_b) cos(b(t — b)) + %e“(t_b) sin(b(t — b))}

—aU(t —b) {%e“(t_b) sin(b( — b))}

y(t) = =bU(t — a) {A + %6““_“) sin(b(t — a))} +U(t—0) {e“(t_b) cos(b(t — b))}

1.13. Usando transformada de Laplace encuentre la solucién de la ecuacion
integral:

t
y(t) = cost + / eyt — s)ds

Solucién:

L{y(t)} =Y (s)

L{cost} = 5211
I {/t eyt — s)ds} = L{e7"}Y(s) = jfi
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S 1 1 s S
> Y = G tYO g 2 YOl - 25l =Ye 7 = 503
s+1 S 1
Y pu— pr—
() s2+1 32+1+32+1
y(t) = cos(t) + sin(t)
1.14. Calcule la transformada de Laplace de la onda cuadrada:
(z) = 1 si2n<t<2n+1 ,neN
W= -1 sion+1<t<2n+2 ,neN
Solucién:
Forma 1

w(t)=U{t)—-2U(t—-1)+2U(t—-2)-20(t—-3)+...

+22 Ut —1)

= L{w(t)} = L{U(t }+22 )'L{U(t — i)}

Forma 2

Jo €PF(B)dB

1] —esw

Ft+w)=F(t)= L{F(t)} =

(1.1)



19

w =2

2 1 2 -5 —s
[eram= [ [ ()10 (5)

—e™* 1 e e

- -4

S S S S
1[1=2+e 2] 1[(1—e*)] ez
R e

= L{F()} = %tanh (%)

1.15. (i) Dibuje la funcién e(t)dada por:
e(t)=t—j ,para j<t<j+1, je{0}UN

Demuestre que su transformada de Laplace es dada por:

1 1+ e s
s\s e=*-—1

(ii) Considere ahora el circuito electrico RLC en serie

El voltaje v(t) en el condensador C satisface la ecuacién diferencial

v  RCdv 1 e(t)

et T T T

Calcule el voltaje v(t)por el condensador de la corriente i(t) = C'%(t), si la
entrada de voltaje e(t) esta dado por la funcién de la parte (i), y las condiciones
iniciales son v(0) = vy, (0) = 4o

Las constantes quedan dadas por LC' =1, RC = 2

Solucién:
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z&wm}zuﬂ—L{zymww%

LCV" + RCV 4+ v =
V20 +v=u\L
52V (s) — sv(0) — v'(0) 4+ 25V (s) — 2v(0) + V(s) = Vi(s)
Vo vy + v'(0) v; ()

VOl =a P ey Ty
v(0) = i
e i)

{ Vi } )e~ =Dt — 7)dr = Vi(t)

v

1
= v(t) = voe ™" + (vo +5 z'o) te™ + Va(t)

dv
W=c —

Z(t) = io . (C Vo + Zo)t +
Wi d( /t ,
Tl (e ( t i Vi(r)eTdr T)e TdT
t t
s _ et (—t/ Vi(T)eTdr —|—/ (1—7) )
dt 0 0

t
0 0

Otra forma:

%
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L_l{_?2+s_12+(si1) f:(__ (s+1 _(sj1)2)e_sz}

=(-2+t+2e " tte ) = (1—e ) —(t—i)e ") Ut - i)

=1

v(t) = —2+t+(2+vg)e '+ <1 + v + %0) te'=>  (1—e 70— (t —i)e ") U(t—i)
i=1
Z(t) = C + (ZO — 20)6_t — (C + U()C —f- io)te_t

[e.o]

_Z [(t =) Ut — i)+ (1+ (t+1—)e 5t — )]

1.16. Encuentre la transformada inversa de las siguientes funciones:

()

Suponga que f(t) = L7 (F(s))



22

Solucién:

(a) Fracciones Parciales :

(s+1) A B C D

(s+2)4_s+2+(s+2)2+(s+2)3+(8+2)4

A(s+2P+ B(s+2)?+C(s+2)+D=3s"+2s+1
A(s® +65° +125+8) + B(s> +4s+4) + C(s +2)+ D=5+ 25+ 1
A=0—B=1—(C=-2—D=1

i - e - e o (e

2t 67215

o
=te ¥ — 22— + 17—
‘ 2 6

et

L {ln (zz i i) } L in (2 + 1)} — L7 in (52 +4))

L(f(t))=F(s)={ln(s*+1)} L(g(t)) =G(s) ={in(s°+4)}

dF(s)  2s dG(s)  2s
ds 241 ds  s24+4
— 2L H{F'(s)} = 2cost — 2L M {G'(5)} = 2cos 2t

Ademas que:

—L{tf(s)} = 211

—tf(t) = 2cost
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2
f(t) = —7 cost

2s
s2+4

—L{tg(s)} = /L)

ft) = —%cos 2t

- {ln (52 + 1)} _ %[008(215) ~ cos(t)

524+ 4

4 [ sF(s)
) Py g A
{32—1—4}
L_l{ 2?4}:(:03275
S

L7H{F(s)} = f(1)

Por teorema de convoluciéon

S { SF(S)} - /Otf(t — §) cos 203

s2+4

1.17. Usando transformada de Laplace resuelva los siguientes problemas.

(i) Encuentre la solucién de:

4
o [1—U<:c—§)1

dxt

que satisface y(0) =4 (0) =0 , y(L)=1vy"(L)=0.
Aqui E, I,wy son constantes positivas y L > 0.

(ii) Encuentre la solucién de:

y' — Ty 4+ 6y =€ +0(t—107) + 6(t — 20m)
y(0) =y'(0)=0

Solucién:
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EI%:% {1— ( —g)] /L()

EIL(y™) = wyL(1) — wyL ( (x - £)>

Sea F'(s) = L(y(x))

Els
4 u_)o 1 eiis
SF(S)_E P +sC1 4Gy
Wo 1 e 298 Cl 02 -1
F(S)_E E_ 55 g‘i‘? /L ()

2
— Lt i :lL71 2 :x_
g3 | S 2
| 3
st s
4 L\4 2 3
TS FAN Gl M7 (RN IRl
V@ =Fr T U<x 2) | T

Evaluando en L:

y(L) =0=

wo [L* L4 L2 L3
et e C1— + Cy—
EI {24 16.24) "1 T
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- wWo L2 L2 C'2

_EI[12 6.12) T
5 wo C(2
0=Gam” TGt

3 bl

2
) +le+02%

Se comportan igual:

(5(§_x>)'—o para X =L
(-9 -o(3-9

3 Wo g
gEL +Cl +CZ

5 w

—_— 2 —:
:>64EIL +C1+CQ

19 wo

G EI" _02
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L= 198 ET SEI

9(,«)02

= IR ET

2t (z—L)? L\ 9 19
U - _L2 2__L3
(‘” )+256 56"

y' — Ty + 6y =¢ +6(t —107) + §(t — 207) /L
L(y") = 7L(y") + 6L(y) = L(¢') + L (6(t — 10m)) + L (6(t — 207))

Sea F'(s) = L(y)

1
s2F(s) + sy(0) +4/(0) — 7sF(s) — Ty(0) + 6 F(s) = + e710ms 4 g7 20ms

s—1
1
F(s)(s—1)(s—6) = 1 4 g7107s | g 20ms
5 _
1 6—107rs e—207rs
F(s) = Lt
Ol P s Sl 3y Sl p sy g S LY
Fracciones Parciales :
1 A N B N C
(s—1)2(s—6) s—1 (s—1)2 s—6

A(s* +7s+6)+ B(s—6)+C(s* =25 +1) =1

A+C=0 — A=-C
—TA+B—-20=0 — 5A=1B
6A—-6B+C=1 — 6A—-30A—-A=1
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1 1 1
A= —— B=—- C=—
25 5 7 95
1 1 1 1 1 1 1
= L =-——L" ——L! —L!
{(3—1)2(3—@} 25 {<3_1)} 5 {(5+1)2}+25 56
1 t 1 t ]‘ 6t
= el — ¢
25¢ T 5 T o5t
Fracciones Parciales :
1 A B
= +
(s—1)(s—6) s—1 s—6
s—_t1_p_1
5 5
L ! e
(s—1)(s—6) 5 s—1 5 s—6
1
S R

1
—:U(t - 10m)e! =107 4+ ZU(t — 107)e8t-10m

L—l 6—107'('8 _ _lL—l 6—107rs N lL—l 6—107r5
(s—1)(s—6) 5 s—1 5
1
5)

s—06

L—l 6—207rs _ _lL—l 6—207rs N lL—l 6—207rs
(s—1)(s—6) 5 s—1 5
1
5) 5)

1 1 1
+%66t+gU(t_1oﬂ) [eﬁ(t—l()w) _ et—low]+gU(t_207r) [eﬁ(t—207r) _ 6t—207r]
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1.18. Resuelva por medio de la transformada de Laplace el siguiente prob-
lema con condicion:

' — 4y +3y=1-U{t—-2)—-U({t—4)+U(t —6)
y(0)=0 , %(0)=0

Solucién:

v =4y +3y=1-U{t—-2)-U({t—4)+U(t—-6) /L()
L(y") = 4L(y") + 3L(y) = L(1) — L(U(t = 2)) = L(U(t — 4)) + L(U(t - 6))

Sea F'(s) = L(y)

Calculemos

LA{%'@i3y(sin}

R (e R ().

A+ Be 3t 4+ Ce™t

A(s+3)(s+ 1)+ Bs(s+1)+Cs(s+3) =1

1 1 1
A=>-—B=> —(C=—=
3 776 2
11 1 11 1
Ll - . I — 3t~ t
{5 (5 +3) (5+1)} 376" ‘

1 e =2 B - 1 gy 1y
=k {4s+a@+4;}—F“_”UU—”———¢—+—6( )~ —e 2| U(1-2)
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- {s<s +e3_>4(1 T 1>}

= L <™ L Lesen L Ut —6)
s(s+3)(s+1) 3 6 2

I
| — |
+
| =
|
w
©«
T
i
=
|
)
L
T
B
—_
=
—
~
|
S
S~—

1.19. Resuelva la siguiente edo:
y' + 4y +13y = 0(z — 7) + 6(z — 3m)

y0) =1 . ¢(0)=0

Solucién:

5%V (s) — sy(0) — ¢/ (0) + 4(sY (s) — y(0)) + 13Y (s) = e ™ + 7™

(s+2) 2 3 1 3 Cme o 3
Y R S s - s TS
()= G073 Groras T3 GroEaa )

2 1
y(t) = e * cos 3t+§'6_2t sin 3t+§ (Ut —7)- e sin(3(t — 7)) + U(t — 37) - sin(3(t — 37)))

1.20. Se muestra en la figura un modelo no lineal de una caldera.

Usted podra hacer variar la seal de entrada g(t) (seal de combustible) con el

fin de mantener dentro de ciertos rangos de operacién a la variable de salida h(t)
(presién del vapor sobrecalentado).

Una buena aproximacién del modelo esta dada por:

dr
E:wm(t)—b‘r(t)%—b'h(t)
dh
= =cor(t)—d-h(t)
C;_?:e g(t) — e - m(t)
dgq
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a ,b ,c ,d ,e y f son constantes positivas.

q(t)es el calor del horno,

m(t) es el flujo masico de vapor generado y r(t) es la presién del vapor saturado.

(a)

Encuentre la funcién de trasferencia W(s) = e

(Observacién: las condiciones iniciales son cero).
(b)

Dato:a=b=c=d=e=f=1.

H{(s)
)

Si se aplica g(t) = 4U(t), obtenga una salida del sistema h(t).

Solucién:
(a)
(1) SR(s)=aM(s)—bR(s)+ bH(s)
(2) SH(s)=cR(s)—dH(s)
(3) SM(s)=eQ(s) —eM(s)
(4) SQ(s) = —fQ(s) + fG(s)
(4) .
= e - 12
o Q(s) f-G(s)
BT e Py
" f-G(s) bH (s)
TR G A T
:H(s): a-e-f-c
G(s) (s+e)(s+ f)(s+d)(s+b)—c-b)
(b)
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G(s) 4 A B C D FE
H(s) = = = + + =4
(s+1)%(s24+2s) (s+1)%(s+2)s2 (s+1) (s+1)2 (s+2) s s

4 4 1 -5 2

H(s) = — 4+ =

(s) s+1+(s—|—1)2+s+2+ s +82

h(t) =4(1+t)e "+ e +2t—5
1.21. Encuentre la soluciéon del problema con condiciones iniciales nulas

z(0)=0 , 2/(0)=0.

2" + k2 = kni;() (—1)"6 (t - %)

(n—1)m M]

A continuacion, encontrar la solucién si t € [ T

Solucioén:
0= () e
() = nf; (1)U (t - ”%) sin (k (t - %“))
site [“‘k””,%] SU{t-")=1 , n=01,. /-1
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1.22. Counsidere la ecuacion diferencial:.

ay +y=>b-f(t—c
y(0) =0
a>0 ,b>0 ,c>0 ,c<1 constantes

(a) Sea f(t) = d(t) la funcién delta de Dirac. Encuentre y(t) y grafique.

(b) Sea f(t) =3 :2,0(t —i). Encuentre y(t) y grafique.

(c) Para la solucién de la parte (b) evalie y(N + ¢) con N € N. Indique las
condiciones necesarias para que y(N + ¢) converja cuando N — oo, y demuestre
que cuando converje:

1
A}imy(NﬁLc):b(l—F 7 )

ea —1
(d) Sea f(t) = U(t) el escalén unitario. Encuentre y(t) y bosqueje.

(e) Sea f(t) =3 2, U(t —i). Encuentre y(t) y bosqueje.

Solucién:

b —CS
af +y=>b-flt—c) , y0)=0 = Y(s)= a§+1F(s)
F(t)=8(t) = F(s) = 1
e~ Ze™* b s
Y(S) - GS€+ 1 - ;e—i— 1 = y<t> - a e_a(t_C)U@ B C)
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fO)=> 6(t—i)=F(s)=> e*
i=0 =0
% b (it > p
_ _ Y —=(t—i—c) b —i—
D R DL Ult—i—o)

(c)
y(N +c¢) = f:é e a(V-9) UN—1i)= ié e"a V=0 = b e i\[: (6%>z

@ i=0 ¢ a i=0

1
——<0=a>0
a

Dado que a > 0 = siempre converje.

()

Y0 = = ()

-1 L _ é+‘ b _ Aas + A+ Bs A b B — —ab
s(as+ 1) s as+1 s(as + 1)

(A + ge—it) Ut) = y(t) = b (1 - e—%@—@) U(t)
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oo (0.) 1 i
f(t):ZU(t—z):F(s): Se
=0 =0
v 2 . e(eti)s i ) (1 e\ 7
= — £ = <_~7H> b
(s) ;s(aerl) y(t) ;) € (t—c—i)
1.23. La funcién de transferencia que caracteriza a un motor de corriente

continua y que relaciona la frecuencia que gira el motor y(t) y el voltaje de ar-
madura v(t) viene dada por:

_Y(s) k
He) = " BT oo 7 1

y(0) =y (0)=0 , k=1iG

iy es la corriente de campo constante caracteristica del motor,.J es la inercia del
motor,b es el coeficiente de friccién viscosa y R,, L, resistencia e inductancia de
armadura respectivamente.

Calcular y(t) ocupando el teorema de convolucion.

Solucién:

H(s) = Y(s) k
V(s)  JLus®+ (JRy+bLy)s + sR, + k2
k
_ JLg
s + (f— + 3) 5 + Ml
ok (R, b)1 bR, + K2
““JL, 0 " \©L."J7)2 0 T UL
H(s) = Y(s) a a

V(s) T 212stc (s+b)2+c—b?
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Caso l:c—b2=0




