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1. TRANSFORMADA DE LAPLACE.

1.1.  Sea f : [0,00) — R funcién continua a trozos y de orden exponencial.
Demuestre que si F'(s) denota la transformada de Laplace de f, entonces:
lim F(s) =0

Solucién:

f(t) es de orden exponencial =

|f(z)] < Me*™
‘efsxf(x” S Mef(sfc):r

Notar que la integral de la funcién de la derecha converge para s > ¢, entonces
la transformada de Laplace de f(z) converge absolutamente para s > c.

|F(s)| = |/ e f(x)dx| < / le™* f(z)dx| < M/ e~y = ;s> ¢
0 0 0 §—C
Luego
lim F(s) =0
1.2.  Sea f:(0,00) — R continua en (0,00) y de orden exponencial y tal que

Ii t) =
M F{8) = oo
1



(a) Silimy_g+ t*f(t) =1, a € (0,1), demuestre que la transformada de laplace
de la funcién existe.

(b) La transformada de Laplace de la funcién ¢~z cosh(t) tiene la forma

I:h(s)\/s—i— (s2—1)

Encuentre h(s) y de aqui la expresién final de la transformada.

Solucién:

DL} = T = /0 T FBe st = /0 F(#)e*tdt + /T T F)etar

L= [ f(t)e *tdt
L= [ f(t)estdt
I, existe puesto que f(t) es de orden exponecial en (0, 00)

T T
I = / f(t)e ®dt = lim f(t)e *tdt
0 eV Je

Sea t € (0,g¢). Ocupando el dato se tiene que [t*f(t) — 1| < p entonces:
—n <t flt)—1<p

—p+ 1<t f) <p+1

tf )] < p+1

p+1

VOIS

Ocupando estas cotas:

/6 ' f(t)e stdt = /E K f(t)e *dt + / ' f(t)e *tdt

€0
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de esta ultima expresion se debe analizar el primer término puesto que el se-
gundo existe.

—

€0 €0 1 €0 1
|/ F(t)etat| g/ %e“dt < (1+u)/ todt < 1+“(55a—61“)

luego

g (LEW(E =) (L4 p)e
e—0 -« 11—«

=1 <oco=I<ooyluego L{f(t)} existe.

Parte b:
L {t_% coth(t)} = %(L {t—%et} +L {t—%eﬂf})

Para obtener la transformada de la funcién ¢~2 se aplica la definicion de trans-
formada de laplace y se hace el cambio de variable st = y?, sdt = 2ydy

[e's) [ee) 2 2 [e'e] 1
L {t_%} = / e~ 2 dt = / €_y2<y—)_%—ydy — 9572 / e_y2dy — 957272 =
0 0 S S 0 2

Ocupando esta transformada, se aplica la propiedad:

L{f(t)e"} = F(s —a)

o) -3 75 - £ ()

Sea

A=+vs—1++Vs+1

A2 =25 +2Vs2 -1

A:\/23+2\/s2—1



\/25+2¢T— v

L {t_% cosh(t)} \/_\/7

m@f_
= h(s) =

finalmente

1.3.  Encuentre f(t) si F(s) = 5tk

§3—252—8s
s2+1 s2+1 A B C
F(S)_s(32—23—8)_3(3—4)(s+2)_§+s—4+8—2
2 _ — B(s?—2 2_4
F(S):A<8 25 —8) + B(s s)+C(s s)
s(s—4)(s —2)
=
2 (A4+B+C)+s(—2A —2B —40) —8A =s* + 1
=
(1) -8A=1

(2) A+B+2C=0

3) A+B+C=1

52 —1
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ft) = —=+ ze' +e*

8§ 8
1.4. Encuentre f(t) si F(S) = m
Solucién:
Fls) = As+ B N Cs+D  (As+ B)(s*+b*) + (Cs + D)(s* + a?)
VT2 rad) (2407 (52 + a2)(s% + b?)
(1) A+C=0

(2) Asb*+Csa’>=s & AV +Ca*=1
(3) Bs*’+ Ds*=0

(4) Bb*+ Da*>=0

L { (s2+ a;(s2 +02) } -L { (»? — a2)8‘<82 + a?) }+L1 { (a? — 52)8(32 +0%) }

Nerammm) -t e e )

finalmente

S

-1 = L cos(a ; coSs
| e e g )




6

1.5.  Sea H(t) una funcién igual a t cuando 0 < t < 4 e igual a 5 cuando ¢ > 4.
Obtenga L{H(t)} por definicién y usando escalén unitario

Solucion 1:
Aplicando la definiciéon de transformada de Laplace:

00 4 00
L{H®)} = /0 H(t)e *'dt = /0 te”*tdt + /4 de~*tdt

—st
2

fte‘“dt = —% + f et = = e

S S S

—st

u=t= du=dt dv=e*dt = v=—%

te_St e—st 4 e—st o8}
L) - (<5050 +5(-5)
S s2 ), s/,

0] P

52 S 52

Solucion 2:
(usando escal6n unitario)

H(t) = tU(t) — [t — 5|U(t — 4) + U(t — 4)

H(S) = L{H(t)} = L{tUM)} —L{[t —4U(t — 4)} + L{U(t — 4)}

1 6—43 6—45
L{H(t)} ==+ —
(O} =5+ -5
1.6.  Ocupando transformada de Laplace resuelva la siguiente ecuacion difer-

encial

o+ ke =f(t) ; 2(0)=2'(0)=0



ft) = Z Ut — i)

Solucién

Se asume que la transformada de Laplace de la Serie es la Serie de las transfor-
madas de Laplace:

L) =00 i) =3 =13 ey

Recordando la suma geométrica:
Sr=a’+a' +a*+...+a”
aSr=a'+a*+a*+ ... +a""!

luego

S — 1_qn+1 1 ) _s\i ll, 1,(673)71“
A szizo(e ) = s My oo =5 —

=

1

L{f(t)} = sd—e )

Ahora se aplica transformada de Laplace a la ecuacién diferencial
L{2"} + K"L{z} = L{f (1)}
sea X(s) = L{z(t)}

luego




Se conocen las transformadas de Laplace:
~1
{ ( _ s) } f Z U t— Z

_1{

o k2} = sin(kt)

Ahora se aplica el teorema de Convolucion:

L™HF(s) }/f g(t —7)d

/Z 7 — 1) sin( (t—T))dTZ%Z/O U(r —i)sin(k(t —7))dr

?vIH

Lo [fo N . .
o(t) =2 z_;(/ sin(k(t — 7))dr)U(t — i) = 7 ;H + cos(k(t —i)))U(t — 1)
finalmente
1 ,
:/?Z —1 + cos(k(t —))U(t — 4
i=0
1.7.  (a) Considere el problema con valores iniciales:
"+ 22"+ = Z O () ; z(0) =2'(0) =0

n=0

Determine la solucién usando transformada de Laplace, para esto suponga que
la transformada de la serie es la serie de las transformadas y similarmente para la

transformada inversa.

(b) Si t € [jm, (j+ )] demuestre que z(t) = e *(ta; + 5;), para
ciertas constantes o; y ;.

Solucién:



parte (a):

. n=0
$*X(s) + 25X (s) + X(s) = Z P
=
X(s) = nZ:O (s+1)2
=
=5 : = SO =17 {F@E)) =t
=
- ¢ = —nm — ) = [t — nrle—¢=—nm) —nr
{<s+1>2} J(t = nm)U(t = nm) = [t = nale” OVt —nm)
luego
z(t) =L7H{X(s)} = Z U(t — nm)[t — nxle” (1™
parte (b):

si te [jﬂ', (j—|—1)7r]

entonces
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denotando
j J
o = Ze"” ; B; = Zmre””
n=0 n=0
finalmete
2(t) = e (toy + ;)
1.8. Usando transformada de Laplace resuelva el siguiente sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias.

T} = 11 — 29 + €' cos(t)
rh =1 + 19 + €' sen(t)

Solucién:

Se aplica transformada de Laplace a ambas ecuaciones. Sea X;(s) = L{z1(t)}
y Xao(s) = L{x2(t)}. Entonces se cumple:

sXi(s) —x1(0) = Xi(s) — Xo(s) + ﬁ

(s—1)2+1
1
sX5(s) — 22(0) = X1(s) + Xo(s) + G124l

Aplicando las condiciones iniciales y escribiendo el problema como un sistema
de ecuaciones algebraicas resulta:

s—1 1 Xi(s)| _ (8(_51;)%)“
—1  s—1| | Xas) ﬁ

B e el et | R B e Rl




Entonces:

(s—1)2-1 2(s — 1)

AR (PR VA A (P EE

Ahora se calculan las transformadas inversas:

(s—1) -1
((s =1)2+1)?
x1(t) = eth

( 82+1))

—d
}=e'L” I{T}

n(t) =LY = (o

} = e'tcos(t)

(s241)

Lo mismo para xs(t)

( 1) o] — ! d( 5211))
ot = ¢ {<32+1)} Py

To(t) = e'tL

wa(t) = L7

} = etsin(t)

1
&+ 1)

Finalmente la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales es:

o= | 28] = L etey)

11



