1. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1. Introduccion. Comencemos considerando la ecuacion escalar de orden n

an(B)y™ + -+ a )y + ao(t)y = g(t), (1.1)

con las condiciones iniciales

y(to) = di, Y (to) = do, -+ ,y" V(ty) = d,, (1.2)

donde suponemos que ty € I, I C R es un intervalo y las funciones coeficientes
a;(t),1=0,---,n,y g(t), t €I, son continuas, con a,(t) # 0 para todo t € I.

Mostraremos que este problema se puede escribir equivalentemente como un
sistema de ecuaciones diferenciales con condicion inicial. Definamos

Ty =Y, T2 :y/7“' y L :y(n_l)'

Obtenemos entonces el siguiente sistema de n — 1 ecuaciones

, —_—
/ JR—
Lp—1 = Tn
Como tenemos n incognitas z1,--- ,r, y n — 1 ecuaciones nos falta una ecuacién

que se obtiene de la siguiente manera. De (1.1) dividiendo por a,, y reemplazando
las definiciones anteriores nos queda

g(t)
an(t) ’

z, = bi(t)x + - + by (t)x, +

donde



Estas n ecuaciones se pueden escribir como el sistema matricial

2 = At)z + f(0).

donde
T 0
= ||, flt)= ()
g(t
Tn an(t)
y
0 1 0 0
0 0 1 0
Alt) = : 0
0 0 0 0 1
bi(t) bo(t) bs(t) b (t)

De las condiciones iniciales (1.2) se tiene que

y(to) = dy = 21(to), - ,y" V(to) = dn = z(to)-

(1.3)

(1.4)

De esta forma el problema con condiciones iniciales (1.1)-(1.2) se transforma en

el sistema con condiciones iniciales

= A(t)x + f(t) z(to) =d = [dy - dp)".

(1.5)

Si ahora partimos del sistema (1.5) donde A(t) y f(¢) son como en (1.4), (1.3),
entonces uno puede demostrar que si z(t) es una solucién y hacemos y(t) = x1(t)



entonces y(t) es solucién de la ecuacién escalar

t)
™ b (D™D — e by = I
Y n(t)y 1(t)y an(D)
En efecto, se satisface que
To = .fl:/l = y/, T3 = xl2 = y”’ e Ty = y(n71)7 x{ﬂ — y(n)

De aqui se consigue facilmente que y(t) satisface la ecuacion escalar (1.1) y las
condiciones iniciales (1.2).

En forma més general consideremos la ecuacion diferencial lineal vectorial de
primer orden,

o= A(t)xr + f(t) (1.6)
donde ahora
ai(t) - ap(t) fi(t)
A)=| + .. y fO=1] 1+ |. (1.7)
Qn1 (t) T ann(t) fn(t)

Supondremos de ahora en adelante:

(Hy) las funciones A : I — M’ y f I — M"Y son continuas en un intervalo
I C R. Fquivalentemente las funciones a;; : [ — R, y fi : I — R, 4,5 =1,---,n
son continuas en I.

Decimos que esta ecuacion es homogenea si f(t) = 0 y no homogenea en caso
contrario. De esta forma la ecuacién homogenea correspondiente a (1.6) es

Un caso particular de estos sistemas es cuando la matriz A(t) es de constantes,
este caso se estudiara con bastante detalle en este curso.

Para motivar los resultados de esta seccién vamos a comenzar con un ejemplo.
Sea



donde

A:B ﬂ

Imitando el caso escalar vamos a suponer soluciones de la forma z(t) = Ke.
Reemplazando en la ecuacion se obtiene que el vector K y A deben satisfacer

(A= AK =0,

para tener soluciones de esta forma. Es decir A debe ser valor propio y K vector
propio. Calculando el polinomio caracteristico, se tiene

det(A—X)=(2-X)(1—-X)—6=\—3\—4,

de donde det(A — AI) = 0 nos da como raices \; = 4, y Ay = —1. Evaluando los
correspondientes vectores propios se tiene, para A;

| 2K+ 3K, |0
[A - 4K = [2[(1—3[(2} - [0]
donde
_ |
K= [5)
Se obtiene K, = %Kl por lo que
K = K, H .
3

Normalizando tal que K; = 1 se obtiene el vector propio (que genera un subespacio
propio de dimensién uno)
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I
—
WIND =
| I

De esta manera hemos encontrado las dos soluciones del sistema,

oH(t) = K'e* vy 2%(t) = K?e "

Es inmediato que la expresion

2(t) = c1x' () + 2(t) = et K'e' + K2,

donde ¢; y ¢o son constantes arbitrarias es también solucion del sistema. Veremos
mas tarde que la solucién general de este sistema se puede representar en esta
forma.

Notemos que z(t) se puede escribir como

o(t) = K th Qt] H, (1.8)

donde K es la matriz K = [K!, K% = [

WIN =
—_

propios de A. De aqui se tiene

o(t) = {

wWiN —
[
—
_
|}
)
o &
o
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Para t = 0, se tiene

de donde

1 = £ (@1(0) + 22(0))
2 3
Cy = 5.1‘1(0) - 5.%‘2(0),

que se puede escribir como
Por lo tanto

que nos da

C[Ret 2ot St = 3e1] [a4(0)
| B8 S e

5

Definiendo la matriz

podemos escribir la soluciéon como

z(t) = ez(0).

(1.9)
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La matriz (1.9), como la notacién lo sugiere, se llama la matriz exponencial de
tA. Notamos que %4 = 1.

Notemos a continuacién que de algebra lineal se tiene que la matriz

e 40
A=K AIC_{O _1].

Hagamos a continuacién el cambio de variable

y=K 'z con y= {yl} :
Y2

De aqui que

x(t) = Ky(t), (1.10)

y reemplazando en la ecuaciéon diferencial se tiene

y =K 12 = K:ilA.T(t) = K 1AKy = Ay(t),

que nos da el sistema equivalente

yi =4y
yé = —Y2.

Este es un sistema de dos ecuaciones escalares de primer orden (sistema esta
desacoplado) que resolvemos obteniendo

Podemos entonces escribir



que nos da la solucién en las coordenadas y. Como antes la matriz exponencial de
tA es

4t
et = [60 Qt} (1.11)

La ecuacion escrita en las coordenadas y, la llamaremos la representacion canénica
de la ecuacién. Consideremos su solucién (y1(t),y2(t)), eliminando t de y,(t) =
e''y1(0) e yo(t) = e ty2(0), tenemos que y;(t), y2(t) satisfacen el lugar geométrico
1195 = C. Se deja como ejercicio dibujar estos lugares geométricos para distintas
condiciones iniciales de la solucién.

Vamos a generalizar el ejemplo considerando ahora la ecuacién mas general

= Az con A = [aijlnxn

una matriz de coeficientes reales. Basados en el ejemplo anterior vamos a inten-
tar soluciones de la forma z(t) = Ke*. Derivando se tiene, 2/(t) = AKeM, y
reemplazando en la ecuacion se observa que esta expresion sera soluciéon si

(A= A)K =0.

Supongamos para continuar que det(A—AI) = 0 tiene n valores propios reales y
distintos, A, - -+ , \,, con correspondientes vectores propios K!,--- , K™. Entonces

gi(t) = MK i=1,---,n

son n soluciones que afirmamos son linealmente independientes. En efecto, supon-
gamos que



Z c;iz'(t) =0 paratodo t€R.
i=1

Entonces para t = 0,

=1

Como K son vectores propios correspondientes a valores propios reales y distintos,
son linealmente independientes ( forman una base en R™). Asi necesariamente
cg=0parai=1,--- ,n.

Mas adelante vamos a ver que la solucion general de esta ecuacion tiene la forma

z(t) = Z it (t)

donde x!(t), - - - , 2™(t) son n soluciones linealmente independientes y ¢;, i = 1,--+ ., n
constantes arbitrarias.

Como aplicacién consideremos la ecuacion

= Ax
donde
—4 1 1
A=|[1 5 -1
0 1 -3

Para evaluar valores y vectores propios, formamos

—4-x 1 1
(A-X)=| 1 5-x -1 |,
0 1 —3—-2)\

de donde det(A — AI) = 0, nos da los valores propios A\ = —3, Ay = —4 y A\3 = 5.
Evaluando los correspondientes vectores propios y normalizando, obtenemos
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1 10 1
K'=10|, K?=|-1|, K3=|8
1 1 1
De esta manera las expresiones
1 10 1
ot(t) = [0 e, 22t)= |-1| e, vy 23(t) = |8] e
1 1 1

son tres soluciones (linealmente independientes) de la ecuacién diferencial. De
aqui que la solucion general se puede representar como

1 10 1
zw(t) =c |0 e ey |1 e +c5 |8] ™,
1 1 1

donde ¢, ¢y ¥ c3 son constantes arbitrarias.

1.2. Propiedades generales de sistemas. Consideremos la ecuacion no ho-
mogenea

¥ = Atz + f(t), (1.12)

donde I es un intervalo real A : I — M™ ", f : I — M™*! son funciones continuas.

Por una solucién a este problema entendemos una funcién x : I s M™*!,
de clase C*, que satisface (1.12). En esta seccién daremos algunas propiedades
generales que satisfacen estas soluciones y para eso vamos primero a estudiar el
problema con condiciones iniciales,

= A(t)x + f(t)
(©1) {x(to) =c, ty€el.

El teorema fundamental para este problema es el siguiente.

Teorema 1. El problema (CI) tiene una unica solucion definida en el intervalo

1.
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Este teorema nos dice que hay existencia y unicidad de soluciones para el prob-
lema (CI). La demostracién del Teorema 1 serd consecuencia de dos lemas que
demostramos primero.

Lema 1 (Unicidad). El problema (CI) tiene a lo mds una solucidn.

Demostracion. Supongamos que z(t), y(t) son dos soluciones del problema (C1) y
sea T € I tal que T' > to. (Si T < ty la demostracién es similar). Sea Ir = [to, T].
Entonces para t € Iy, integrando se tiene

z(t) =c+ /t:A(s)x(s)ds + /t:f(s)ds,

y(t) = c+ /t:A(s)y(s)ds + /t:f(s)ds.

Sea z(t) = z(t) — y(t), entonces z satisface

Tomando norma (euclideana),

| 2(t) |=| / As)2(s)ds | < / | A(s)z(s) | ds < / | As) || =(s) | ds.

Notando que la funcién s € I —| A(s) | es continua, podemos poner
my = méx | A(s) | . Entonces para todo t € Ir, se tiene
selr

t
| 2(t) |< ml/ | z(s) | ds.
to
Sea r(t) = fti | z(s) | ds. Derivando, se obtiene

r'(t) =| 2(t) |< mar(t),

que escribimos como
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r'(t) —myr(t) <0.

m

Multiplicando por e~™ obtenemos

Integrando fti nos da

e "Mr(t) < e ™r(tg) = 0,

que nos dice que 7(t) = 0 para todo t € Ir, y por lo tanto |z(t)| = 0 o equivalen-
temente x(t) = y(t) para todo t € Iy, en particular se tiene z(7') = y(T"). Como
T € I es cualquiera se tiene el resultado. Ya que una demostracion similar vale
para el caso en que T' < ty, esto termina la demostracién del lema. O

Lema 2. Para cualquier intervalo [, 5] C I, tal que, ty € |« 5] el problema (C1)
tiene una solucion (que es unica,).

Demostracion. Empezamos notando que el problema (CT) tiene una solucién,
x(t), si y solo si

t ¢
x(t) = c~l—/ A(s)x(s)ds—l—/ b(s)ds.
to to
En lo que sigue denotaremos I,3 = [o, 3]. Definamos una sucesiéon de funciones

{1} : I — M™1 k€ NU{0}, de la siguiente manera

¢o(t) =0 paratodo t€ I3,

Gpy1 = C —|—/ [A(s)or(s) +b(s)]ds para todo t € I,p.

to

Es claro que estas funciones ¢ son continuas en [, §]. Definamos también la
sucesién de funciones {¢x} : I,5 — M™! k€ NU {0}, por
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Vr(t) = drya(t) — dr(t).
Sumando telescépicamente, se tiene que

N

D k(t) = dnpa(t) — do(t)
de donde
S (t) =D w(t).
k=0

Asi se tiene que ]\}im dn41(t) existe si y solo si A}im Eivzo Ui (t) existe. Esto es, si
—00 —00

. o0 .
la serie > - ¥y (t) es convergente para cada t. Vamos a mostrar que en realidad
la sucesién {¢y} converge uniformemente en I,z.

Se tiene
Yo(t) = ¢1(?)
y para k € N,
Ui(t) = drr1(t) — oi(t) = /t A(s)[or(s) — dr—1(s)]ds,
de donde

wlt) = [ A (),

to

para todo k € N. Sea ahora K = Ir%é:sg} | A(s) | . Entonces
s€la,

| (t) [<

/t: | A(s) | | ¥r-1(s) | ds’ < K /t: | e1(s) | ds.
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De aqui, tenemos

N

|¢1<t) |_ K =K

/ [ ols) | ds

/ | 61(5) | ds

Como

o) =+ [ oo

to

si hacemos 7' = méx{f — to,to — )} y M =[ ¢ | + sup [ b(s) | T, entonces
5€[o,A]
| $1(t) |< M. Se sigue que

[ u(t) [< KMt =t

para todo t € I, 5, y por lo tanto

2|t —tof
() [« MR D

Continuamos por induccién. Asi suponemos que

Kt ;
[%i(t) |= M=t = to
y queremos probarlo para ¢ + 1. Se tiene

i+1

t K'L ]
()€ K ; d’<M—t—t ol
i) < K| [ (o) ds] < M~

que termina la induccion.

Recordemos en este punto que estamos estudiando limy_.. ¢n(t) y que este
existe si y solo si » .7 ;(t) es convergente. Vamos a ver que esta convergencia
es en realidad convergencia uniforme. Para [, m en N con [ > m, se tiene
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-1 -1 K '
611) = b)) < 3 5(0)] < M YT Zelt —tof” (113)

para todo t € I, 3. Como X7 = Z;io %TJ, es entonces claro que dado € > 0,

existe mg > 0 tal que para todo [, m > mg, [ > m, se tiene que

l—

Kj|t toll < —
41 oM

1
j=m

Asi de (1.13),

[6u(t) = dm(t)] <,

que implica

sup [¢y(t) — om(t)] < e

tel, g

Esto nos dice que la sucesion {¢;} es de Cauchy en el espacio C(I, g, M"*!), y
por lo tanto converge uniformemente en /, g a una funcién continua ¢.

Volvamos ahora a
Grp1(t) = c+ / [A(S)r(s) + b(s)]ds

que escribimos como

t

P(t) + Prpa(t) — o(t) = c + / A(s)[dk(s) — o(s)]ds + / [A(s)o(s) + b(s)]ds.

to to
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De aqui

| o(t) — ¢ - / [A(s)d(s) + b(s)]ds | <

to

< 1 0(t) — benr(t) | + / A(s)[0n(s) — b(s)]ds

< [o(t) = dra(t) | +

[ a6 - otoes|.

De la convergencia uniforme de la sucesién {¢;(t)} se tiene que el lado derecho de
esta desigualdad tiende a cero cuando k — oco. Por lo tanto tomando k£ — oo en
esta desigualdad se obtiene que

o(t) = c+/tA(s)gb(s)ds+ /tb(s)ds.

to to

Derivando esta expresion se obtiene que la funcién ¢ satisface

P (t) = A(t)p(t) +b(t), t€E L,
P(to) = c

que es lo que queriamos. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 1.

Demostracion del Teorema 1. Sabemos de los dos lemas anteriores que para cualquier
intervalo de la forma [a, 8] C I, tal que tg € [«, 5], el problema (CT) tiene una
unica solucién. La demostracion del teorema consiste entonces en lo siguiente:
dado el intervalo I fijamos un intervalo de la forma [o, 5] C I y extendemos la
solucion correspondiente a este intervalo a todo el intervalo I.

Para mostrar como se hace esta extension vamos a considerar distintas situa-
ciones para I.

-Si I = [a,b], ty € I, fijamos a = a, b = 3 e inmediatamente tenemos el resultado.

- Si I = (a,b), con ty € I, —00 < a, b < oo, entonces definimos la sucesién de
intervalos {I;}, I; = [a + %,b — %], J € N. Es claro que I; C I y que existe un j
tal que para todo j > jo, se tendra que ¢y € I; y que

1 1
_[: x [CL+T,b——‘].
J

J=>Jo
J

Por los dos lemas anteriores el problema
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(1.14)

tiene una tnica solucién z; (t) definida en el intervalo [; , tal que, z; (to) = c.
Consideremos a continuacién el problema (1.14) en el intervalo I ;1. Nuevamente
por los dos lemas anteriores este problema tiene una tinica solucién x; 11(¢) defini-
da en [; 11, tal que, 7; 11(t) = c. Del Lemma 1 se tiene ademds que

zj, (t) = zj,11(t) para todo ¢ € I

Asf que z; 11 extiende x; al intervalo I; 1 D I . De esta manera, por recurrencia,
si tenemos extendida en forma tnica la solucion al problema 1.14 al intervalo
I;, 5 > jo entonces la podemos extender en forma unica al intervalo [;1; =
[a + jﬁ, b — Jﬁ], usando como antes los lemas anteriores. Asi el problema
1.14 tiene definida una solucién, z;(t), en cada intervalo I;, j > jo, y tal que
xj(t) = xj41(t), para todo t € I;.

Sea t € (a,b), vamos a asignar a este ¢ un unico vector x(t). Para t € (a,b) sea
leN, I >jo,talquet € [; = [a+ %, b— %] y donde suponemos que [ es el minimo
de los j tales que t € I; = [a + %,b— %]

Definimos entonces z(t) = x;(t), donde x; es la solucién del problema (1.14) defini-
da en [;. Notando que x;(t) = x;(t) = x(t), para todo j > [, vemos que para cada
t € (a,b) podemos asignar un tunico vector z(t). Definimos de esta forma una
funcién x : (a,b) — M"™*! que por construcccién satisface el problema (1.14), para
cada t € (a,b). Ademds por Lema 1 esta solucién es tunica.

- Si ahora I = [a,b) o I = (a,b] tomamos respectivamente I = U;>;,[a,b — %] 0

I =Ujsjla+ %, b], y procedemos similarmente al caso anterior.

-Finalmente, si por ejemplo, I = [a, 00), tomamos una sucesién de conjuntos {/;}
de la forma I; = [a,b+ j], 7 € N. Se tiene [ = U32;, Ij donde como antes jo es
tal que o € I; , para todo j > j,, y procedemos igual que antes para extender la
solucion a todo 1.

Ya que en todos los casos la extensién de la solucién es tnica se termina la
demostracion del teorema.

0
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Nos encaminamos a continuacion a estudiar varias propiedades de la ecuacién
homogenea

¥ = A(t)z, (1.15)

que van a juegar un papel fundamental en demostrar que el conjunto de sus
soluciones tiene una estructura de espacio vectorial con dimension finita. Como
siempre suponemos que la funcién A esta definida en un intervalo I donde es
continua.

Lema 3 (Principio de superposicién). Si x%(t), i = 1,--- , k, son k soluciones de
(1.15) entonces x(t) = Sr_, c;x'(t), es tambien solucion.

Demostracion. Se tiene

k k k

D)= al@) () =) A (t) = A(t) Y aa'(t) = A(t)x(t).

=1 =1 i=1

O

De este lema se tiene en particular que si z(¢) es una solucién de (1.15) entonces
cx(t) también lo es, para cualquier constante c.

Definicién 1. Decimos que las funciones x* : [ — M™1 i = 1,--- k, son
linealmente dependientes en I si existen constantes ¢;, 1 = 1,--- ,k no toda nulas
tal que:

axt(t) + -+t (t) =0, para todo t € 1.

Si el conjunto no es linealmente dependientes entonces decimos que es linealmente
independientes esto es la expresion

k
Zcixi(t) =0, paratodo tel
i=1
implica que ¢; = 0,0 =1,--- | k.
Definicién 2. El wronskiano W (x!,---  2")(t) de las n funciones x* : [ — M"*1,

1=1,---,n, es el siqguiente determinante.
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xll(t) s Z’ln(t)
Wi(at, - a")(t) = det[z'(t) -+ 2*(t) - 2" (t)] = det | o
Tt (1) - Tan(l)
donde
2711(25)
dt)y=1| + |, tel
Lema 4. Sean x'(t), i = 1,--- ,n, n soluciones del sistema (1.15) definidas en

el intervalo I. Fstas soluciones son linealmente independientes, si y solo si, el
wronskiano

para todo t € I.

Demostracién. Mostremos primero que si z'(t), 7 = 1,--- ,n, son n soluciones del
sistema (1.15) tales que W (z!, -+ 2™)(t) # 0 para todo t € I entonces estas solu-
ciones son linealmente independientes en I. En efecto si ellas fueran linealmente de-
pendientes existirian constantes c¢q, - - - , ¢, no todas cero tal que Zle cix'(t) = 0,
para todo t € I. En particular, en ¢y € I fijo, se tiene Y . | ¢;z'(ty) = 0, que se
escribe en forma matricial como

r11(to) - 1a(to)] [a
: : | =0
Tnl (tO) e xnn(t()) Cn,
Como el determinante de los coeficientes es W (z!, -+ 2")(ty) # 0, entonces este
sistema tiene la tnica solucién ¢; = ¢ = ---¢, = 0, que es una contradiccién.
Asi las soluciéon son linealmente independientes.

Ahora vamos a suponer que las n soluciones {z',--- 2"} son linealmente in-
dependientes en I y queremos probar que W (z!,--- ,2")(t) # 0 para todo t € I.
Equivalentemente vamos a probar que si W(z!,---,2™)(ty) = 0, algin ¢, € I,
entonces {x!,--- 2"} son linealmente dependientes en I.

Se tiene que W(z!,---  2™)(ty) = 0 implica que existen constantes ci,- -+ , ¢,

no todas nulas tales que
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z11(to) -+ z1a(to)] [a

Tnl (tO) e xnn(tﬂ) Cn,

Definamos

2(t) = Z ¢t (t),

entonces z es solucién del sistema (1.15) que en t = t, satisface

21 (to) n ' z11(to) -+ z(to)] [
Hte)=1| : | = Zcixl(to) = .. : ] =o0.

Zn(t()) Tnl (to) s IL‘nn<t0) Cn

Esto implica que z es solucion del problema

2 =A(t)z, z(ty) =0.

Del Teorema 1 se tiene entonces que z(t) = 0, para todo t € I. Es decir
Yo cix'(to) = 0, donde no todas las constantes son nulas, por lo que las solucién
son linealmente dependientes en I, que es lo que queriamos probar. 0

Notemos que en realidad hemos probado lo siguiente. Sean z!,--- , 2" n solu-
ciones de la ecuacién (1.15). Se tiene que W(x!, -+ 2")(ty) # 0, to € I, impli-
ca que la soluciénes {z',--- 2"} son linealmente independientes en I. Si ahora
W(zt,--- ,2")(tg) = 0, to € I, entonces {z',--- ,z"} son linealmente dependi-
entes en [.

Lema 5. Sean {z',--- 2"} n soluciones linealmente independientes de (1.15).

Sea

Zn'(t)

otra solucion cualquiera de esta ecuacion, entonces existen constantes cq,--- ,Cp,
tal que
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2(t) =) 'ty i=1--,n
=1

Demostracion. Para ty € I, formemos el sistema algebraico

r11(to) -+ (to)] [ 21 (to)

elte) - wmto)] Lend  Lea(to):

Como el determinante de los coeficientes es distinto de 0 (soluciones son lineal-
mente independientes) se tiene que existe una tnica solucién de este sistema que
llamamos [c; - - - ¢,]*. Formemos ahora

G(t) = icixi(t) tel,

entonces G(t) es solucién de (1.15) tal que en ¢, satisface

n ‘ r11(to) - zn(to)] [a 21 (o)
G(to):Zcixl(to): S N N ()]

Tnl (to) s l’nn(t0> Cn Zn(to)

Por el Teorema 1, de existencia y unicidad, se debe tener que

2(t) = G(t) = Zcimi(t), para todo t € I.

O

Lema 6. La ecuacion homogenea (1.15) tiene un conjunto de n soluciones que
son linealmente independientes en 1.

Demostracion. Basta considerar el problema
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donde el 1 va en la posicion ¢, 1 =1,--- ;n,y tg € I.
Por el Teorema 1 se tiene que (FP;) posee una tnica solucién que llamaremos
2'(t), para cada i = 1,--- ,n. Ademds

r11(to) -+ 1a(to)
det[z'(ty), -+ ,2"(to)] = det : - : =det] =1,
Tnl (t()) e xnn(tO)
por lo que {z!,--- 2"} es un conjunto de n soluciones que son linealmente inde-
pendientes. 0

Tenemos el siguiente

Teorema 2. Sea S el conjunto de todas las funciones v : I — M™! que son
solucion de la ecuacion (1.15), esto es:

S={x:IT—M""| 2/(t)— At)x(t) =0, para todo t € I}.

Entonces S es un espacio vectorial real de dimension finita igual a n.

Demostracién 1. Del Lema 3, se tiene que si x, z son dos soluciones de (1.15)
y «, 3 son escalares reales, entonces ax + 3z, es también solucién de (1.15). De
aqui que S es un espacio vectorial real. Ademés de los Lemas 5 y 6 se tiene que
dimS = n.

Definicién 3. Una base de soluciones del espacio vectorial S de soluciones de
la ecuacion (1.15) estd formada por cualquier conjunto de soluciones linealmente
independientes (en I) de esta ecuacion.

Dada una base de soluciones de la ecuacion homogenea

una solucién cualquiera x se expresa segun esta base por una expresién de la forma

z(t) = c1z1(t) + - - + cpp(t),

onde ¢;, ¢ = 1,--- ,n son constantes. Esta expresién la vamos a llamar la solucion
donde ¢;, .-+, tantes. Est 1 11 la sol
general de la ecuacion.
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Escribiendo

y denotando por

l’ll(t> s .I'ln(t)
X(t) = : . :
Tpa(t) -+ Tpn(t)
la expresién anterior se se puede escribir como
z(t) = X(t)c,

donde

t ¢
o(t) = [x1(t) - 2n(t)] vy c=|a- el .
Una matriz X (t) cuyas columnas son soluciones linealmente independientes de
la ecuacién homogenea, se llama una matriz fundamental.

Estudiemos ahora como encontrar la solucion general de la ecuaciéon no homo-
genea

¥ = Atz + f(1). (1.16)

Sea x(t) una solucién cualquiera de esta ecuacién y supongamos que por algin
método conocemos una solucién particular z,(t) de esta ecuacién. Se tiene

7' =z, = A()x(t) + f(1) — A)xy(t) — f(t) = A®) (2 (t) — (1)),

Entonces si xp,(t) = z(t) — x,(t) se tiene que

xy, = A(t)zp(t).

Por lo tanto si {1, ,x,} es una base de soluciones de la ecuacién homogenea
asociada, podemos escribir

zp(t) = Z @' (t).

Asi
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z(t) = )+ x,(t Z ' (t) + xp(t

=1

Consideremos ahora el problema de encontrar una solucién particular x,(t) de
la ecuacién no-homogenea (1.16). Suponemos que conocemos una base de solu-
ciones {z!,--- 2"} de la ecuacién homogenea asociada ¥’ = A(t)x. Para esto
consideramos

n

= Z ()i (t), (1.17)

que viene de la expresion de la solucion xy(t) donde reemplazamos las constantes
por funciones ¢; : [ — R, i = 1,--- ,n. Para determinar estas funciones substitu-
imos esta expresion en la ecuacién no-homogenea. Se obtiene,

n

d(t) = dt)al(t) + Z ai(t) (@) (1)

=1

y por lo tanto

3

()2 (t) + Z (AR D (1)

i=1

Reemplazando en la ecuacién no-homogenea ' = A(t)x + f(t), se obtiene
= Z c(t)x'(t) + ch-(t)A t)x'(t
— i=1

= A(t)a(t) + (1) = A(t) Y ci(t)z' (D) + f(¢t) = Z ci(t)A)a'(t) + £ (1),

de donde

3



Poniendo

D(t) = [a1(8) -y ()], =1, im0 f() = [Ai() -+

el ultimo sistema se puede escribir equivalentemente como

z11(t) - ()] () fi(t)

. 9

tm®) o mw®] L] L)

de donde, aplicando la regla de Cramer, obtenemos

() - filt) o @a(t)
det : : :

enat) - fult) - 2l

c(t) = . oi=1,--

W(xb o ’xn)(t)

note que f(¢) reemplaza la columna ¢ en el numerador. Integrando se determinan

fn(t)}ta
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estas funciones ¢; que reemplazadas en (1.17) nos da la solucién particular buscada.

En términos de matrices fundamentales, para buscar la soluciéon particular de

(1.16) procedemos de la manera siguiente. La solucién general de la ecuacién

homogénea ' = A(t)z se puede escribir como

donde X (t) es una matriz fundamental y ¢ un vector arbitrario en M". Ponemos

entonces

y lo reemplazamos en (1.16). Se obtiene

2(t) = X' (t)c(t) + X () (t) = A X ()e(t) + f(b).

y como X (t) es una matriz fundamental, se tiene
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de donde

Integrando entre re I yt € I,
t
c(t) = olr) + [ X5 f(5)ds,
por lo que la solucién general de (1.16) queda como
t
z(t) = X(t)e(r) + X(t)/ X (s)"f(s)ds.

La solucién z,(t) = X (¢) f: X (s)7' f(s)ds la llamamos la solucién particular de la
ecuacion La formula anterior se puede escribir también como

z(t) = X(t)c(r) + / G(t,s)f(s)ds,
donde G(t,s) = X (t)X(s)~!. Notamos que G(s,s) = I.

Estas férmulas son particularmente ttil cuando la matriz A es de constantes,
como veremos mas adelante. En este caso vamos tomar como matriz fundamental
X (t) = e, Con esto la solucién particular se escribe

(1) :X(t)/ X(s)_lf(s)ds:em/ e_SAf(s)ds:/ e £ (5)ds,

que nos dice que para calcular la solucién particular tenemos que conocer la matriz
exponencial y evaluarla en (¢ — s).

1.3. Matriz exponencial. Comencemos con una definicién. Sea {4, },en una
sucesion de matrices n X n de nimeros complejos, los niimeros reales los miramos
como numeros complejos con parte imaginaria cero. El espacio vectorial de las
matrices n X n lo denotaremos por Mg*".

Consideremos la serie asociada

D A=A+ A+
=1
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Diremos que esta serie es convergente si la sucesion de sus sumas parciales { S }ren,
k . ,
Sk = >, Ai, es convergente. Asi si S = lim Sy entonces ponemos

k—o0

i A =5,
=1

y S lo llamamos la suma de la serie. Si el termino general de la serie se escribe
A = [aij]nxn entonces es facil ver que la serie converge si y solo si cada termino
a;; es convergente.

Sea ahora A una matriz n x n de numeros complejos y consideremos la serie
A A
I+ —+—+ -+ = —. (1.18)

: Al
Proposicién 1. La serie Y2, o e convergente.

Al
Demostracién 2. Tenemos que probar que la sucesion {Si }ren, Sk = Zf:o ik

es convergente. Para esto miramos a M{*" como un espacio normado completo,
nxn _ n 12\1/2 :
donde para A € Mg™" tomamos la norma [|A]| = (37, |ai;|*) /2. Se tiene, para

P,.q €N, p>gq

p p
[1A] 1Al

l=q+1 ’ l=q+1

En vista de esto consideramos la serie

o l
iy 1Al
€ —l 1T .
=0

Como esta serie es convergente se tiene que dado € > 0 existe ng € N tal que para
todo p,q € N, p > ng, ¢ > ng (p > q), se tiene

Pero entonces dado € > 0 existe ng € N tal que para todo p,q € N, p > ng, ¢ > ng
(p > q), se tiene

||Sp_SqH <g,

que dice que la sucesién {Si}, es de Cauchy en M " y por lo tanto convergente.
De aqui que la serie en (1.18) sea convergente.
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Es costumbre llamar a este limite la exponencial de A y se escribe

! 2 l
et = ’;—I+ﬁ+%+ +%+ (1.19)
1=0
La matriz exponencial conserva algunas de las propiedades de la funciéon exponen-
cial (mas adelante). En particular €® = I, et9)A4 = t4esA para s,t € R. De aqui
(eM) L =e4 (tomet=1,s=—1).
Por otro lado de lo que hemos probado notamos que se tiene lo siguiente

Proposicién 2.
[le]] < el

Demostracién 3. En efecto

HeAH:HZl | = Mm HZ H<h
=0

ellAll

Nos encaminamos ahora a considerar como la matriz exponencial esta relaciona-
da con el problema
= Az,

donde A € M™ " Para esta matriz A sea t € R y formemos . Definimos asf una
funcion de los reales en M"*". Se tiene

Proposicién 3. La funcion e es diferenciable (por lo tanto continua) para cada
t € R, y se tiene

%em = At = 4 A,
d (t+s)A __ _tA
Demostracién 4. Por definicién Eem = lir% ;. Se tiene
S— S
6(thrs)A — A _ i <€SA _ ])
s s
Ahora
sA_ g sA  s*A? st Al e sA
[ T R TR R [
=1
por lo que
(esA -7 e SlflAl

_A:Z
1=2

y por lo tanto

(e = 1) [sI"2l1Al QHAHZ Al
|—— A||<||§ <Isl > "5
=2
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si 0 < |s| <1, lo cual asumimos sin pérdida de generalidad. Pero entonces

sA_]
1D g < sl
S
(et =) .
de donde hﬂ(l) ||——= — Al|| = 0. Se tiene entonces
S— S
(t+s)A _ _tA SA I
e [ e
[———— = Al =l (—— = 4|
S S
sA -7
< [JeH | 1](2 — A)|| < Jslell]et ],

que finalmente implica
e(t—l—s)A tA

) —e
lim || ——— — e A|| = 0.
s—0 S
d 4 tA o
Hemos probado entonces que —e* = e A, en forma enteramente similar se

dt

d
demuestra que EetA = Aet,

Teorema 3. La solucion de la ecuacion diferencial vectorial con condicion inicial
¥ =Ax  x(ty) = ¢,
es
z(t) = et=t04c,
Demostracién 5. Es claro que x(tg) = ¢*c = ¢ y derivando
7' (t) = Ae04c = Ax(t),

que termina la demostracion

De esta forma vemos que por medio de la matriz exponencial podemos es-
cribir la solucion general de la ecuacion diferencial. En efecto escribamos la matriz
et=t)A = [z1(¢),-- -, 2™(t)]. Entonces z(t) = e"*)4c con ¢ = [0,---,1,---,0]
y donde el uno va en la posicion ¢, ¢ = 1,---,n. Se tiene entonces que cada
vector columna z'(t) es solucién de la ecuacién diferencial ' = Az, y las solu-
ciones {x',--- 2"} son linealmente independientes en R (en ¢ = ¢, el Wronskiano
correspondiente es 1). Si ahora ¢ = [¢1, -+, ¢,]', entonces se tiene

et 040 — g (t) 4+ - -+ cpa™(t),

que es la forma de la solucién general.
Si tg = 0, la solucién de la ecuacién diferencial vectorial con condicién inicial

¥ =Ax z(0)=c,

es dada por
z(t) = ee = cra'(t) + - + ™ (t).
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Para una matriz general A puede ser dificil calcular su exponencial por medio de
la serie que la define. Vamos ver entonces algunos métodos para evaluar la matriz
exponencial.

Un primer caso donde esta exponencial es simple de evaluar es cuando A € M"™*"
es diagonal, en efecto si

a;; O 0
Ao 0 a.22 0 |
0 0 -
a?, 0 0 al, 0 0
e 0 a 0 W 0 a) 0 |
0 0 2 0 0 o,

de donde aplicando (1.19) es inmediato ver que

et 0 - 0
|0 et 0
0 0 ... eannt

De aqui que en este caso la solucion de
' =Ax z(0)=c,

es dada por z;(t) = ¢e®' i =1,--- n, donde x(t) = [x1(t), - ,x,()]' y ¢ =
[er, -+ en]”

El caso siguiente en dificultad es cuando A € M"™*" es diagonalizable. Nosotros
vimos anteriormente el caso cuando A tiene n tiene m valores propios reales y

distintos, A1, -- -, An, con correspondientes vectores propios K*',--- K"

Vimos que en este caso la solucién de

= Ax

se puede escribir como



31

z(t) = Z et (t)

donde z*(t),- -,z (t) son las n soluciones linealmente independientes dadas por
r(t) =eMKii=1,--- ,n,yec,i=1---,nson constantes arbitrarias.

Vamos a generahzar ahora esta situacion al caso cuando A € M"*" cuando es
diagonalizable. De Algebra Lineal se tiene

Teorema 4. Una matriz A nxn de nimeros reales (o complejos) es similar sobre
R (0 C) a una matriz diagonal si y solo si A tiene n vectores propios linealmente
independientes en M™*™ (respectivamente en M{*"). En este caso la matriz A =
K=rAK es diagonal donde K es la matriz cuyas columnas estdn formadas por los
n vectores propios de A.

Teorema 5. Sea A € M"*" una matriz diagonalizable sobre sobre R (o C) y sea
A = KtAK, donde K y A tienen el mismo significado que en el teorema anterior.
Entonces

1 _
€A — eICAIC — ’C@AIC 1’

Demostracién 6. Como A = KAK™!, se sigue que A? = KA2K™! y que Al =
KA'K=!, I € N. Entonces de (1.19), se tiene

Para esta matriz A diagonalizable consideremos ahora el correspondiente problema
¥ =Ax z(0)=c.

Llamemos );, i = 1,- -+ ,n los valores propios (no necesariamente distintos) y K*
los correspondientes vectores propios. Entonces K = [K!--- K" y
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A O 0
0 X\ 0
A= ,
0O O An
Se tiene
eMt 0
A
ot e = | 0 e
0 0 ent

y por lo tanto la solucién del problema es

et 0 ... 0
0 e>\2t - 0
x(t) = e =Ke*"Kle=K | | ) ) | Kl
0 0 ernt

Notemos de aqui que si ponemos d = K¢, se tiene

et 0 ... 0
0 et ... 0
z(t) = Ke*d = [K'- - K"e™d = [K'---K"] | . . . . |d,
0 0 ernt
ysid=[dy,- - ,d,]", la solucién se puede escribir como
d1€)\1t
1 dae?* 1 A\t Ant
z(t)=[K" - K"] , =dK'eM + -+ d,K"e™,
fom

de donde
x(t) = diK'eM 4o d, K"et,

que es la forma de la solucion general que obtuvimos antes.

Ejemplo. Consideremos la ecuacién diferencial ' = Az donde
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3 -1 -1
A=11 1 —1
1 -1 1

En primer lugar estudiamos sus valores propios y resolvemos det(A — AI) = 0.
Usando Maple se obtiene:

A =1, Xy =2 con multiplicidad dos,
con correspondientes vectores propios
K'=[1,1,1)", K?=[1,1,0]', K?*=1[1,0,1],

donde K*! corresponde a \; y K2, K3 a \y. Como estos vectores propios son li-
nealmente independientes la matriz A es diagonalizable. Podemos entonces escribir
inmediatamente la solucién general como

ZEl(t> 1 1 1 dlet + d262t + d362t
z(t)= |za(t)| =di |1] e +dy |1]| e +d3 |0] e = diet + dye?
x3(t) 1 0 1 dyel + dse?

Evaluemos ahora la exponencial e*4. Usamos la férmula

et = et K

Se tiene
1 00
A= |0 2 0},
00 2
y por lo tanto
et 0 0
etA — 0 €2t 0
0 0 €%

También
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111
K=111 0
101
Usando Maple
-1 1 1
K't=|1 0 -1
1 =1 0
y
—el £ 2e2 ot _ g2t b _ o2
A = | —et 4 2t el el — o2t
—el 42 ot _ 2 ol ’
y la solucién es
z(t) = e

Estudiemos ahora el caso en hay valores propios complejos. Mas especificamente
supongamos que queremos resolver

= Az, (1.20)

donde la matriz constante A n X n tiene componentes reales. Suponemos que A
tiene valores propios reales y valores propios complejos (conjugados). Notamos
primero

Proposicién 4. Si w(t) es una solucion compleja de (1.20) entonces la funcion
vectorial compleja conjugada w;(t) es también solucion.

Demostracion 7. Se tiene que w satisface

w'(t) = Aw(t),

/ .
y como w'(t) = w(t) se tiene que

que implica el resultado M
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El siguiente es un resultado importante.

Teorema 6. Sea A una matriz real n X n y supongamos que

[%1(15), T 7$p(t)7 wl(t>7 wl(t>7 e ath(t)? wq(t)]a (1'21)
es una base de soluciones compleja de (1.20), donde p + 2q = n, y donde x;(t),

Jj = 1,---,p. son vectores soluciones reales y w;(t), w;(t), j = 1,---,q, son
vectores soluciones complejas conjugadas.

Siw;(t) = u;(t) + iv;(t), donde u;(t),v;(t) denotan la parte real e imaginaria
de w;(t), 7=1,---,q, entonces

[xl(t)’ e 7$p(t)7 ul(t)> Ul(t)’ e 7U¢I(t)v Uq(t)] (1'22)

es una base real de soluciones para (1.20).

Demostracion 8. Se tiene que

i) = WO -y - w2l

por lo que u; y v; son soluciones reales de la ecuacién. Lo que resta es probar que

las soluciones de (1.22) son L.I. Para esto usamos que las soluciones de (1.21) son
L. I. Razonamos se la siguiente manera, formamos

a1 (t) + agza(t) + - - - + apxp(t) + byus (t) + crv1(t)

+ - F by, (t) 4 cquy(t) =0, (1.23)
donde aq,--- ,ap, by, by, y c1,- -+, cq, SO constantes reales. Definamos
gj:wy %:@’ j=1,---,q,

entonces

bju;(t) + cjui(t) = (B; + vj)uy — ily; — By)v;

= Bi(u;(t) +iv;(t)) + 75 (u;(t) — iv;(t)) = Bjw;(t) + vjw;(t).

Reemplazando en (1.23),
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a171(t) + agxa(t) + - - + aprp(t) + frwi () + 11w (t) + - - - + Bywy(t) + vgwe(t) = 0,

que implica a; =0, 5 =1,---,p,y ;=7 =0,j=1,---,q. Como esto también
implica b; =¢; =0, j =1,--- , g, se termina la demostraciéon ®

Ejercicio. Haga todos los detalles de calculo.

En lo que sigue vamos a necesitar el siguiente resultado.

Proposicion 5. Sean A y B dos matrices reales o complejas n X n, tal que AB =
BA. Entonces

(i) Be!t =e4B,

(11) et(A—‘,—B) — etAetB — €tB€tA.

Demostracién 9. (i) Se tiene que

o0

Al BA! A'B Al
tA _ _ o _tA
Be —B; W_l T—l T_lg WB—G B.
=0 = = =0

(ii) Usamos el Teorema de existencia y unicidad. Definamos las dos funciones
u(t) = A Be v(t) = eetBe,

donde ¢ es un vector arbitrario pero fijo. Es inmediato ver que u y v satisfacen el
problema con condicién inicial

7' =(A+ B)z, 2(0) = c.

Por el Teorema de existencia y unicidad ( admitido valido para el caso en que las
matrices sean complejas, es elemental extenderlo!) se debe tener entonces que

(et(A—f—B) . etAetB)c — O,

para todo vector c. Se sigue que (ii) es cierto. B
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Vamos a comenzar a considerar el problema (1.20) cuando la matriz A no es
diagonalizable. Serd conveniente mirar la matriz real A como en Mg*".

Recordemos primero algunos resultados de Algebra Lineal, sean Aq,--- , A\, los
valores propios distintos de A. Entonces para cadai=1,---,s

Ker(A—NI),Ker(A— NI, -+,

forman una cadena creciente de subespacios de M. Mas aun existe un entero
positivo p;, el indice correspondiente a \;, tal que

Ker(A—NI) C Ker(A—X\NI)>C -+
C Ker(A— NP = Ker(A — NP = Ker(A— NPT = ..
Es costumbre poner
M,, = Ker(A— N\1)P,

el cual se llama el subespacio propio generalizado de \;. De Algebra Lineal se tiene
el siguiente resultado importante

c=M\ &My, ®-- & M,,.

De esta forma si ¢ € M entonces

S
c= Zci donde " € M,,, (1.24)
i=1
y entonces
S
tA Z tA i
elc = e,
i=1
y por lo tanto solo tenemos que calcular e*4¢?, i = 1,---,s. Eliminando por

conveniencia de notacién los subindices evaluemos e*“¢ donde suponemos ¢ € M,
A valor propio de A. Se tiene

ol A — GMANDHAL [ JHA=ND) AT JIM GHA=AD) o _ A H(A=AD)

Ahora
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1

wa-an, itlA PVA L tlA )J

1=0 1=0
donde p es indice de A, por lo que se cumple
Ker(A— X)) C Ker(A—\)?C
C Ker(A—M)P = Ker(A—X)PT = Ker(A— NP =

La serie se vuelve una sumatoria finita porque ¢ € M, = Ker(A — AI)?, lo cual
implica

0=(A—-M)e=(A-A)PTc=-..=(A-\NI)c,

para todo 7 > p. De estos resultados se tiene

-1
tA tA t(A— M) etA pz tl<A _ )‘])l

ete = ee 0 c
1=0
t(A—=XI)  t3(A—N\)? tP~H(A — NP1
tA
] S ST
Hemos entonces demostrado el siguiente teorema.
Teorema 7. Sean A1, --- , \s los valores propios distintos de una matriz A, n X n,
My, -, My, los correspondientes espacios propios generalizados y p1,--- ,ps l0S
respectivos indices.
Entonces la solucion del problema con condicion inicial
= Az, z(0)=c,
es dada por
s —1
(A= NI )
tAi
Z e Z i i (1.25)
7=0

donde ¢ € My, son determinados por la descomposiciéon de ¢ dada en (1.24).
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Un resultado importante de Algebra Lineal dice que dimM,, = m; donde m; es la
multiplicidad de A; en el polinomio caracteristico de A.

El siguiente ejemplo ilustra el uso del teorema.

Ejemplo. Consideremos el siguiente problema. Encuentre la solucién del problema
a2’ = Az donde

Ver ejercicios con Maple.

Vamos ahora a estudiar mas en detalle la aplicacién de la formula (1.25). Supong-
amos que tenemos dada una matriz A n X n que tiene s valores propios Ay, - -« , Ag
con multiplicidades mq,--- ,m, (en el polinomio caracteristico). Para aplicar la
férmula (1.25) vemos que tenemos que conocer los indices p; asi como una base de
M,,, 7 =1,---,s. Una forma de hacer esto, que lo vamos a explicar para el caso
del valor propio \;, es la siguiente.

Comenzamos determinando una base para Ker(A — \;I). Supongamos que

dimKer(A — \I) = ¢,. Entonces A tiene ¢} vectores propios. Si ¢, = m; estamos
listo, ya que en este caso My, = Ker(A—\I). Si ¢} < m;, entonces Ker(A—\I) C
M), con contencién estricta y por lo tanto tenemos que completar la base de M},.

Estudiamos entonces Ker(A — \;I)? y hecho esto supongamos que dimKer(A —
MI)? = ¢b. Notamos aqui que los vectores de la base de Ker(A — \;) que hemos
determinado son también parte de Ker(A—\;I)%. Asi que para determinar la base
de este ultimo espacio hay que determinar solamente ¢ — ¢i vectores linealmente
independientes adicionales.

Continuando de esta forma tenemos que encontrar una base para Ker(A — \1).
Supongamos que hemos encontrado que la dimension de este espacio es q; Como
antes para la determinacién de la correspondiente base solo necesitamos deter-
minar q§ — q§_1 vectores linealmente independientes adicionales , por la misma
razon anterior. Encontrados estos vectores, se tiene que en este paso conocemos
qé vectores linealmente independientes que son elementos de Ker(A — X)), y que
por lo tanto son todos vectores propios generalizados.

El proceso termina cuando q;'- = m;. De esta forma se ha determinado la base de
M,, y al mismo tiempo el indice p;, ya que p; = j.

Como se genera entonces la base correspondiente de soluciones de la ecuacién
diferencial?
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S

Supongamos que ¢ = Y7 _ ¢™ con ¢™ € M,,, es tal que c = h} € Ker(A — \I),
[ =1,---,¢. Entonces ¢™ = 0, m # i and ¢! = ht. Reemplazando en (1.25) se
obtienen las siguientes soluciones

Zﬂp’ztﬂA AIC
7=0

A— NI .
:et)\lz ( . )hl_hl t)\ lzl,,qi
[

Sean ahora ¢ = hl, € Ker(A — X\)% 1 = ¢ +1,---,¢5, los vectores propios
2 1 2

generalizados linealmente independientes adicionales que no son vectores propios.

Reemplazando en (1.25), se obtiene

Z . ZtﬂA AndV _etxilhz_ltj(AfAif)jth

tA— NI)

_ ot
=M+ T

VB, l=gqi+ 1, g

Seguimos de esta forma hasta que llegamos al paso k donde ¢, = m;, con lo
que k = p; y nos falta por determinar m; — ¢;_, soluciones. Sean entonces
hl € Ker(A— X))k, l=q. ,+1,---,¢, los vectores propios generalizados lineal-
mente independientes que no estan en Ker(A — \;)*~!. Reemplazando en (1.25),
se obtienen las soluciones faltantes siguientes

HA=NI) |

E:ﬂzjflAlm:&w+ T

tPim (A — NPt
(Pz’ - 1>!

)hé:? l:qllc—l—i_la >qllc

Ejercicio. Demuestre que todas estas soluciones encontradas son linealmente in-
dependientes.

Hagamos algunos problemas.

Ejemplo 1. Queremos estudiar el caso en que la matriz A, 3 x 3 tiene valores

propios reales A\; = Ay y A3z, pero asociados a A = A\; = Ay hay un solo vector
propio.
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En este caso tenemos inmediatamente las dos soluciones linealmente indepen-
dientes dadas por z'(t) = KleM! y 23(t) = K3e*! donde K' y K* son vectores
propios correspondientes a A; y a A3, respectivamente.

Para completar la base de soluciones, que sabemos tiene dimensién 3, razonamos
como antes. Tenemos que estudiar My, = Ker(A — A\ I)? que sabemos que tiene
dimensién 2. Sabemos también que K' € Ker(A — MI) C Ker(A — M\I)% Asi
que nos falta un vector P € Ker(A— A\ 1)? que sea linealmente independiente con
K*, que por lo demds sabemos que existe.

Formemos entonces

(A—X\I)?P=0.
Pongamos
V= (A - )\1]) P,
entonces
(A= MV = (A—= X \I)*P =0,
con lo que V es un vector propio y por lo tanto V = CK'. Asi P satisface
(A— MNP =CK".
Claramente podemos tomar C' = 1 redefiniendo P. Se tiene
(A—M\I)P=K"

Esta ultima ecuacion la miramos entonces como una ecuacién para P. Conocido
este P la correspondiente solucién sera

2 _t\ t<A B )\1])
ORI

Se tiene entonces que la solucion general de la ecuaciéon es
z(t) = 1zt (1) + cor®(t) + c32®(t) = ol KM 4 cp(e™ P + te™ K1) 4 ey K3e?st

donde ¢y, o, c3 son constantes arbitrarias.

)P =eMP+e™Mt(A—NI)P =™ P+ te™MK'.

En algunos libros y basado en lo que hicimos anteriormente, para encontrar la
segunda solucion para A; se intenta una solucion de la forma:

z(t) = KteMt 4+ peMt

con
K Py
K= |K, P=|F
Kg Pg

Sustituyendo en la ecuacion ' = Ax, se tendrd una solucién de esta forma si K
y P satisfacen respectivamente

(A= MK =0,
(A= MIP =K

Asi K debe ser un vector propio (que tomamos como K') y P es solucién de la
segunda ecuacién. Claramente esto conduce a lo mismo que hemos hecho antes.
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Consideremos el sistema

Se tiene que det(A — M) = 0, nos da los valores propios \; = 0y Ay = A3 =
5. Evaluando los vectores propios correspondientes a \;, obtenemos que K!' =
1, g, ’71]'5 es un vector propio (normalizado). Mientras que para Ay = A3 existe un
solo vector propio K? = [2,0, —1]* (normalizado).

Resolviendo ahora P de la ecuacién

0 —4 0] [P, 2
(A—5NP=|1 =5 2| |P| =10
0 2 0| |P ~1

se obtiene que P, = _71 y PL=5P,—2P; = _75 — 2P;. Tomamos P; = —1 se tiene

P, =5, por lo que P =[5, 5, —1]".
De esta forma obtenemos la solucién

2 1
?2t)=10 | te’ + —g e’
-1 -1
Finalmente la solucion general es
1 2 2 —%
zt)=c1 | 2|+ | 0| +e[]| 0| te”+ [—5] €],
5 —1 —1 -1
donde ¢y, o, c3 ¥ ¢4 con constantes arbitrarias.
A continuacion suponemos que en la ecuacién 2’ = AX A es una matriz real

4 x 4. Como siempre estudiamos primero las raices de det(A — AI) = 0 y vamos
a considerar en cierto detalle los distintos casos posibles. En lo que sigue y hasta
nuevo aviso vamos a suponer que los valores propios son reales.

CASO 1. det(A—\I) = 0 tiene cuatro valores propios reales y distintos Ay, - -+, 4.
Estos dan origen respectivamente a los 4 vectores propios K!,--- , K% con lo que
podemos generar las 4 soluciones linealmente independientes

o= KeNt i=1,-.. 4,
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de donde la solucién general de la ecuacion es
4
z(t) = Z ci et
i=1
con ¢y, - -+ ,cq constantes arbitrarias.

CASO 2. det(A — AI) = 0 tiene como valores propios (reales) A\; = g, A\3 # 4.
Denotando por K3 Y K* los vectores propios correspondientes respectivamente a
A3 v A4, tenemos dos casos a considerar.

(2i) El espacio propio correspondiente a A\; = Ag, tiene dimensién 2, por lo que
hay 2 vectores K', K? que generan este espacio propio. La solucién general es
entonces dada por

Q?(t) = ClKle)qt + C2K2e)\2t + CSKSe)\gt + C4K4e>‘4t,

-(24i) El espacio propio de A; tiene dimensién uno. Tenemos entonces inmediata-
mente las soluciones z'(t) = KleM! 23(t) = K3t y 2%(t) = K*eM!. Por lo
que para completar la base de soluciones nos falta una solucién. Pero este caso es
exactamente como en el ejemplo anterior asi que sabemos que esta solucién tiene
la forma

23(t) = K'teM! + PeMt,
donde P es una solucién de la ecuacién

(A= \NIP =K'

Se obtiene asi la solucién
z9(t) = K'teM! + PeMt,

que completa la base de soluciones.

CASO 3. det(A — AI) = 0 tiene dos valores propios con multiplicidad dos, que
son A\;1 = A2 ¥ A3 = Ay Aqui de nuevo hay subcasos.

-(37) Los espacios propios correspondientes a A; y Az tienen dimensién 2. En este
caso hay 4 vectores linealmente independientes con lo que la solucién general se
construye inmediatamente.

-(3ii) El espacio propio correspondiente a A; es de dimensién 1 y el correspon-
diente a A3 tiene dimensién 2. En este caso conocemos 3 vectores propios : K!
correspondiente a A\, K2 y K* correspondiente respectivamente a A3 = \4. En-
tonces K'leMt, K3eMt y K43t son tres soluciones linealmente independientes del
problema. La otra solucion la generamos por medio de

2?(t) = K'teM! + peMt
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donde P es solucion de
(A= \NI)P =K,
y hemos completado la base de soluciones.

-(3ii7) Los espacios propios correspondiente a \; = Ay y a A3 = A4 tienen di-
mensién 1. En este caso tenemos inmediatamente las soluciones x!(t) = KleM!
y 23(t) = K3e*! donde K' y K3 vectores propios correspondientes a \; y A3
respectivamente, a los que agregamos, en la forma usual, las soluciones

2% (t) =K'teM 4 pleMt con (A= \IP = K!

1t (t) =K3tet 4 P3etst con (A= NI)P? = K3,

las cuales completan la base.

CASO 4. det(A — A]I) = 0 tiene los valores propios A; con multiplicidad 3 y
A4 con multiplicidad 1. De esta manera podemos formar inmediatamente las dos
soluciones x'(t) = KleM! y 24(t) = K%eM! con K'y K* vectores propios corre-
spondientes a A\; y A4 respectivamente.

Para generar las otras dos soluciones consideramos distintos casos.

(47) Supongamos que el espacio propio de A; tiene dimensién 1, entonces tenemos
que mirar por My, = Ker(A — MI)P* donde p; es el indice de A\;. Es claro que
pr=203.

Si p; = 2 entonces dimKer(A—\I)?> = 3y tal como antes los dos vectores propios
generalizados que faltan se encuentran de resolver

(A= \I)P=K"

De aqui se obtienen P!, P? tal que {K*', P', P?} forman una base de Ker(A —
YV )2. Las soluciones faltantes son entonces

22 (t) = K'teMt + PreMt 23(t) = K'teM! + P2ett

Si ahora p; = 3 entonces dimKer(A—\;1)? = 2 y podemos encontrar una solucién
tal como antes resolviendo

(A= \I)P =K',
que nos va a dar un vector propio generalizado P linealmente independiente con
K'. Esto nos da una tercera solucién

22 (t) = K'teM!  PeMt,

Para obtener la otra solucién uno puede proceder de la siguiente forma. (Ej. Jus-
tifique rigurosamente estos pasos por la teoria desarrollada). Suponemos que la
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solucién tiene la forma
t2
o(t) = L eM' + LoteM' + Lye,

y reemplazamos esta expresién en ' = Ax. Se obtiene que va a existir una solucién
de esta forma si los vectores Lq, Lo, y L3 satisfacen las siguientes ecuaciones.
(A= MI)Ly =0,
(A= M\I)Ly = Ly,
(A—M\1I)Ls = Lo.
Como es usual tomamos L; = K', L, = P!, ya determinados en el paso previo, y

resolvemos la tercera ecuacién para L3 Sea L3 = (), la solucién. De esta forma la
solucion faltante queda entonces

t2
3 (t) = Klae’\lt + PlteMt + Qe

(i7) Dimensién del Ker(A — A\ I) = 2. En este caso hay otro vector propio K2
linealmente independiente con K, y que da origen a la solucién z%(t) = K2e2!.
Notamos que en este caso se debe tener que dimKer(A — A\ 1)* = 3. Como antes
miramos por una soluciéon de

(A= MI)*P =0,

que sea linealmente independiente con K', K?. Haciendo V = (A — M\ I)P, se
obtiene que existen constantes reales ji1, o tales que V = pu; K 4+ pok® Por
supuesto en esta etapa 1, to no son conocidos, sin embargo se resuelve la ecuacién

(A= MNP = iK' + pup 2.

v fi1, fio se fijan tales que P, K, K? sean vectores linealmente independientes.
La solucién que falta para completar la base viene dada entonces por

(1) = (K" 4 po K?)teMt + Pet,

(i71) Dimensién del Ker(A — M\ I) = 3, entonces existen 3 vectores propios K1,
K2, K3. Este caso se deja al lector ya que es muy simple

CASO 5. det(A — M) = 0 tiene un solo valor propio real de multiplicidad 4, por
lo que una solucién de la base de soluciones es dada por

o' (t) = KteMt,

donde K en vector propio (normalizado) correspondiente a ;.

Este caso se deja de ejercicio.
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Pasamos ahora a examinar algunos ejemplos donde el polinomio caracteristico
tiene valores propios complejos.

Ejemplo. Consideremos la ecuaciéon ©’ = Ax donde A es una matriz real 2 x 2
que suponemos tiene dos valores propios complejos conjugados \; = a + 0 y

Ao =« — i3, con 3 # 0.

Para A\ evaluamos su correspondiente vector propio K a partir de
(A—MI)K =0.

Como la matriz A es real se tiene que K, vector complejo conjugado de K, es
un vector propio correspondiente a A\; = X\y. Note que K y K, son dos vectores
linealmente independientes para los escalares complejos. Pongamos K = K1 4iK?
donde K' y K? son respectivamente la parte real e imaginaria de K, de aqui K =
K' —iK?. Correspondiente a \; y Ay tenemos respectivamente las soluciones

wi(t) = MK wi(t) = K = wl(t),
esto es son dos soluciones complejas conjugadas. Entonces por Teorema 6 se tiene
que la base real de soluciones esté formada por la parte real e imaginaria de w!(t),
que procedemos a evaluar. Se tiene

w'(t) = e (K +iK?)(cos Bt + isin ft),
= e™[K" cos Bt — K?sin t)] + ie™ K" sin ft + K? cos Bt).

Asi

ot (t) = e™[K" cos Bt — K?sin 3t] (1.26)

2% (t) = e [K" sin Bt + K* cos 3t]. (1.27)

La solucion general de la ecuacion diferencial es entonces
2(t) = 1ot (t) +co2?(t) = c1e™[K ' cos ft — K? sin ft] 4 coe® [K ' sin Bt + K2 cos 3t],

donde c; y ¢o son constantes reales arbitrarias.

Vamos a considerar ahora el problema de la ecuaciéon ' = Ax donde A es una
matriz real 4 X 4 que tiene cuatro valores propios complejos (con parte imaginar-
ia no nula) A, A2, A3, y Ay, donde notamos que necesariamente debemos tener
(excepto por notacién de los valores propios) que A; = Ay ¥ Az = 4.

Los casos a consider se reducen a solo dos: (i) cuando A\; # A3, y (i¢) cuando

)\1 == /\3.
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En el caso (i) tendremos 4 valores propios complejos que escribimos como \; =
ar+if, Ao =01 — b, s =az +ifl3 y Ay = az — i03.

Asociado con \; tenemos el vector propio H', con A, el vector propio H 2= H,
con M3 el vector propio H?3, y con )\, el vector propio H* = H3.

Las correspondientes soluciones (complejas) son w'(t) = H'eM', w?(t) = H?e*' =
HleMt = wl(t), w?(t) = H3e™! y w(t) = H3eM! = wi(t).

Escribamos H! = K' +iK? vy H? = K3 + iK*, donde K'! y K? son la parte
real e imaginaria respectivamente de H' y K3, K* son la parte real e imaginaria
respectivamente de H?3.

Como antes para calcular la base de soluciones tenemos que calcular la parte real
e imaginaria de w'(t) y w?(t). Estas quedan dadas respectivamente por

w' (1) + w'(t)

P = R g =
y
s WO FP0 e - )
T =y Tl =

Se tiene que la solucion general es
x(t) = crz' (t) + car®(t) + csx®(t) + cux(t),

donde ¢y, ¢ 3 v ¢4 son constantes reales arbitrarias.

Consideremos finalmente el caso (ii). Suponemos entonces que A; = Az por lo que
Ay = A4 De esta forma A\; y Ay son valores propios complejos conjugados con
multiplicidad dos.

Hay que considerar dos casos: (a) dimKer(A—X 1) = 1y por lo tanto dimKer(A—
Xol) =1y (b) dimKer(A — A\ I) =2 y por lo tanto dimKer(A — A1) = 2.

En el caso (b) hay dos vectores propios asociados con A\; = a4 i3, que escribimos
como H' = K' +iK? y H* = K* +iK". De aqui que asociados con Ay = a — i3,
tengamos los vectores propios H! = K' — iK%y H2 = K3 — iK*.

Correspondiendo a A\; y Ay = Ay tenemos respectivamente las soluciones

w'(t) = H'eM' y w?(t) = HleM,
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wi(t) = H*eM' y  wh(t) = H2eM,

Como antes, tomando parte real e imaginaria de w!(¢) y w?(¢), obtenemos la base
de soluciones formada por las siguientes cuatro soluciones reales

2 (t) = [(cos Bt) K — (sin Bt) K?]e™,
2%(t) = [(sin Bt) K* + (cos Bt) K?]e™,
23(t) = [(cos Bt) K* — (sin Bt) K*]e™,
2t (t) = [(sin Bt) K* + (cos Bt) K*|e™.

Ejercicio. Demuestre directamente que estas cuatro soluciones son linealmente
independientes.

Consideremos finalmente el caso (a) donde tenemos que A\; = a + i3y Ay = Ay
son valores propios de multiplicidad dos y correspondientes a cada uno de ellos
hay un solo vector propio asociado. Si como siempre H! = K! 4 iK? y H? =
H! = K' — iK? denotan respectivamente estos vectores propios, entonces las
funciones w'(t) = H'eMt y w(t) = H?e** = HleM! son soluciones complejas de
2’ = Ax. Estas soluciones complejas dan origen, en la forma acostumbrada, a las
dos soluciones reales, parte de la base de soluciones:

2 (t) = (K' cos Bt — K?sin 3t)e™
2*(t) = (K'sin 8t + K cos Bt)e™.

Continuamos evaluando el resto de las soluciones complejas. Para esto tenemos
que encontrar un vector propio generalizado que sea linealmente independiente
con H' y que este en Ker(A — A\ I)% Tal como en el caso de valores propios
reales, esto se puede hacer suponiendo la solucion faltante tiene la forma

w?(t) = H'teM! 4+ Pet,

Reemplazando en ' = Az tendremos una solucién de esta forma si P es una
solucién de la ecuacién

(A—\I)P = H',

que esta vez nos da un vector complejo. Poniendo P = P! + iP? se tiene que las
soluciones compleja faltantes son

w(t) = (K' +iK?)te! 4 (P! 4 iP?)e!
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wh(t) = (K" —iK?)teM! + (P! — iP?)eM! = wd(t).

Razonando como antes, es decir tomamos la parte real e imaginaria de w3(t), se
obtiene

w(t) =(K' + iK?)(cos Bt + isin Bt)te® + (P' + iP?)(cos Bt + isin Bt)e™
=(K"cos Bt — K?sin 3t)te™ + (P! cos Bt — P*sin 3t)e™
+ (K" sin Bt + K? cos Bt)te™ + i(P' sin Bt + P* cos Bt)e™

de donde las soluciones reales faltantes son
23 (t) = (K cos Bt — K?sin Bt)te® + (P! cos Bt — P?sin 3t)e™
2 (t) = (K sin Bt + K? cos Bt)te™ + (P'sin Bt + P2 cos Bt )e™.

Finalmente la solucion general es dada por

4
x(t) = E (),

i=1
donde ¢y, -- , ¢4 son constantes reales arbitrarias.

A continuacion queremos estudiar lo siguiente. Conocida una base de solucién
de

¥ = Ax (1.28)
se quiere encontrar la matriz exponencial correspondiente.
Sea {z',--- , 2"} esta base. Entonces toda solucién de (1.28) se escribe como
n

x(t) = Zczxz(t)

i=1
En particular si ¢’ es la solucién de (1.28) correspondiente a la condicién inicial

d=1[0---1---0* 1 =1,--- ,n, donde el uno va en la posicién [, van a existir
constantes cé, 1=1,---,n, tal que

(1) = Y '),
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Para cada [ = 1,--- ,n, usando la condicién inicial, podemos formar un sistema
de ecuacién algebraicas para determinar las constantes ¢, i = 1,--- ,n. Este es

Y (0) = d' = Z i (0). (1.29)

Si n es pequeno es mejor calcular las constantes directamente, sino se puede usar
por ejemplo Maple. De esta forma conocemos las soluciones 4!, [ = 1,--- ,n.

Vamos probar que la matriz

Y/(t) = [(y') (@) ") ()] = [Ay'(t) - - - Ay" (t)]

=Aly'(1) -y ()] = AY (1).

Asi Y satisface una ecuacién diferencial matricial, con la condicién inicial Y (0) =
[d'---d"] = I, y por lo tanto es solucién del problema

X'=AX, X(0)=1I. (1.30)

donde para cada t € R, X (¢) es una matriz n x n. Por otro si podemos demostrar
que la matriz exponenciales es solucion de este mismo problema, entonces por
el teorema de unicidad de soluciones generalizado a ecuacién diferenciales matri-
ciales, vamos a tener que e = Y(¢).

Pero hemos demostrado que (e/1) = Ae y 4 = I por lo que es claro que e
es solucién de (1.30). Esto nos da un método para calcular la matriz exponencial.
Nos falta extender el teorema de existencia y unicidad a ecuacién diferenciales
matriciales.

Se tiene

Teorema 8. Sea I C R un intervalo y sean A : I — M"™ " y F : I — M™" dos
funciones continuas. El problema diferencial matricial
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X' = A(D)X + F(t)
(Clm) {X(to) = C, to eI,

tiene una unica solucion definida en el intervalo I.

Demostracién 10. Es consecuencia directa del teorema similar para ecuaciones
diferenciales vectoriales. En efecto poniendo

X(t)=["(t)-a"(t)]  F)=[f(t) - f"(t)

=[A[W)z' (1) + f1(t) - - At)z"(t) + [ (1)),
X(to) = [z (to) -+~ " (to)] = C = [c'(t) -~ "(B)],
donde ¢/, I = 1,--- ,n son las columnas de la matriz C. Es claro entonces que
el problema (C1,,) es equivalente a las n ecuaciones diferenciales vectoriales con
condicion inicial

(') = A2 @) + (1), A)=¢, I=1,---,n. (1.31)

Por el teorema usual de existencia y unicidad, para cada [ = 1,--- ,n, el prob-
lema (1.31) tiene una tunica solucién definida en I lo que implica obviamente la
existencia y unicidad para el sistema (C1,,).

Vamos a aprovechar de dar una definicién. Consideremos nuevamente la ecuacion
diferencial vectorial.

X' = A(t)X. (1.32)

Entonces toda solucion de esta ultima ecuacion cuyas columnas sean soluciones
linealmente independientes la vamos a llamar una matriz fundamental. Para esto
basta que X () sea una solucién con una condicién inicial X (ty) = C donde C es
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una matriz de constantes reales n xn con sus columnas linealmente independientes.
La razén es la siguiente. Sean como antes d' = [0,---,1,---,0]%, [ = 1,--- ,n,
donde el uno va en la posicion [, los elementos de la base canénica y formemos
7(t)) = X (t)d', que forman las columnas de X (t). Se tiene que

() (1) = X'(d' = ANX () = AWya'(r),  2(0) = X(O0)d' = ¢

donde ¢!, I = 1,--- ,n son las columnas de C' que las hemos supuesto linealmente
independientes Entonces 2!, [ = 1,--- ,n, forman un conjunto de soluciones de
2’ = A(t)r que son linealmente independientes. De aqui encontrar una matriz
fundamental es equivalente a encontrar n soluciones linealmente independientes
de 2’ = A(t)z. Si X (t) es una matriz fundamental de 2’ = Ax entonces la solucién
general se escribe

donde ¢ es un vector columna arbitrario, ¢ = [¢; - - - ¢,]".

Sigamos un poco con matrices fundamentales. Sea X (t) una matriz fundamental
de la ecuacién (1.32) tal que X(7) = I. Entonces Y (t) = X(¢)Y (7) es una solu-
cién de (1.32) que es una matriz fundamental si Y'(7) es una matriz no singular.
Derivando Y'(t) = X'(t)Y (1) = AX(t)Y (1) = AY (1), por lo que es solucién. Aho-
ra X(1)Y (1) = IY (1) = Y(7), por lo que si esta matriz es no singular entonces
Y (t) es una matriz fundamental.

Ejercicios adicionales.

Ejercicio. Sea X (t) una matriz fundamental de (1.32) y sea W (t) = det X (t) =
det[z!(t) - - - 2(¢)]. Demuestre que

det X (t) = elr *4)s qot X (7)

para todo t,7 € R.

Solucién. Sea 7 € [ arbitrario, que mantenemos fijo al comienzo. Sea Y (t) =
X (t)X~Y(7). Entonces

Y'(t) = X'(O)X () = AO)XW)X () = AQ)Y(t)  con Y(r)=1.

Se tiene
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Derivando ‘
W'(t) = W(r) Y _detly'(t)--- (y') () - y" (1)].
i=1
Como y'(7) = d', (d*,--- ,d"), representa la base canénica, entonces (y')' (1) =

A(T)d!. Ast

W (r) = W(r) Z det[y'(7) - (y)'(7) - y"(7)]

= W(r) Zdet[dl AT dY) =) ag(r) = W ()t (A(T)),

i=1

que tomando en cuenta que 7 es arbitrario, se puede escribir como
W'(t) = W(t)tr(A(2)).

Integrando entre ¢ y 7 se obtiene

det W (t) = el- rA)ds qet T (7).

que es lo queriamos demostrar.

A

En particular, si A es una matriz constante, podemos tomar e como la matriz

fundamental, se tiene

det et = et para todo t e R.

Ejercicio. Considere la ecuaciéon no homogénea 2/ = Ax + be*', donde A es una
matriz real n X n, b es un vector constante y p es una constante que no es un valor
propio de A. Se pide determinar la solucién general.

Se tiene que la solucién general se puede escribir como z(t) = e + z,(t),
donde z,(t) denota una solucién particular de la ecuacién. Para determinar esta
solucién intentamos una solucién de la forma x,(t) = vet*, donde v es un vector
que queremos determinar. Se tiene

) (t) = pvet = Avel" + bet"

de donde
(A—pulv=—b queimplica v = —(A— ul)™'b,

y la solucién general es entonces z(t) = e*4c — e (A — pl)~'b.



54

Ejercicio. Supongamos que la matriz A, n x n, tiene la forma

J 0 - 0
0 Jy -+ 0
A= . |,
0 0 - Jy
donde los J; © = 1,--- | k son bloques. Se pide demostrar que
et 0 0
Ja
A 0 ¢ 0
0 O elx

et 0 0
0 et 0
H(t) = . )
0 O etk

y queremos probar que H(t) = 4. Para esto derivamos H(t), nos da

Jyeth 0 e 0
0 Joet2 .. 0
H'(t) = , . . .
0 0 Jket‘]k
Ji 0 07 e 0 0
0 Jp 0 0 et 0
= , , = AH(t)
0 0 Jk 0 0 etk
I, 0 --- 0
0 I, -
Ademas H(0) = | . | = I. Asi por el teorema de unicidad para
0 0 - I

ecuaciones matriciales debemos tener que efectivamente H (t) = ‘4.
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Pasemos a estudiar sistemas lineales planos, corresponden a n = 2, y tienen la
forma:

= Az, (1.33)

ainl a2
a21  G22
lo que nos dice que la tinica solucion de la ecuacion Ax = 0, es x = 0. Esto implica
que la solucién trivial es la unica solucién constante de la ecuacion y que A = 0
no es un valor propio de A.

con A una matriz real dada por A = { ] . Vamos a suponer que det A # 0,

Por otro lado esto también implica la consecuencia importante que ninguna otra
solucién de la ecuacién puede pasar por el origen en M?, porque si por ejemplo
x(t) es una solucién que satisface x(ty) = 0 y z(t1) # 0, algin ¢y, ¢; € R entonces
la parte de unicidad del Teorema de Existencia y Unicidad nos dice que x(t) debe
ser la solucién trivial y por lo tanto x(t;) = 0 lo que no puede ser.

Maés generalmente si escribimos z(t) = [z1(t), x2(¢)]" y dibujamos la curva cor-
respondiente (¢ es el pardmetro de la curva), en el plano (1, x2), llamado plano
de fase, afirmamos que dos soluciones distinta no se pueden intersectar transver-
salmente en el plano de fase. La razon de esto es la misma que antes y se basa en
una aplicacién de la parte de unicidad del Teorema de Existencia y Unicidad. El
argumento es sin embargo un poco mas sutil y se basa en la siguiente propiedad.
Sea x(t) una solucién que satisface z(ty) = ¢ algin ¢y € R y sea y(t) una solucién
que satisface y(t1) = c algun t; € R. Definamos z(t) = y(t + (t1 — to)). Entonces
es claro que z es también solucién de (1.33). Ademds z(tg) = y(to + (t1 — to)) =
y(t1) = ¢ = x(ty), entonces el Teorema de Existencia y Unicidad nos dice que
x(t) = z(t) = y(t + A), para todo t € R, con A = t; —ty. Es claro entonces que en
el plano de fase, cuando t va de —oo a +00, tanto x(t) como y(t) nos van a dar los
mismos puntos, porque son dos parametrizaciones distintas (si A # 0) de la misma
curva. Las curvas solucion en el plano de fase la vamos a llamar trayectorias.

Si ahora se tiene que z(t) e y(t) son dos soluciones de (1.33) cuyas trayectorias
se intersectan en el plano de fase, esto es existen to,t; € R tal que z(tg) = y(t1)
entonces el argumento de arriba nos dice que en el plano de fase estas soluciones
representan dos parametrizaciones distintas de la misma curva, por lo que no
puede haber interseccién transversal de estas soluciones en el plano de fase.

Los puntos que satisfacen Ax = 0 los vamos a llamar puntos criticos. Recordando
que la ecuacion Az = 0 (con det A # 0) tiene como unica solucién el punto (0, 0),
se tiene que el origen es el inico punto critico en caso que estamos considerando.



56

Vamos a decir que el origen (punto critico) es estable si todas las soluciones de la
ecuacion son acotadas; asintoticamente estable si todas las soluciones tienden al
origen cuando t — o0; inestable si hay la menos una soluciéon que no es acotada.
Esta definicién depende del intervalo donde estudiemos las soluciones , por ejemplo
una trayectoria positiva es definida para ¢t € [0, c0), una negativa para t € (—oo, 0],
ete.

Notemos también que las trayectorias se mueven en el plano de fase en lugares
geométricos que quedan definidas por la ecuacién

dry a7y + ajpre
b et B
dry  anxy + agrs

dry  axy + aprs

dry a1y + ajpws

La pendiente de la recta tangente a la trayectoria en el punto (x(t), x2(t)) esta
dx ez

dada por 2 = dthl‘ En cada punto de la trayectoria vamos a asociar una direcc-

xl 7

d.l?l dilj’g

- dt’ dt

la solucion a lo largo de la trayectoria cuando t crece.

cién (flecha) por medio del vector ( ), que nos va a indicar como se mueve

El polinomio caracteristico de la matriz A es
p(A\) = det(A — AI) = \* — trA\ + det A.

donde trA = aj; 4 ags. Los valores propios son dados por

1 1
M = S (trA+ A —4detd) y A = 5(trA — /(A — Adet 4).

Tendremos distintos cases dependiendo si (1) (trA)? —4det A > 0, (2) (trA)? —
4det A < 0y si(3)(trd)? —4det A = 0. En el caso (ii) vamos a tener valores
propios complejos.

Caso (1). En este caso \; y Ay son valores propios reales y distintos. Sean respecti-
vamente K' y K? los vectores propios correspondientes, que sabemos forman una
base en M2. La solucién general queda dada por
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z(t) = e Kte™ 4 ey K%et™2.

Formemos, como antes, la matriz = [K', K?|. Sabemos que poniendo z(t) =
Ky(t), entonces se tiene

2'(t) = Ky () = Aw(t) = AKy(2),

de donde
y'(t) = Ay(t),
con
- 1 A0
rmwrac=[y 9]
ya que

AK = [AKY, AK?] = MK, VK2 = K Pol AO] .
2

Ast si y(t) = [y1(t), y2(t)]" se obtiene el sistema en forma canénica

La solucién de este sistema es

A1

y1(t) = 1™, ya(t) = coe'??

donde ¢; = 41(0), ca = y2(0), son constantes arbitrarias.

Queremos ahora dibujar las curvas soluciones en el plano de fase (y1,y2). Hay tres
casos: (i) los valores propios son negativos, (ii) los valores propios son positivos,
(#4i) un valor propio es positivo y el otro es negativo. En el caso (7) el punto critico
se llama nodo estable; en el caso (i7) el punto critico se llama nodo inestable y en
el caso (1) el punto critico se llama punto silla.

Para y1(0) # 0 y y2(0) # 0 las trayectorias describen el lugar geométrico
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Yoo %2
w0 e .

Si y1(0) = 0, las trayectorias se mueven en el eje yo mientras que si y2(0) = 0, las
trayectorias se mueven en el eje ;.

En los casos (i) y (i7), para y1(0) # 0y y2(0) # 0 podemos despejar como y, como

Y132
™

y1(0)

asi que las trayectorias estan sobre lugares geométricos en forma de parabolas que

tienden al origen en caso (i) o se alejan del origen en caso (i7) cuando ¢ tiende a

infinito. En el primer caso decimos que el nodo es estable y en el segundo que es
inestable.

ly2| = [12(0)]] (1.35)

Ir a ejemplos plano-de-fasel.mw y plano-de-fase2.mw .

En el caso (i71), para para y;(0) # 0 y y2(0) # 0 podemos despejar como y, como

yl(O)’\%|

” (1.36)

|Z/2| = |y2(0)||

las trayectorias estan sobre lugares geométricos en forma de hipérbolas. El punto
critico (0,0) es inestable.

Caso (2). En este caso los valores propios son complejos conjugados, A\ = a + (3,
Ay =a—if. Si H' = K' +iK? es el vector propio correspondiente a \; = o + 1413,
entonces sabemos que una base soluciones esta dada por

x'(t) = (K' cos Bt — K?sin Bt)e™

2% (t) = (K*sin Bt + K? cos t)e™,
con lo que la solucion general queda
x(t) = [21(t), 22(1)]" = 12’ (t) + co®(t),

donde ¢y, ¢co son constantes arbitrarias.
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Recordemos a continuacién que para encontrar la forma candnica de A se procede
como sigue. De

AK' +iK?) = (a +iB)(K' +iK?),
se tiene que
AK' +iAK? = (oK' — BK?) +i(BK" + aK?),
y por lo tanto

AK' = aK' — pK?
AK? = K + aK?.

De aquf la matriz A que representa a A segtin la base {K', K?} | es
A= {_‘)‘5 g] .
Notemos que
[AK', AK?] = [aK' — BK? BK' + aK?,
que poniendo K = [K*', K?] se puede escribir como
AK = K [_O‘ﬁ ﬂ _ KA,
y despejando
A=K TAK.
Hagamos el cambio de variable x = Ky con lo que
¥ =Ky = AKy.

Se tiene

y' =K 'AKy = Ay,

equivalente si y = [y1, ya]’,
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Y1 _ |« Bl v

Ys -5 af |y’
que es la forma candnica del sistema inicial, cuando A tiene valores propios com-
plejos. Sabemos que la solucién de este sistema es dada por

a ;3
yi(t) :i_g of [1(0)] _ o[ cospt sinft] [5(0)
yo(t) y2(0) —sin Gt cosBt| |y2(0)] "
Equivalentemente

y1(t) = €'*(cos Bt y1(0) + sin 5t y2(0))
Yo (t) = €'*(—sin Bt y1(0) + cos Bt y2(0)).

De aqui

V()2 + y2(8)? = €/ (91(0)2 + 12(0)?).

Entonces si a > 0 las trayectorias tienden en forma espiral a oo cuando ¢ — oo,
decimos en este caso que el origen es un foco inestable, mientras que si o < 0 las
trayectorias tienden en forma espiral a 0 cuando ¢t — 00, y en este caso decimos
que el origen es un foco estable. Si @ = 0 las trayectorias se mueven en circulos,
cuyo radio queda fijado por las condiciones iniciales. En este caso decimos que el
origen es estable.

Caso 3. Se deja de ejercicio el encontrar las formas candnicas de los distintos casos
asi como hacer un esquema de sus respectivos planos de fase.



