1. TRANSFORMADA DE LAPLACE

Sea f:]0,00) — R, decimos que f es continua a trozos (continua por tramos)
en [0, 00), si en cualquier intervalo [a, b] C [0, 00) hay a lo més un nimero finito de
puntos de discontinuidades t1, . . ., t; de salto finito, esto significa que f es continua
en cada intervalo (¢, tgi1), v f(t), t € (tk, tes1), tiende a un limite finito cuando
t tiende a ty o typyq, para todo k=1,..,1 — 1.

Definicién 1. Decimos que una funcion f :[0,00) — R es de orden exponencial
st existen constantes C;, M >0 y T > 0 tales que:

If(t)] < Me“" para todo t>T
Ejemplos:

(1) para f(t)=t, t>0, setiene |f(t)|=1t<¢,

por lo tanto es de orden exponencial con M = 1,C' = 1 y T cualquier niimero
positivo.

(2) para f(t)=cost, t>0, setiene |f(t)|=|cost|< ¢,

por lo tanto es de orden exponencial con M = 1,C' = 1 y T cualquier niimero
positivo.

(3) para f(t)=t"sint, t>0, setiene |f(t)] <" < () =™,

por lo tanto es de orden exponencial con M = 1,C' = n y T cualquier niimero
positivo.

Comencemos a continuacion con la definicién de la Transformada de Laplace.

Sea f :[0,00) — Ry consideremos la expresién,

/0 ' e S f(t)dt

donde s € Ry 7 > 0. Supongamos que
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lim Te—st f(t)dt = / h e "t f(t)dt

T—00 0 0

existe, entonces

F(s) := /000 e S f(t)dt

la llamaremos la transformada de Laplace de f. Es costumbre también denotar la
transformada de Laplace por L(f(t)). Asi,

L(f(t) = F(s) = / et ()t

Notamos que el dominio de definicién de esta transformada depende de la fun-
cién f. En este respecto se tiene

Teorema 1. Sea f : [0,00) — R continua por trozos y de orden exponencial, i.e.
existen constantes M >0, C' y T > 0 tales que

|f(t)] < Me“"  para todo t>T,
entonces F(s) existe para todo s > C.

Demostracién 1. Se tiene

F(s) = lim Te_Stf(t)dt

T—00 0

= /T e f(t)dt + lim ' e f(t)dt
0

T—00 T

Ahora, de los cursos de calculo se sabe que

-
lim e St f(t)dt
T Jp

existe, si

lfim ' e | f(t)|dt = /00 e " f(t)|dt < oo, (1.1)
T

T—00 [p



asi que estudiaremos este ultimo limite. Se tiene

/ eS| f(t)|dt < M/ sttt = M/ Ot

_ e~ (=COT _ ~(s=C)r
s—c[ ]

por lo tanto,

Ce_(s_C)T, para todo s> C.

T M
lim [ e | f(t)|dt <
S —_—

T—00 T
Luego,
/ e " f(t)|dt < co, paratodo s> C.
T

lo que implica que

oo
F(s) = / e St f(t)dt
0
existe para todo s > C, que es lo que se queria demostrar B

El siguiente teorema nos dice que la transformada es continua.

Teorema 2. Supongamos que la funcion f satisface las condiciones del teorema
anterior, entonces la transformada de Laplace, F(s), es continua en el intervalo

(C,00).

Demostracién 2. Sean si,s; € (C,00). Queremos demostrar que si s; — S,
entonces F'(s1) — F(s2). Se tiene

F(s1) = /000 e ! f(t)dt
F(sy) = /000 e 52 f(t)dt

entonces,



F(si) — F(s)] < / et — e £ (1) dt.

Suponiendo, sin perder generalidad que s; < s, lo cual implica que e *1* >

e*2t se tiene

F(s1) — F(sg)] < / (et — e f(o))de
= [t m el [Ce- el

T 00
< ¢ / (e75 — e 52N dt + M/ (751t — 20t
0 T

donde ¢; = sup,¢o 7y | f(t)]- Notando que
T T
/ e Stdt — / e 2'dt cuando s; — S9
0 0
y que

/oo(e_slt . e—szt)GCtdt _ /Oo(e_(sl_c)t . 6_(82_C)t)dt

T T

— 0, cuando s; — $o,

S1 — C B S9 — C
se obtiene que
|F'(s1) — F(s2)] — 0, cuando s; — so.

Esto implica que F'(s) es una funcién continua en (C, 00).

En el siguiente teorema evaluamos la transformada de Laplace de algunas fun-
ciones elementales.

Teorema 3. Se tiene lo siguiente
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at) __
(c) E(e)—s_a, s>a
_ k
(d) L(Sln kt) = m
S
(e) £(COS k‘t) = m
_ k
(f) ﬁ(Sth kt) = m
S

Demostracién 3. (a) es inmediato. (b) por induccién, para n = 1, se debe tener

Probemos esto.

L(t) = / te 'dt = lim [ te *'dt,
0

T—00 0

y se tiene
T testyr 1 [T
/ te *tdt = + - / e *tdt
0 —s 1o sy
Te 5T le 577
R s —s o
|
= — + —=[1—-e*"]——= cuando T — oc.
s 52 52
Luego



Suponemos ahora el resultado para m y queremos probarlo para n + 1. Por

definicién
L") = 1im [ t"Me dt
T Jg
y
/T t"temtdt = ey + ) /T t"e " dt
0 —s o s 0 '

Haciendo que 7 — oo se obtiene

(n+1) n! (n—l—l)!'

Sn—l—l o Sn+2

Ly = n D :: D /Ooo pre=stgp — JSF Dorgm = -

Para demostrar (c), por definicién se tiene

[e.e] e} 1
L(e™) = / e te™dt = / e~ mItgr —
0 0 S—a

Finalmente vamos a demostrar (d), el resto queda de ejercicio. Se tiene

T

L(sinkt) = lim e *'sin kt dt

T—00 0

y
T in kt k[T
/ e Stsinkt dt = Sm—e*St + —/ e St coskt dt
0 —s o s Jo
1(r) J(r)
de donde
sin kT
I(1) = 5T J
(1) = — . . (1)



Por otro lado

J(r) = COSkte_StT—E/ e *tsinkt dt
—s o s.Jo
— <1_COSkT—€M)_E[(T>
s s s

Haciendo que 7 — oo se obtiene primero que

I(1) — L(sinkt) y J(7)— L(coskt)

y de las expresiones anteriores se obtiene entonces que

L(sinkt) = EE(COS kt)
s

1 k
L(coskt) = g—gﬁ(sinkt).
Resolviendo
k{1 k
L(sinkt) = — |— — —L(sin kt
(sin kt) . L . (sin )}
que implica
) k
E(Sln kt) = m

y analogamente,

S

L(coskt) = %E(sin kt) = T

Notemos ahora que la T. de L. es un operador lineal. De la definicién se tiene
que si f,g:[0,00) — R admiten de la T. de L. entonces

L(af(t) + Bg(t)) = aL(f(1)) + BL(9(t))



para a 'y 3 € R cualesquiera. Esto se debe a que

Llag (0 + o9l = | el (1) + Bolt))dt

0

:a/o e“f(t)dt—i—ﬁ/o e *g(t)dt.

Esto nos simplifica la evaluacién de la T. de L.

Ejemplo Para evaluar la T. de L. de
L(5 cos 3t + 10sinh 6t) = 5L(cos 3t) + 10L(sinh 67)

o8 n 60
249 s2—-36

1.1. Transformada Inversa. Vamos a comenzar con un ejemplo. Sabemos que

S
E(COS k?t) = m = F(S)

Supongamos ahora que tenemos dada la expresion,

S
52+ k2

F(s) =
y queremos saber si existe una funcién f(t) tal que,

S

F(s) = T L(f(t))

En este caso, sabemos la respuesta, evidentemente f(t) = cos kt.

Més generalmente dada una funcién F' : (C,00) — R queremos saber si existe
una funcién f(t) tal que,



y la llamaremos la transformada inversa de F'(s).

Como consecuencia inmediata del teorema 3 se tiene el siguiente resultado

Teorema 4. Se tiene los siguientes resultados:

1
(a) E’l(g) =1, s$>0
(b) (Sn+1)—t, n > 1 entero
(c) L7 ! y=e" s>a
s—a ’
(d) E_I(L) = sin kt
52 + k2
(e) ’I(L) = cos kt
52 + k2
f L1 LI h kt k
0 L) = sinhkt s>
_ s
(g) L l(m) =coshkt s> |k”

Nota 1. Tenemos que la T. de L. de una funcién f esta definida por una integral

L) = [ e = P,

Si g es una funcién que difiere de f en un nimero finito de puntos aislados entonces
obviamente se tendra que
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L(f(t)) = F(s) (1.2)

no tiene solucién unica. Sin embargo, se puede demostrar que si dos funciones
tienen la misma T. de L. entonces solo una de ellas puede ser continua.

En cuanto a propiedades de linealidad de la transformada inversa se tiene el
siguiente resultado. Supongamos que

L7 (F(s) v LTHG(s))

son funciones continuas (y de orden exponencial), entonces para « y [3 constantes
cualesquiera

LY aF(s) + BG(s)) = aL Y F(s)) + BLHG(s)).

En efecto, si

LTUF(s) = f(t) v LTHG(s)) =9g(1)

donde f y g son funciones continuas, y si

Z(s) = L(af () + Pg(t)) = aL(f(t) + BL(g(t)) = aF (s) + BG(s),
entonces
af(t)+ Bg(t) = L7 (aF(s) + BG(s)),

que implica

L (F(s)) + BLH(G(s)) = L7 (@ (s) + AG(s)).

Ejemplo. Calcule la transformada inversa de la funcién
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546
<S)_32+4'
Escribimos
s—|—67 S 43 2
244 244 Ts24 47
entonces
1 s+6 1 S 1 .
£ (32+4):£ (m)+3£ (82+4)20052t+381n2t.

Propiedades operacionales

Teorema 5. (Primer teorema de traslacion.) Sea a € R, y f : [0,00) — R una
funcion que admite transformada de Laplace. Entonces

L f (1) = F(s — a),

donde F(s) = L(f(t)).

Demostracion 4. Se tiene que

entonces

- /OO eI (H)dt = F(s —a) W
0

Ejemplo. Evaluemos £(e™? cos(4t)). Se tiene que f(t) = cos(4t) y a = —2.
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S

F(s) = Lleos(4) = o

s+ 2 s+ 2

Flo2) = £l eosdh)) = 5 = P as

Del teorema anterior se tiene que

L7HF(s —a)) =" f(t)

con L7HF(s)) = f(¢).

S

Ejemplo. Encuentre f(t) tal que f(t) = L™ (— 65+ 11
s s

).

Completando el cuadrado del binomio en el denominador

S S
s24+6s+11  (s+3)2+2

y descomponiendo para identificar transformadas conocidas

s+ 3 3
(s+3)2+ (V2?2 (s+3)2+ (V2)?

s+3 3 V2

(s+3)2+ (V2?2 V2(s+3)2+ (v2)?

que tienen respectivamente la forma =Y SQJrLkQ (con k = \/5) pero desplazadas.

Sabemos que

S

L~ (m) = COS(\/§t)

y utilizando el teorema anterior,
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s+3

(s+3)2+ (v2)

ol ) = (cos(vVaN)e ™

De la misma forma

V2
(s+3)2+ (V2)

£y ) = (sin(v2t))e ™

ya que E‘l(%) = sin(v/2t).
Finalmente usando la linealidad de la transformada inversa, se concluye que

3

f(t) = cos(V2t)e ™ — 7

sin(v/2t)e 3.

En el segundo teorema de traslacion vamos a usar la siguiente funcion, que
llamaremos funcién escalén unitario o simplemente funcién escalén.

0 si0<t<a,
U(t_“):{ 1 sit>a }

donde a > 0. Notemos que esta funcion esta definida para t > 0, es continua a
trozos, y de orden exponencial. En particular la funcién U(t) es igual a 1 para
todo t > 0.

Teorema 6. (Segundo teorema de traslacion) Sea a > 0 y f : [0,00) — R una
funcion que admite transformada de Laplace. Entonces

L(f(t—a)U(t—a)) =e *“F(s)

con F(s) = L(f(t)).

Demostracién 5. De la definicién de T. de L.

L(f(t—a)U(t—a))= /000 f(t —a)U(t —a)e*dt = /OO f(t —a)e*dt.
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Haciendo el cambio de variable de integracién ¢ — a = u, nos queda

L(f(t—a)U(t—a))= /000 flu)e @t gy = e3¢ /000 f(u)e *"du

=e “F(s).m

Nota. La forma inversa del teorema es
L (e F(s)) = f(t —a)U(t — a).

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo. Consideremos la funcién f definida por

2 si 0<t<?2
F)= -1 s 2<t<3
0 si t>3.

Con la ayuda de la funcién escalén la podemos escribir como

ft)=2U0(t)—=3U(t—2)+ U(t — 3).

Evaluando su T. de L., obtenemos

L(f(#) =2£(U(#) = 3LU(t = 2)) + LU(t = 3))

Ejemplo. Calculemos L(sint U(t —27)). Notamos que esta funcién aparentemente
no tiene la forma L£(f(t —a)U(t—a)). Sin embargo se puede reducir a dicha forma
usando que sint es 27 periddica, esto es sint = sin(t — 27) para todo t € R.
Entonces sint U(t — 2r) = sin(t — 2m)U(t — 27), con lo cual
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L(sintU(t — 2m)) = L(sin(t — 2m)U(t — 27))

—27s

—27s (: 3

— R continua a

Teorema 7. (Derivadas de una transformada) Sea f : [0,00)
> T). Entonces para

trozos y de orden exponencial (|f(t)] < Me®t para todo t
cadan € N ys>C+n, setiene que

L F(s) = (1)L () (1.3

donde F(s) = L(f(t)).

Nota 1. Este teorema se usa muchas veces en la forma
dn

LA"f(t)) = (=1)"—F(s).

(1)) = (~1)" 7 F(s)

Nota 2. Se tiene que [t" f(t)] < e™Me“t = Me ™! porlo que 4 F(s) quedard defini-
da para todo s > C' + n.

Demostracion 6. Por definicion
F(s) = / e~ £ (1)d.
0

Notamos que (1.3) se puede obtener derivando formalmente bajo la integral con
respecto a s. Se obtiene

dFdis) __ /0 T et F (1)t (1.4)

que corresponde al caso n =1 en (1.3),

FF(s) _ /Oo tre st f(t)dt,

2
ds 0
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etc. Justifiquemos este proceso. Tomemos s > C' + 1 y formemos

F(s+h)—F(s) = /Ooo(e_(8+h)t —e N f(t)dt = /Ooo(e_ht — De " f(t)dt.

Definamos

Imy:PﬁHJz_F®»+AmﬁuwﬂWt

(1.4) sera cierta si lim I(h) = 0. Probemos esto. De (1.5) se tiene

—0

= [ L) s ftear

. .2 —ht_ .
Usamos desarrollo en series para acotar la funcién (—=—=1) + ), se tiene

h

-1 ht*  ht?
¢ f= - ..
h 21 3!
2 ht?
g =)
Con lo cual
—ht __ t2 2

e
|

t
U < Rl g +),
donde sin pérdida de generalidad tomamos |h| < 1. Entonces

—ht

e
|

+t| < |hle!

(1.5)

(1.6)

Tomando valor absoluto en (1.6), reemplazando la ultima expresion, y usando que

f es de orden exponencial, obtenemos
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00 T 00
T < (bl [ elrteie e < al( [ -+ ar [ e terar),
0 0 T
donde recordamos que s > C' + 1. Por lo tanto

T Mef(sfcfl)T
< A=)t f()dt + ———————
< ([ e+ ),

de donde }ILI/II%) I(h) =0.

Ahora vamos a probar el caso general. Lo hacemos por induccién, notamos que
la demostracion recién hecha corresponde al caso n = 1. Supongamos entonces
(1.3) para n y probemos el caso n + 1. Suponemos aqui s > C' + n + 1. De la
definicién de T. de L.

L F(E) = / T (et

0

_ /OOO M (tF(E))e "t dt = (—D"%G(s)

donde G(s) = L(tf(t)). Pero

L(EF(6) = (~1)1F(s),
por lo que
1 n+1 dn+1
LT f(#) = (1) g F(s). m

Nota. La forma inversa de este Teorema es

P I = ()L F(s)
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Algunos ejemplos.
Ejemplo. Se pide evaluar L(t*sin(kt)).

Vamos a aplicar el teorema anterior. Tomamos f(t) = sin(kt), entonces

k
F = 1 —_ .
(s) = L(sin(kt)) e
Del teorema anterior, con n = 2, se tiene
d? d? k
2 _ 2 _

Derivando

dF(s) —2ks
ds (524 k2)2

d*F(s)  2k(3s* — k?)
a2 (S R)P

Por lo tanto

352 — k2
2 . _

Notemos que también se tiene

352 — k? )

2 _ -1
t*sin(kt) = 2kL ((32 R
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Ejemplo. Se quiere calcular L£(te " cost). Usamos el teorema anterior, con f(t) =
e tcost. Se tiene

+1
F(s) = L(e __° .
(s) = L(e " cost) GEIPEl
Derivando
dF(s) —(s* 4 2s)

ds (s2+2s+2)%’

y aplicando el teorema anterior, se obtiene

2+ 2s

L(te™ t) = ———7——.
(te™" cost) EFTETE

A continuacion vamos a aplicar la T. de L. para resolver ecuaciones diferenciales
lineales de orden n de la forma

any™ + anay" Y+ ay + agy = g(t),

donde los coeficientes ag, - - - , a,, son constantes. El método consitird en aplicar T.
de L. a ambos miembros de esta ecuacién. De aqui se ve la necesidad de saber
calcular la T. de L. de derivadas de y. Esto lo hacemos en el siguiente teorema.

Recordemos primero que h : [0,00) — R es de orden exponencial si existen
constantes positivas C, M, T tal que

|h(t)] < Me®" paratodo t>T. (1.7)

Teorema 8. (Transformada de derivadas.) Sea f : [0,+00) — R que satisface la
siguiente condicion. f, f',..., "™ son continuas a trozos y de orden exponencial,

suponemos que todas estas funciones satisfacen (1.7), con las mismas constantes.
Entonces, si F(s) = L(f(t)), se tiene
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L(f(1)) = 8" F(s) =" f(0) =" 2f/(0) = - = s f72(0) = f"7D(0), s> C.

Notemos que f, f',..., f™ son continuas excepto en un conjunto numerable de
puntos en [0, 00).

Demostracion 7. Por induccién. Primero el caso n = 1. Queremos demostrar

L(f'(t)) = sF(s) = £(0).

Se tiene:
/ F(t)etdt = ILm f() —stqy
— 1' —st|T T —std
Tim [f(t)e !o+8/0 f(t)e t]
:Tlinolo[f( e T — f +5/ f(t) *Stdt
—s [ e e = se(r(0) - f0)
0
ya que

1f(T)e™*| < Me“Te™™ = Me= =97 s> (O,

y por lo tanto
lim f(7)e " = 0.

T—00

Queda entonces demostrado el caso n = 1. Supongamos a continuacion el resultado
cierto para n y queremos probarlo para n + 1. Se tiene:



£<f(n+1) (t)) — /OO f(n+1) (t)efstdt
0
— i (n) —st|T ! (n) —std
fm [f (t)e |0—|—s/O (e dt

= sL(f™(t)) — £(0).

Esto es

L(FO) = sL(FM (1)) — f™(0).

Reemplazando en esta expresion

LOFT®) = s"F(s) = "7 F(0) = 8" 72f(0) = -+ = sf"72(0) = F"70(0),

que es la hipotesis de induccion, nos queda finalmente

L(f(”ﬂ)(t)) ="M F(s) — s"f(0)... — sf(”*l)(O) — f(n)<0);

que es el caso n + 1. Esto termina la demostracion B

Aplicaciones a EDO

Consideremos

any(”) + an_ly(”_l) + ...+ a1y/ + apy = 9(t>

con las condiciones iniciales

y(0) =cy1, ¥(0) =co,... ,y("’l)(O) = Cp,

donde ¢ es una funcién que admite T. de L. y

21
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ag,Q1y.-.yQn Y Co,...,Cn SON constantes reales.

Vamos a aplicar T. de L. a ambos miembros. Sea

entonces, del teorema anterior

L9 (0) = 5 (5) = 51y (0) = 572/(0) = - = sy2(0) =y 0),

para i = 1,...,n. Aplicando esto a la ecuacion diferencial, se obtiene

an[s"Y (s) — 5" 1y (0) — ... — y"D(0)] +
ap_1[s" 1Y (5) — s"2y(0) — ... — y(”_Q)(O)] +
sl Y (5) — 7 (0) — Ly IO 4+ agY (5) = Gl)

donde G(s) = L(g(t)). Agrupando, se obtiene

P(s)Y(s)+ Q(s) = G(s).

donde

P(8) = aps" + ap_18"" + ...+ a5+ ag

1

(polinomio caracteristico) y Q(s) es un polinomio de grado s" ' en s, funcién de

las condiciones iniciales. Despejando Y'(s), se obtiene

Para encontrar y(t) tenemos que aplicar transformada inversa a esta ultima
expresion, nos da
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G(s) Qs)

H=LHY(s)} =LTH{5 =L
i) = LY ()} = £ () — £
Ejercicio. Resuelva usando T. de L.
v —3y=e* y0)=1
Aplicando T. de L. y con la notacién anterior
Y (s) ~ y(0) ~3¥(5) = —
sY(s)—vy $)=1"5
1
1 s—1
—3)V(s) =1 —

(s =3)Y(s) +3—2 5—2

s—1

Yis) = (s—2)(s—3)’

usamos fracciones parciales, (repasar), para lo cual escribimos:

A B
Y =
() s—2 s—3
calculando, obtenemos
A=—-1 B=2.
y por lo tanto
1 2
Y(s) = —
() s—2 s—3

Aplicando T. I., resulta

y(t) =LY (s)} = —£‘1<$> +2L7( i 3

)
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= —e 4+ 2¢%.

Ejemplo. Resuelva usando T. de L. (ecuacién del péndulo en resonancia)

y" + k*y = cos kt, k>0,

con las condiciones iniciales

y(0) =c1, 9 (0)=cy.

Aplicando T. de L. en ambos lados de la ecuacién, se obtiene:

s
S2Y(S> — 8C; — Cy + k2Y(S) = m
S n sC1 + ¢
(824 K22 s2 4+ k2

Aplicando T. 1.,

y(t) = L7HY ()} = L5553+

(s?+ k2)

o L7 1{ k:2}+ 2L }

2+k2

S

- E_l{(sz + k2)2

}+ c1coskt + %sin kt.

(s* + k)
mejor ¢f(t) = =L (L F(s)). Identificando F(s) =

Para evaluar £™'{— 5} vamos a usar la formula L F(s) = —L{tf(t)}, o

se tiene primero que

1
2+ k2
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1 I
ft)=LTH{F(s)} = % Sin kt.
A continuacion notando que

S _1( 2s )__1d( 1 )
(32+k2)2_2 (s2 + k2)?  2ds s2+ k27

se tiene que

d 1 d sin kt
—E(m) = —£F(5) = L{tf(t)} = L{t I
y entonces
S 1 .
m = %ﬁ{t Sin k’t}
o G ey 1.8
()} = gt sinkt (18)
Finalmente

tsin kt
y(t) = S;{: + Coskt—i-c—]jsink;t

Ejercicio. Resuelva la ecuaciéon con condiciones iniciales

y'+16y = f(1), y(0)=0 ¥ (0)=1
gonde f(t) = cos4t (U(t) — U(t — m)). Poniendo L(y(t)) = Y(s), y aplicando T.
e L.
s?Y (s) — 1+ 16Y(s) = L{f(1)}. (1.9)

o f(t) =cosdt (U(t) —U(t —m)) = cosdt — cos 4t U(t — )
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= cos4t — cos4d(t — m)U(t — m),

de donde

S S

I =or6 ¢ "o r16

Substituyendo en (1.9) y despejando Y'(s),
S S 1

Y(s)= — 2 . 1.1
)= rier ¢ rrioe T2 (1.10)

Ahora de (1.8), se tiene que

. s L .
= -t 4¢.
(a2 ~ 3t
Por lo tanto
— —7s S 1 :
£ 1{6 m}ng(t—ﬂ)(t—ﬂ)Sln4(t—ﬂ)

Finalmente tomando T.I en (1.10), nos queda

1 1 1
y(t) = <tsindt — <U(t — m)(t — ) sin4(t — m) +- sin 4t
8 8 —_—— 4

sin 4t

_sindt t Ut —m)(t—n)
=1 G 2

+1),

que se puede escribir como,

1 1
Zsin4t+§tsin4t 0<t<m

247

sin 4¢ t > .
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Producto de Convolucién

Sean f,g : [0,400) — R dos funciones que admiten T. de L. Definimos el
producto de convolucién de f y g, que denotamos por f * g, de la forma siguiente:

<ﬁwm:AfWW—mh

Es inmediato ver que este producto satisface

frg=g*f

En efecto, haciendo el cambio de variable ¢ — 7 = s en la definicién, se tiene

(mez—[f@ﬂmwﬁzéfWﬂM@®=@MW)

El teorema principal respecto del producto de convolucién es el siguiente.

Teorema 9. Sean f, g :[0,400) — R dos funciones continuas a trozos y de orden
exponencial tal que ambas satisfacen (1.7), entonces

L{(fx9)(B)} = F(s)G(s),

donde F(s) = L(f(t)) y G(s) = L(g(t))-

Forma inversa del teorema:

LT F(s)G(s)) = (f = 9)(t)

Demostracién 8 (del Teorema 9). Vamos a redefinir f y g agregando la condicién
que
f(t)=g(t) =0 paratodo t<0O0.

Del segundo teorema de traslacion se tiene que

L(g(t—1)) = /000 gt —1)e *dt = /000 Ut —71)g(t — T)e dt = e *"G(s),
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donde s > C. De aqui

_ /O T PG(s)eTdr = /0 s /0 gt = P tdtdr

Se puede demostrar (ej.) que

/ / F(r)g(t — v)drdt.

Entonces

/ /f t—Tdet/ /f g(t — r)drdt,

ya que g(t —7) = 0 para t < 7. Asi

/ /f g(t — r)drdt = L((f % ¢)(t)). m

Ejercicio. Demuestre que la funcion fo 7)g(t — 7)d7 en el teorema anterior es de
orden exponencial.

Nota. Un caso particular interesante es cuando f = g. En este caso se tiene

(F(s)* = L((f = /)(#))-

1
Ejemplo. Encuentre Lfl(m). Aplicando la forma inversa del teorema, se
S
tiene | .
E_l(m) 12 (smk:( ) >x<smk())(t)
1 t

1
——(sin kt — kt cos kt),

sin kT sink(t — 7)dr = T

TR

donde hemos usado las identidades trigonométricas:

cos(A + B) = cos Acos B — sin Asin B, (1.11)

cos(A — B) = cos Acos B + sin Asin B. (1.12)
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Corolario 1. Transformada de una integral. Sea f : [0,+00) — R continua a
trozos y de orden exponencial. Entonces

o[ fryary = PG,

donde

Forma inversa del teorema.
1 t
L) = [ firyar
S 0
Demostracién 9 (del Corolario 1). Se tiene

/Otf(T)dTZ—/tof(t—s)dS:/otf(t_s)ds

donde hemos hecho el cambio de variable 7 = ¢t — s. Mirando la ultima expresién

1
como la integral de 1 por f(t —s) y recordando que £(1) = —, del ultimo teorema
s

se sigue inmediatamente que

o[ fryary = (o).

1
(s241)(s2+4)

)

Ejercicio. Encuentre £7(

: 1 :
Definiendo F(s) = 2517 G(s) = Erwii tiene que
f(0) = £7(F() = £ () = sin
s2+1
y
-1 . :
g(t) = L7(G(s)) = ( ) = —sin 2t
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Entonces del teorema anterior, se sigue que

~1 1 B t ! ‘- .
. <(82+1)(52+4))_/0 f<7)g(t—7)d7—§/0 sin7sin 2(t — 7)dr.

Usando las identidades trigonométricas (1.11), (1.12), se obtiene que

2sin7sin 2(t — 7) = cos (3t — 27) — cos (2t — 7).

Reemplazando esta expresion en la integral e integrando, resulta:

1 ) 1 . ; 1 . of
= —sint — — sin
(s241)(s2+4) 3 6

L7

S

Ejercicio. Encuentre ﬁ_l(m
s

).

Definiendo F(s) =

s .
TR G(s) = TR tiene que

F(0) = L7NF() = L7 () = cosht
y 1 1
g(t) = L7HG(s)) = _l(m) z sin kt.

Del teorema del producto de convolucion

1 t
i = —/ cos kT sink(t — 7)dr =
0

. t sin(kt)
HCEYS

2k 7

que es el mismo valor que conseguimos por otro método.

Teorema 10. Sea f : [0,00) +— R continua a a trozo y de orden exponencial
(|f@)] < MeCt, t > T). Supongamos que existe una constante a > 0 tal que
f(t+a) = f(t), para todo t > 0. Entonces

P(s) = 2 IOK

1 —es@
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donde como siempre F(s) = L(f(t).

En este caso diremos que la funcién f(t) es a— periddica para t > 0.

Demostracion 10. Se tiene, por definicién de la T. de L.

F(s) :/Ooo e_Stf(t)dt:/an_Stf(t)dt—l—/aoo e " f(t)dt.

Haciendo el cambio de variable de integracién 7 = ¢ — a en la ultima integral, se
obtiene

/OO e f(t)dt = /0OQ e ) f(r 4 a)dr = e /000 e T f(r)dr = e % F(s),

por lo que

F(s) = /Oa e f(t)dt + e F(s),

que implica el resultado. ®

Ejercicio. Encuentre la T. de L. de la funcién M,(t) definida por

1 si 0<t<db
My(t) = { N

—1 si b<t<2b,
My(t + 2b) = My(t).

Se tiene

2 b 2 1
/ e S My (t)dt = / e Stdt — / e Stdt = —(1 — e7")2.
0 0 b §

Entonces



32

_ —bs\2 _ ,—bs
(l—em)” _(=e™ 1o n% (1.13)

‘C(Mb(t)) = 8(1 — 672bs) - 8(1 + e*bs) s 2

Ejercicio. Se quiere encontrar la T. de L. de Hy(t), dado por

Hy(t) =

t si 0<t<b
2b—t st b<t <20,

Hy(t + 2b) = H,y(t).

Para resolver este problema notamos que H, satisface H,(t) = fot M, (T)dr. Esto
es claro si t € [0,2b). Si t > 2b se tiene

t+2b t t+2b
Hb(t + 2b) = Mb(']‘)d’r = / Mb(T)dT + Mb(T)dT
0 0 t
t+2b
= Hb(t) —f— Mb(T)dT.
t
Por lo que hay que probar que
t+2b
My(T)dr =0,

lo cual queda de ejercicio.

1
Aplicando la formula £{ fot f(r)dr} = EF (s), se obtiene de inmediato que

| b
L(Hy(1)) = ~ tanh ES

A continuacién por aplicacién directa de (1.13) se tiene que

11 1,1 (1—e™) 1

£(§ + §Mb(t)) - 5(5 * s(1+ e‘bs)) - s(1+ebs)
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1
Notemos que la funcién Ry(t) := 5 + §Mb(t) queda dada por la siguiente expresion:

1 si 0<t<b
0 si b<t<2b,

Ry(t + 2b) = Ry(t).

Ry(t) =

Usando terminologia de Ingenieria eléctrica decimos que R,(t) es una rectifi-
caciéon de media onda de la funcién M,(t).

Maés generalmente consideremos una funcién f : [0, 00) — R continua a trozos
en el intervalo [0, 2b] y que satisface f(t+b) = —f(t) para t € [0,b) y f(t+ 2b) =

f(t) para todo t > 0. Calculemos la T. de L. de esta funcién. Se tiene primero lo
siguiente.

2b b 2b
/O e sf(t)dt:/o e sf(t)dt+/b e~ (1)t

b b b b
= —st —s(7+b) _ —st _ —sb —st
/0 e f(t)dt + /0 e f(r+b)dr /0 e f(t)dt —e /0 e f(t)dt

=(1- e_bs)/o e S f(t)dt.

A continuacién aplicando la formula para la transformada de una funcién periédi-
ca, obtenemos

F(s) = /O ooestf(t)dt——( 1_2_2%) /0 estf(t)dt—((ll__%;)) /O e f(t)dt,

de donde finalmente obtenemos

1 ’ —st

Sea ahora fi(t) la rectificacién de media onda de f(¢). Evaluemos su T. de L.
Tenemos que esta funcién es 2b periddica, aplicando entonces la formula para la
transformada de una funcién peridédica, obtenemos

F(s) =
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Fi(s) :/OO e S f1(t)dt = (1_—2_21))/0 e S f1(t)dt

0

b g e ) s Fls)
- (1 _ edsb) /0 f(t)dt (1 _ 672Sb)F( ) (1 _ efsb)'

Definamos a continuacién la funcién fo(t) = f1(t—b), donde suponemos f;(7) =
0 para 7 < 0. Entonces se tiene

Fy(s) == L(f2(t)) = L(fi(t=b)) = LU =b)(fr(t=b)) = e " Fi(s) = A= ey
Supongamos finalmente que f3(t) = fi1(¢) + f2(t). Entonces

F3(s) == L(f3(t)) = L(f1(t)) + L(f2(t)) = (1 ]j<j>sb) + ((al_jf(jb))

_d (*1 fiesfj)(s) _ coth(%S)F(s).

La funcién f3 se llama la rectificacién de onda completa de la funcién f.

Ejercicio. Consideremos f(t) = sint. Sabemos que F(s) = — 1 A modo de
s

ejercicio vamos a calcular esta transformada asi como otras aplicando las formulas
anteriores.

Se tiene que f(

t
y f(t+2m) = f(
formula

) = sin t satisface las condiciones f(t+7) = —f(t) parat € [0, 7)
t) para todo t > 0. Podemos calcular su transformada por la

1 s
F(s) = ——— [ e *'sintdt.
) Jo

(1+esm
Como se tiene que

—TS

e
s2+1

?

/ e *sintdt = (e™ + 1)
0

se obtiene
1 1 1

52—1—1:52—1—1'

F(s) =
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La rectificacién de media onda de sint es la funcion

A(t) = sint si 0<t<mw
"TY0 osi o<t <om,

fi(t+2m) = f1(t).

Su transformada es dada por

__F(s) !
Fifs) = (I—e=m)  (I—em)(s2+1)

Evaluemos la T. de L. de la funcion fy(t) = fi(t—m), donde suponemos fi(7) =0
para 7 < 0. Notamos primero que

A0) = {o sio0<t<n

|sint| si 7w <t<2m,

Entonces se tiene

Fi9)i= LU0 = fr s = =

Supongamos finalmente que f5(t) = fi1(t) + f2(t). Entonces es claro que f3(t) =
|sint|, para todo t > 0. Se tiene de las formulas anteriores que

s Coth(%s)
F3(s) = coth(;)F(s) =i

La funcién f3 se llama la rectificaciéon de onda completa de sin ¢.

Por otro lado como la funcién |sint| es m periodica su transformada se puede
calcular directamente por medio de

1 iy
Fy(s) = £(| sint]) = m/O e~ sint|dt,

lo que nos da el mismo resultado.
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Vamos a estudiar ahora una condicién que debe cumplir una funcion F :
[C,0) — R, para ser la T. de L. de una funcién f : [0,00) — R continua a
trozos y de orden exponencial, esto es

If(t)] < Me®" paratodo t>T.

Como en la clase pasada, existe una constante N > 0 tal que
|f(t)] < Ne®®  para todo t>0.

Entonces se tiene

Fs)| =l ®) < [ e polar <N [ et =
0 0 s—C
de donde
lim F(s) =0.

En particular , la funcién no es la T. de LL . de ninguna funcién continua a

s
trozos y de orden exponencial.

A continuacion vamos a estudiar las funciones delta de Dirac.

Consideremos primero el siguiente ejemplo. Sea h? : [0, 00) — R definida por

B (1) = n sl a§t<a+%
e 0 si té¢la,a+ ).

donde a > 0. Entonces para todo b > a + %, se tiene

b a—l—%
/h;;(t)dt:/ ha(t)dt = 1,
0 a

y de aqui

/ he(t)dt = 1.
0
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Notamos que tomando el limite

b 0o

fm [ he()dt=1 vy lfm [ he(t)dt = 1.

Supongamos que se pudiera intercambiar el limite con la integral y llamemos d,(t)
la funcién limite bajo el signo integral, esto es

b
lfm hmm:/lmm t)dt = /5

lfm W@ﬁz/lﬂ@@ﬁz/éMW:L
0 0 0

n—~o0 n—oo

Mostremos a continuacién que tal funcién d,(t) no puede existir. En efecto, como
es inmediato de ver, se tiene que lim h%(t) = 0 excepto en el punto a. De la
n—oo

teoria de integraciéon se sigue entonces que fooo lim Ah%(t)dt = 0, lo que nos da una
n—oo

contradiccion.

Vamos a introducir a continuacién las funciones . Sea g : [0,00) — R una
funciéon continua. Entonces, para n grande, por el teorema del valor medio, se
tiene que

para algun t* € [a,a + %] De aqui, usando la continuidad de g, se tiene

oo a—i—% at—
lim he(t)g(t)dt = lim h(t)g(t)dt = lim n/ g(t)dt = g(a).
n—oo 0 n—oo a n—oo a

Sabemos por lo visto antes que no podemos pasar el limite bajo el signo integral.
Sin embargo podemos pensar asi, el proceso que hemos hecho asigna a cada g
continua su valor g(a). LLamemos A, el operador que manda las funciones g en
su valor en el punto a, esto es A,(g) = g(a). Es facil ver que para o y (3 reales:

Ay(ag + Bh) = (ag + Bh)(a) = ag(a) + Bh(a) = alu(g) + BAL(R).
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esto es el operador A, es lineal. Es costumbre escribir

Por abuso de lenguaje vamos a llamar al simbolo d, una funciéon 4. El operador
A, es lo que se conoce como una distribucion, llamada la distribuciéon de Dirac.
Notemos que si tomamos g(t) = e~** entonces

/ Sa(t)e tdt = e
0

Debido a esto vamos a decir que la T. de L. de la funciéon 9, es e *?, esto es

L(5,) = e~**. En particular si a = 0 entonces denotando §(¢) := dy() se tiene
L(5(t)) = 1. Se tiene también que ,(t) = §(t — a).

Nosotros queremos resolver ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes
con segundo miembro que contiene funciones . Consideremos primero el caso de
la ecuacién

azy” + ary’ + aoy = 0, (t). (1.14)

A una ecuacién como esta le vamos dar el siguiente sentido. Consideramos el
problema

azy” + a1y’ + apy = he(t),

y llamaremos y su solucién. Entonces por solucién de (1.14) vamos a entender
lim y%(t) = y(t). Calculemos entonces y?. Como
n—oo

Ba(t) = n(U(t —a) — U(t —a— ),

n
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tenemos que resolver

1
asy” + a1y +agy =n(U({t —a) —U(t —a — E»

Para simplificar el analisis vamos a suponer ademas que la soluciéon que buscamos
satisface y(0) = 0, ¢'(0) = 0. Llamando Y,,(s) = L(y(t)) y tomando T. de L. en
ambos lados de la ecuacion se obtiene

—sa — (lH—%) 1 — -2)

ass® +ais+ ag)Y,(s :n6 ¢ :e’sa(—e.

(25° )Y, (s) i A
de donde

Y, (s) = e (1—e
" (ags® + ars + ag) =
Como
1—e )
T S

haciendo tender n — oo en la ultima ecuacion, se obtiene

e—sa

Yo(s) = :
(5) (8% 4+ a1 + ap)

(1.15)

Notamos que este resultado se puede obtener también si tomamos T. de L. en
ambos lados de (1.14), usamos que L(d,) = e **, y suponemos que la igualdad se
mantiene, se obtiene

(ags® + aps + ag)Y(s) = e,

de donde se sigue (1.15). Esto nos da un método formal para calcular el correspon-
diente Y, en otros problemas de ecuaciones diferenciales con segundos miembros
que contienen funciones 9, este método consiste en tratar esta funciéon 6 como una
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funcién ordinaria cuando se aplica T. de L. Aplicando Transformada inversa obten-
emos y(t) = L71(Ys(s)). Finalmente hay que demostrar que lim y%(t) = y(t).

Ejemplo. Resolvamos:

v +ay = 46(t — 27)
y(0)=1  ¢(0)=0
Aplicando T. de L.:

s?Y (5) — sy(0) — /' (0) +4Y (s) = 47

s*Y (5) +4Y (s) = s + e 2"

e—257r

L.
m) = 551112(15 —2mU(t — 27),

LY

de donde
y(t) = cos 2t + 2sin 2t U (t — 2m).

Ejemplo. Consideremos los dos problemas
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my” + k*y =0
y(0)=0  %(0) =

my” + k*y = pod(t)
y(0)=0  y(0)=0.

Vamos a probar que ambos problemas tienen la misma solucién si py = muvy. La
solucion del primer problema es inmediata

k k
y(t) = Asin —t + B cos —t

Jm m

que aplicando las condiciones iniciales nos da

i) = s

Para encontrar la solucién del segundo problema aplicamos T. de L.

ms®Y (s) + k*Y (s) = po

k
Po Do vm

Y pu— pumm .
(s) ms? + k% kyms? + (2=)?

(1.16)

De aqui, usando que pg = muvgy, obtenemos
k k
(1) = 2 sin(—p) = VT

vm

i

Volvamos ahora al problema

any™ 4 an 1y + L ay Fagy = g(t) (1.17)
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con las condiciones iniciales

y(0) =c1, ¥'(0) = ca, ... ,y(”_l)(()) = Cp,

y donde ¢ es una funcién que admite T. de L. , con

ag, a1, ...,0, Y Co,-..,C, constantes reales.

Vimos que aplicando la T. L. a ambos miembros nos daba

P(s)Y (s) + Q(s) = G(s).

donde

P(8) = aps" + ap_18""1 + ...+ a5+ ag

(polinomio caracteristico) y Q(s) es un polinomio de grado s~ ! en s, funcién de
las condiciones iniciales. Despejando Y'(s), se obtiene

Vamos a suponer que las condiciones iniciales son todas cero, esto implica que
Q(s) =0, por lo que

donde W (s) = . La funcién W se llama funcion de transferencia. Si ponemos

P(s)

entonces
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y(t) = LY (5)) = (w* g)(t) = / w(r)g(t — )dr. (1.18)

Una notacién corriente en Ingenieria es llamar a la funcién g¢(t), funcién de
entrada del sistema e y(t) respuesta o salida del sistema. La funcién w(t) se llama
funcién peso del sistema y depende solamente de los coeficientes aq, - - - ,a,. En
este contexto (1.18) se llama la formula de Duhamel.

Volvamos ahora a la formula

que corresponde a la T. de L. de la respuesta y(t) = w(t) = L71(W(s)) del
siguiente problema

any™ + any™ Y+ 4 ary + agy = (1) (1.20)

y(0) =0, ¥'(0)=0,...,y"Y(0) = 0. (1.21)

Es por esto que w(s) también se le llama la respuesta a un impulso unitario.

Miremos ahora el siguiente problema. Supongamos que sabemos que un fenémeno
de Ingenieria es modelado por una ecuacién de la forma (1.17), pero no conocemos
las constantes aq, - - - ,a,. La pregunta es si se puede determinar la funcién peso
del sistema por medio de excitaciones convenientes. Procedemos de la siguiente
forma: tomamos g(t) = U(t), y consideremos el siguiente problema

any™ 4 an 1y + L ary Fagy = U(1)
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1
Sabemos que en este caso G(s) = L(U(t)) = — y por lo tanto
s

Tomando transformada inversa y llamando h(t) = L7'(Yy(s)) la respuesta a la
excitacién U(t) se tiene

y por lo tanto w(t) = h/(t), quedando entonces determinada la funcién peso si se
conoce h'(t).
Con esto, de (1.18), la respuesta a una funcién g general es dada por

y(t) = /0 B (r)g(t — 7)dr.

Ejercicio. Sea f : [0, 00) +— oo definida por

f&)=n si n—1<t<n, nelN

Encuentre la T. de L. de esta funcién y después resuelva la ecuacion

y'+ Ry =f(t), y(0)=0, y(0)=0.

Empecemos evaluando la T. de L. de f. Se tiene que esta funcién se puede
escribir como

J() =S Ut —n).

n=0

Aplicando T. de L. se tiene



LF) =D LUE-n) = 6:" _ %Z o

e 59 = e—s(n—‘rl)’
n=0
y por lo tanto
S—e?*S=1,
de donde
1
S = ,
1—es
y finalmente
L) =
Cos(1—es)

Para resolver la ecuacién diferencial usamos T. de L.. Se tiene

2 2 _ 1
(S +k )Y(S) - S(l —678)’
de donde
1 1 1 1 )
Y(s) = s(s?2 + k2)(1 —e9) - (s2 4+ k%) s(1 —e™) - %E(sm ROL(F(2)).

Tomando transformada inversa

45
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y(t) = £V (5) = ¢ / £(r) sin(k(t - 7))dr.

Reemplazando la serie para f(t)

Yty = £V (5) = ¢ /0 sin(k(t — ) Y U(r — n)dr

n=0

/O sin(k(t — 7))U (7 — n)dr.

| =

9]
n=0

Termine este problema evaluando la integral y dando una formula para y(t).
Vamos a resolver este problema de otra forma, para ilustrar nuestros métodos.
Considerando el problema

w’' + k*w=46(t), w(0)=0, w'(0)=0,

sabemos de (1.16) que la T. de L. es

de donde .
w(t) = z sin kt.

De aqui y de la formula de Duhamel
t 1 t
y(t) = —/ sinkr f(t — 7)dr — —/ sin k(t — 7) f(7)dr,
k Jo k Jo
y hemos vuelto a la formula obtenida antes.
Ejercicio. Consideremos el siguiente problema

y =6(t—a), y(0)=0, a=0.



47

Aplicando T. de L.

sY(s) =e*,
de donde
67804
Y =
() ==
Tomando transformada inversa
y(t) =U(t — a)

Formalmente

d
EU(t—a) =4(t —a).

Esta formula no tiene sentido aqui, pero si en teoria de distribuciones. Sin embargo
si uno aplica T. de L. a ambos miembros obtiene una identidad.

A manera de introduccion a nuestra préximo seccién consideremos el siguiente
problema.

Ejercicio. Resuelva, usando T. de L., el sistema de ecuaciones

2} = 102, — b

ac/Q = 8xr1; — 12x,.

Aplicamos T. de L. a cada ecuacion

que se escribe como
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(s —10) X1 (s) + 5Xa(s) = z1(0)
—8X1(s) + (s + 12) Xa(s) = 22(0).

Resolviendo este sistema, obtenemos

(s 4+ 12)x1(0) — b4 (0)

X = s 1 £ 40

~ 8x1(0) + (s — 10)z2(0)
Xel8) = 0 s 12) 1 40

Notando que (s — 10)(s + 12) + 40 = s* + 2s — 80 = (s — 8)(s + 10) el sistema lo
podemos escribir como

_ =) +12) 52(0)
Xi(s) = (s—8)(s+10) (s —8)(s+10)’
Xy(s) = —01(0) 22(0)(s — 10)

(5s—8)(s+10) ' (s—8)(s + 10)’

Usando fracciones parciales

10 1 5x9(0), 1 1
X = 0 — — —
18) =G =g ~ o510 ~ 18 s=8 s+10)
y agrupando
102,(0 525(0 1 z1(0 525(0 1
Xl(s):( 1()_ 2( )) — _( 1()_ 2( )) )
9 18 "s—38 9 18 "s+10
Tomando transformada inversa
1
Jil(t> _ ( OZEl(O) i 5x2(0))68t . (1'1(0) o 51’2(0))6—1015.

9 18 9 18

El resto de ejercicio.



