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1. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN.

1.1.  Considere el siguiente problema de Control Optimo:

minlxz(T) + l/T 242 + udt
2 2/ 1

sujeto a :
¥ =x+u,z(0) =1z

Este problema consiste en encontrar la funcién u(t) que minimiza el funcional
objetivo. Este problema se puede resolver entre otros métodos, mediante Progra-
macion Dindmica. En este caso se debe resolver la ecuacion en derivadas parciales
de Hamilton-Jacobi-Bellman:

v + Igleag%(((x +a)V,v — E(Zx +a%))=0

Con condicién de borde:

1
v(x,T) = —551;2

a) Pruebe que la EDP admite soluciones de la forma K (t)z?, donde K(t) es
solucién de la ecuacién de Ricatti: K/ + 2K? + 2K — g = 0, con condicién final:
K(T)=—3

b)Resuelva la ecuacién de Ricatti para K (t) y luego, sabiendo que el control
éptimo estd dado por u(t) = 2z(t)K(t), encuentre una expresiéon para la trayec-

toria éptima x(t).
Solucién:

a) Sea v(x,t) = K(t)z?. Entonces las derivadas parciales son:

ov(z,t) _ dK(t) ,

ot a "
1




ov(z,t)
Ox

=2K(t)x
Antes de reemplazar las derivadas parciales, notar que el valor maximo de:

rglea%((x +a)Vv — §<Z_lx +a))

se alcanza cuando a = V,v. Reemplazando esto y las derivadas parciales en la
EDP resulta:

2 AK(1) 2 5y _

La condicién de borde entrega la condicin final para la ecuacién de Riccati:

o(z,T) = K(T)2* = _%gﬂ L K(T) = _%

b) La EDO de Ricatti es: 68 = 2 (t)2 — 2K (t) + 3

El procedimiento para resolver este tipo de EDO dice que hay que encontrar una
solucion particular de esta EDO. Debido a que los coeficientes son constantes, se
tantea una solucién particular de la forma K,(t) = C, K,(t)’ = 0. Para encontrar
C se debe resolver la ecuacion de segundo orden:

202+20—§:0

Cuyas raices son: C; = =2,y Cp = 1.
Escogiendo K, (t) = 1, se realiza el cambio de variable:

(1) = (1) — Fyt) = K () — 1. =(1) = K (1)

La EDO queda ahora del tipo Bernoulli:

2 43z =222

2722 4+ 3271 =-2

Aplicando el cambio de variable w(t) = 27! w(t)’ = —2722/, resulta la siguiente
EDO lineal:



La solucién de la EDO lineal es:

2
t)=Ce® — =
w(t) =Ce” — 3

La soluciéon de la EDO de Bernoulli es:
1

2(t) = Co 2 %

La solucién de la EDO de Ricatti es:

K(t) = —

1
C’e3t—§+é_l

= —% y se encuentra la constante de

Se aplica ahora la condicién final K(T') =

integracién C' = —%e*ST. Finalmente la solucién del problema de Ricatti con

condicién terminal es:

1 1

K(t) = + -
( ) _%(63(t—T) + 1) 4

Se sabe que u(t) = 2z(t) K (t). Al reemplazar esto en la EDO para x(t) resulta
la EDO de primer orden lineal homogenea (variables separables) :

z(t) — z(t) = u(t) = 2x(t) K (1)
z(t) + (=1 —=2K(t))x(t) =0
Cuya solucién es:

z(t) = w(o)eRg(HzK(t))dt

2. ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN HOMOGENEAS.

2.1.  Considere la EDO de segundo orden lineal homogenea:

y' +pt)y +qt)y=0



a) Demuestre que el W(t) = W (yy,y)(t) de dos soluciones y(t), y1(t) de la EDO
satisface:

W(t) = Co- PO

b) Encuentre a continuacién una expresién para %(;1(—3)) en términos de W(t)

e y1(t). A partir de aqui y de a) encuentre finalmente y(¢) en términos de y; ().
¢) Ocupando la parte anterior, resuelva la siguiente EDO:
(1—a2%)y" + 22y —2y=0
Sabiendo que y(x) = —x es solucién de la EDO.
Solucién:

a) Se sabe que y(t), y1(t) son soluciones de la EDO de segundo orden. Entonces
se deben cumplir las siguientes ecuaciones:

y' +pt)y +qt)y=0

i + o)y + q(t)yr =0
Al multiplicar la primera ecuacién por y; y la segunda por y(t) y restarlas
queda:

Yy —yiy + p(t) (Y — vhy) =0
Por otro lado el Wronskiano es igual a:

W(t) = W(yr,y)(t) = det { zfi Z/ ] =y —y =W =y"n -y

Al reemplazar entonces W (t), W'(t) resulta:

W) +p&)W(t) =0
La cual es una EDO del tipo lineal homogenea de primer orden. La solucion de
esta EDO (es tambien variables separables):

W(t) = C'e_R p(t)dt
b)
d ( v, _ Yy s Wipy) _ Ce P04
dt yi(t) Y Y3 2




Integrando:

R
t —  p(t)dt
vl _ / e
Y1 () Y1 (t)
Finalmente se obtiene:

y2(t)

A\

7z n
— p(t)dt

y@w=0m@y/faﬁﬁ—+0wmw

c¢) Lo primero es normalizar la EDO:

2z - 2 =0

R N ()

Tomando y;(z) = —x, p(r) = (139;2) = [ (1322)0&: = —In(1 — 2?)

Reemplazando en el resultado de la parte b):

In(1—z2) 1
y(t) = C’x/ 6(_—x)2dx + Cyr = C’x/(ﬁ —D)da + Cyz = Ca(—~" — 2) + Cox

Finalmente:
y(t) = O(—=1 — 2?) + Cox

2.2. Sea VU una funcién definida en R con ¥’ continua en . Si V(0) = 1y
U’'(0) = 0, se pide encontrar ¥ que satisface las siguientes ecuaciones diferenciales:

UV'+ M(1—-RW=0 paraz<0
" — MRU =0 para0 <z <1 (2.1)
V' +M(1—-RW¥ =0 paral <z

Solucién:
Cuando z € (—00,0], Uy(x) = cicos(y/ M (1 — R)x) + casin(y/ M (1 — R)z)

Cuando z € (0, 1], Uy(z) = czeVMEr 4 e VMEe
Cuando z € (1,00), V3(z) = cscos(\/ M (1 — R)z) + cgsin(y/M(1 — R)x)

Las derivadas de estas funciones son:

Uy (z) = /M(1— R)(—cysin(/M(1 — R)x) + cacos(n/ M (1 — R)z))



Uy(2) = VMR(cseV MR — ¢ye= VMR
U3(z) =/ M(1 = R)(—cssin(v/M(1 — R)z) + cscos(r/M(1 — R)z))

Se aplica ahora las condiciones iniciales:
\111(0):1:>01:1
Vi(0)=0=c=0

= Uy (x) = cos(v/M(1 — R)x)

\112(0)21:>63+C4:1
U0)=0=c3—c4,=0

1, =& VR
= Uy(x) = 5(6 MRz 4 e=VMEDY — cosh(v M Rx)

Ahora se aplican condiciones de continuidad y diferenciabilidad:
Us3(1) = Wy(1) = cscos(y/M(1 — R)) + cgsin(/M(1 — R)) = cosh(VMR)

Ui(l) = Uh(l) = /M(1 — R)(—cssin(/M(1 — R)) + cgcos(n/M(1 — R))) =
VM Rsenh(v/MR)

= Ws3(x) = cscos(v/ M (1 — R)x) + cgsin(y/ M (1 — R)x)

donde:

v M

cs = cosh(VMR)cos®(/M(1 — R))——Rsenh(\/ MR)sen(2y/M(1 — R))

2,/M(1 — R)

v M

cg = cosh(VMR)sen(y/M(1 — R)) + W}%msenh(v MR)cos(n/M(1 — R))

2.3. Encuentre la solucién de la ecuacién:

a’?yvii —|-(16in _|_a5yv +a4yiv +a3y//l+a2y/ +ay/ +y =0 (22)

que satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, y(0) = ‘2/—3 y la condicién de
estabilidad: limy;_. y(t) =0, a <0

Solucién:



Sea y(t) = e™ | entonces:

am”+a*m® +a®m® +atmt* + EmP+PmP+am+1=0

Esto es equivalente a:

con p =am

Entonces:

- i 1=(am)® _ [(am)! +1][(am)? + 1][(am) + 1][(am) — 1]
;(‘m 1 (am) [(am) — 1]

=
1 T4 1 (V2 V2
ml—mm =4 m1—5(7+7@>
1 T _1(v2 V2
e a<2+22)

us
my=—e 1t &
lal
_1(v2 V2
my = a<2 2Z)

de (am)? + 1 = 0 se obtiene:

ms = —i, meg = ——1

de (am) + 1 = 0 se obtiene:



2t 2t 2t 2t
y(t) = e%[clcos (—\g; ) + cy5in (—\g; )] —i—e*%[c;&cos (—\g; > + cy8in (—\g; )]
1 . 1 J
+cscos | —t ) +cgsin | —t | +cre @
a a

Aplicando las condiciones del problema:

limy o y(t) =0 = @=c=cs=c=cr=0
y0)=1 = =1

WOy =2 & Y0y =Lete)=E > =0

Finalmente la Solucién del problemas es:

vz V2
t) =e2! ¢
y(t) =-e cos<2a>

2.4. Sea A > 0 en el problema:
y ™ =y =0
Estudie si existen valores de A para los cuales el problema tiene solucién no
trivial.

Solucién:

El polinomio caracterstico: p(m) = m* — X se puede factorizar de la forma:
p(m) = (m? — VN)(m? + V) = (m — VA (m + VA) (m? + V) =0
Entonces la solucion de la EDO es:
y(t) = cre” VM4 eV ¢, cos(VAt) + ¢4 sin(V/At)

Las derivadas son:



Y (t) = VA(—cre” VX L eV sin(V/At) + ¢4 cos(VAL))
Yy (1) = VA(cre™ VA 4 ey VM cos(VAt) — ¢gsin(VAL))
Ahora se imponen las condiciones iniciales y condicién terminal:
y(0)=0=c1+cx+c3=0
Y(0)=0=—c1+c+c=0
y'(0)=0=>c1+ca—c3=0
y(1)=0= crem A 4 e e cos(VA) + ¢4 sin(VA) = 0

de la primera y tercera ecuacién = c3 = 0

., 4
c1 = —Cg, ¢4 = —2cy, al poner esto en la cuarta ecuaciéon = 02(senh(\/X) —

sen(v/A)) = 0.

Como ¢y debe ser distinto de cero para no tener la solucién trivial, se debe

cumplir que :

senh(V\) = sen(V/)

Lo cual solo se cumple para A = 0.



