2. PROPIEDADES GENERALES DE LA ECUACIéN LINEAL DE ORDEN n
La ecuacién diferencial lineal de orden n més general tiene la forma
an (Y™ + an_1 ()Y + - a ()Y + ao(t)y = g(t). (2.1)

Si g(t) = 0 diremos que esta ecuacién es homogénea y no homogénea en caso
contrario.

Vamos a suponer de ahora en adelante la siguiente hipdtesis.

(Hy) Las funciones coeficientes a;, i = 0,--- ,n, y la funcion g estdn definidas en
un intervalo comin I, donde son continuas. Ademds a,(t) # 0, para todo t € I.

Definicién 2.1. Sean fi,..., fu, n funciones definidas en un intervalo comin I.
Decimos que estas funciones son linealmente dependientes en I si existen con-
stantes ¢q,- -+ , ¢, no todas nulas tal que

afilt)+---+cufu(t)=0 paratodo te€l.

Decimos que fi,-- -, f, son linealmente independientes si
cfilt)+ -+ cufat) =0 paratodo tel

implica que ¢y = ¢y = ... = ¢, = 0.

Ejemplo.
A=t falt) =[t]

Es inmediato ver que {fi, fo} es un conjunto linealmente dependiente en el inter-
valo [0,00). Sin embargo estas mismas funciones son linealmente independientes
en el intervalo (—oo, 4+00).

Ejemplo. Las funciones

fi(t) = coskt, fo(t) =sinkt, k #0,

son linealmente independientes en cualquier intervalo I. En efecto, supongamos
que

c1fi(t) + cafa(t) =0 paratodo te€ .
Como tenemos una identidad podemos derivar, obteniendo

c1fi(t) + cafs(t) =0 paratodo te€ .
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Reemplazando, se tiene el sistema de ecuaciones
cpcoskt + cysinkt =0
—ciksin kt + cok cos kt = 0.

Como el determinante de los coeficientes es no nulo implica que ¢; = ¢ = 0.
Entonces la funciones {cos(k -),sin(k -)} son linealmente independientes en el
intervalo I.

Maés generalmente tenemos

Teorema 2.1. Sean f1,...,f., n funciones definidas en un intervalo I, donde cada
una de ellas posee hasta la derivada n — 1. Si el determinante

flgtog fngtog
filte) - fulto
1; : : 7& 07 (22)
[0 o S ()
para algin ty € I, entonces {f1, -, fn} son linealmente independientes en ese
intervalo.
Definicién 2.2. La funcion determinante
N
[ S
W(fla"' 7fn)<t>: : : :
ORI 0
se llama el Wronskiano de las funciones fy,---, f, en L

Demostracion del Teorema 2.1. Por contradiccién, supongamos que existe un pun-
to tg € I tal que (2.2) es cierta y que fi,--- , f, son linealmente dependientes en
1. Existen entonces constantes ¢y, - - - , ¢,, no todas nulas, tal que

n

Y afit)=0 Vtel

i=1
Derivando n — 1 veces se obtiene

n

Zcifz‘,<t):0 Vitel

=1

n

e t)y=0 Vtel

=1



Estas ecuaciones las podemos escribir como el sistema

f (t) fn(t) C1
fi(t) fa(t) ¢
) =0,
A0 - 0 ) e
para cada t € I. En particular para t = ty, asi
filto) -+ fulto) c1
fitto) -+ [filto) Ca
: : : : =0.
A7) o B ) N e

Pero este sistema de ecuaciones tiene una solucién no trivial, entonces el deter-
minante de los coeficientes debe ser cero, esto es W(f1, -, fn)(to) = 0, que es
una contradiccion B

Corolario 2.1. Sean fi,---, f. n funciones linealmente dependientes en I, en-
tonces

W(f, -, f)t)=0 Vtel

Ejemplo. Sean mq, mo, m3 tres nimeros reales distintos entre si y consideremos
las funciones

fi(t) = €™t fo(t) = €™, fi(t) = ™.

Afirmamos que estas funciones son linealmente independientes en R. Para ver esto
consideremos el wronskiano

mit mat ms3t

(& (& (&

W(fla f27f3)(t) - mlemlt m2€m2t m3em3t

mie™t miem2t miemst
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_ e(m1+m2+m3)t mi me Mg
mi mj m3
Por lo tanto
W (f1, fa, f3)(t) = —e™ 2430 (my — mg) (ma — ma)(ms — ma).

El resultado se sigue entonces del Teorema 2.1.

Volvamos ahora a la ecuacién diferencial lineal de orden n (2.1).

an()y™ + -+ ar(t)y + aolt)y = g(t),

para la cual suponemos que se satisface la hip6tesis (H;). Esta ecuacién la vamos
a escribir equivalentemente como

con la convencién y©(t) = y(t).

Proposicién 2.1. (Principio de Superposicion.) Sean y; - - - yx, k soluciones de la
ecuacion homogenea

Z a;(t)y? =0 en I (2.4)
i=0

Entonces la combinacion lineal

Y(t) = Z ciyi(t),

donde los ¢;, 1 =1,--- , k son constantes, es también una solucion de la ecuacion
homogenea en 1.



Demostracion. Se tiene
n

S a;tyV() =0 e ) X cy ()

=0

=6 aty” () =0.

J/

g

=0

Ejemplo. Consideremos la ecuacion
y// + kJQ y = 0

Sabemos que y;(t) = coskt , yo(t) = sinkt son dos soluciones de esta ecuacién
definidas en R, que son linealmente independientes en este intervalo. Formemos

Y (t) = ¢y coskt 4 cosin kt,

entonces Y es también solucion. Podemos verificar esto directamente, derivando
se tiene

Y'(t) + k*Y (t) = —k*(cicoskt + cysinkt) + k*(cy cos kt + co sin kt)
= ¢ (k? coskt — k? cos kt) + co(k* sin kt — k* sin kt) = 0.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion
y' — Ky =0.
Entonces
p(t) =€ p(t) =,

son dos soluciones linealmente independientes de esta ecuacion en R. De la proposi-
cion 2.4, se tiene que

Y (t) = ciyn(t) + caa(?)
es también es solucidn.

A continuacion vamos a estudiar un problema importante que llamamos prob-
lema con condicién inicial para la ecuacién diferencial (2.1) o equivalentemente
ecuacién (2.3). Este problema se escribe como

([ ) an(t)y(n)+"'+a1<t)y/+ao<t>y:g<t)
! y(to) = c1, ¥ (to) = ca,- -+ 7yn—1(t0) = ¢,

donde suponemos que las constantes ci,--- ,c, y tg € I son datos del problema y
que se satisface la condicién (Hy).



En este problema se quiere encontrar una funciéon y definida en un intervalo
(que segun se vera va a coincidir con 1), que tenga n derivadas en I, que satisface
la ecuacién para cada t € I y las condiciones iniciales en t.

Por ejemplo para el caso n = 2 este problema se reduce a

az(t)y" + ai(t)y’ + ao(t)y = 0,
(%) {y(to) =c1, ¥Y(t) = co.

Para el problema (1,,) se tiene el siguiente resultado general.

Teorema 2.2. Sean ao(t),--- ,a,(t),9(t), funciones continuas en un intervalo I
tal que a,(t) # 0 para todo t € I. Sea ty € I, entonces el problema con condicion
inicial (I,,) tiene una unica solucion definida en el intervalo I.

Este teorema asegura dos cosas: la existencia de una funcién (solucién) que
satisface la ecuacién diferencial (en I) y las condiciones iniciales y ademds que
ella es dnica.

No vamos a demostrar este teorema todavia, pero lo haremos mas adelante,
como un caso particular, cuando tratemos sistemas de ecuaciones diferenciales.

A continuacién y como consecuencia de este teorema vamos a estudiar algu-
nas propiedades de la ecuacién homogenea lineal de orden n (2.4). Primero una
consecuencia inmediata de este teorema.

Corolario 2.2. La funcion y = 0, en I, es la unica solucion de la ecuacion
homogenea (2.4) que satisface las condiciones iniciales

y(tO) = 07 y/(tO) = 07 e 7yn_1(t0) = 07

y la llamamos la solucion trivial.

Note que la solucién trivial siempre satisface ecuacién homogenea (2.4).

Teorema 2.3. Sean {y; - - - y,} n soluciones de la ecuacion diferencial (2.4) definidas
en I. Entonces {y1---yn} es un conjunto de soluciones linealmente independi-
entes, st y solo si

Wy ---yn)t) £0,  Viel

Demostracion. Si es el caso que W (y; -+ y,)(t) # 0 para todo t € I, entonces por
Teorema 2.1 se tiene que {y; - - - y, } son funciones linealmente independientes.
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Supongamos que {y; - - -y, } son soluciones linealmente independientes de (2.4).
Queremos probar que W(y; - --y,)(t) # 0 para todo t € I. Para demostrar esto,
vamos a probar equivalentemente que

Wy - ya)(te) =0,  para algtin to € I, (2.5)

implica que {y; - - -y, } son linealmente dependientes en I. Supongamos entonces
(2.5) y formemos el sistema de n ecuaciones algebraicas

yi(to) -+ wn(to) €1
yi(to) -+ wn(to) t 1 =0. (2.6)
Y (to) oy (t)] e,

De (2.5) y Algebra Lineal se tiene que el sistema algebraico (2.6) tiene una solucién

&

£0

Cn
Esto es una solucién donde no todos los ¢}s son nulos. Formemos entonces
Y(t) := i (t) + - - + cryn(t). (2.7)

Por el principio de superposicién como ; (t) - - - y,(t) son soluciones, Y (¢) también
lo es. Ademas se satisface

Y(te) =0, Y'(to) =0, --- Y" Ht,) =0

Pero entonces, por el Corolario 2.2, se debe tener que
Y(t)=0, Vitel,
que de (2.7), nos da
ayr(t) + -+ cuyn(t) =0, vVt el

con ¢1 - - - ¢, no todas nulas. Esto significa que {y; - - -y, } son linealmente depen-
dientes en /. W

Teorema 2.4. Sean {y,---yn} n soluciones linealmente independientes de la
ecuacion homogenea (2.4). Sea también Z(t) otra solucion cualquiera de esta
ecuacion. Entonces existen constantes ¢y - - - ¢y, tal que

Z(t) = Z Ciyi(t)'

Demostracion. Sea ty, € I y consideremos el sistema algebraico
yi(to) - Yn(to) 01 Z(to)
; : L= Z) | (2.8)
n— n— (n—1)
yIte) oy V)| Lo 1207V ()
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Como el determinante de los coeficientes de este sistema, que es el wronskiano

yi(to) - yalto)
W(yr+ - yn)(to) = det : e : # 0,
V() V(o)

(las soluciones son linealmente independientes) se tiene de Algebra Lineal que este
sistema tiene una unica solucion.
Llamemos (p; - - - pn) a esta solucién y consideremos la funcién

G(t) = prya(t) + -+ + puyn(t)
Es claro que G es soluciéon de (2.4) y que considerando (2.8) satisface en tg
G(to) = Z(to), G/<t0) - Z/(to), e ,G(n_l)(to) == Z(n_l) (to)

Por Teorema 2.2 (parte de unicidad), se debe tener que
Z(t)=Gt)=> pyi(t) Vtel
i=1

Se concluye la demostracion definiendo ¢; = p;, t=1---n. A

Hasta el momento hemos supuesto que existe un conjunto de soluciones lineal-
mente independientes {y; - - - y,,} de la ecuacién (2.4). Vamos a verificar que esto
es asi en el siguiente teorema.

Teorema 2.5. La ecuacion (2.4) tiene un conjunto de soluciones {y1---yn} que
son linealmente independientes en el intervalo 1.

Demostracion. Para cada ¢ = 1---n, consideremos el problema con condicién
inicial,

an(t)y™ + -+ ar()y + ao(t)y =0
y(to) — O’ e ,y(i_l)(to) — 1’ e ’y(n_l) (to) — 0’

donde ty € I es fijo. Por el Teorema (2.2), de existencia y unicidad, se tiene que
este problema tiene una tnica solucién definida en el intervalo /. Llamemos y; a
esta solucién.

Vamos a probar que este conjunto {y; - - -y, } es linealmente independientes en
el intervalo . Para esto basta probar que

W(yr -+ yn)(to) # 0,



para algun ty € I. Se tiene

wl) ) )
Wi m)t) =det | & o i)
i) ) e u)
1 0 - 0]
Caetlo 1 el o
o 0 i

Por lo tanto, del Teorema 2.1, {y; ...y,} son linealmente independientes en I.

A continuacion estudiamos la estructura del espacio de soluciones de la ecuacién

(2.4).
Sea S el conjunto de todas las funciones y : I +— R que son solucion de la
ecuacion (2.4), esto es
S={y:I— R |y essolucién de (2.4)}.

Notemos que si «, 3 son escalares reales e y; € S, y» € S, entonces ay; + Bys € S,
ya que cualquier combinacién lineal de soluciones es solucion, por el principio de
superposicion. Ademas claramente la solucion trivial esta en S.

Este argumento nos dice que S tiene la estructura de un espacio vectorial (es-
pacio lineal). Mas atin, Teorema (2.4) nos dice que dim & = n. Asi, hemos de-
mostrado.

Teorema 2.6. El conjunto de soluciones S de la ecuacion (2.4) es un espacio
vectorial de dimension n.

Una base de soluciones en este espacio esta formada por cualquier conjunto de
n soluciones linealmente independientes.

Por ejemplo, en el caso de la ecuacion
y// + ka =0

una base de soluciones queda dada por {y1, y2} donde y; (t) = cos kt, yo(t) = sin kt.
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Sea {y1...y,} una base de soluciones de la ecuacién (2.4). Entonces sabemos
que para cualquier solucion y, existen constantes c; ... c, tal que

y(t) = (t) + . ..+ cryn(t).

Por esta razon la expresiéon

y(t) = iy (t) + ... + cayn(t),

donde ahora ¢y ...c, son constantes arbitrarias, la llamamos la solucion general
de la ecuacion homogenea (2.4) (méas adelante la denotaremos por y(t)).

Ejemplo. Consideremos el problema
y" —6y" + 11y — 6y = 0.

Queremos encontrar un conjunto de tres soluciones linealmente independientes, es
decir una base de soluciones de esta ecuacién. Intentamos soluciones de la forma

y(t) = e
Derivando y substituyendo en la ecuacién, se tiene
(@® —6a” +1la—6)e* =0 VteR,
por lo que
a® —6a* +1la—6=0.
Se tiene que a; = 1, g = 2, v a3 = 3 son raices de esta ecuacion, ellas dan origen
a las tres soluciones

_ it 2t _ 3t
yl(t) =€, yQ(t) =€, ?/3(” =e .
Como aq, ag, az son distintas entre si, sabemos que son linealmente independientes
en R. En consecuencia la solucion general de la ecuacion diferencial es dada por

y(t) = cre’ + cae® + cze™,

con ¢y, Cy y c3 constantes arbitrarias.

Consideremos ahora la ecuacién no homogenea (2.3)
n
> ait)y™ = g(b),
i=0
para la cual como en el caso de la ecuacién homogenea queremos encontrar una
representacion para la solucion general. La ecuaciéon homogenea asociada a esta

ecuacion es
n

Z az‘(t)y(i) = 0.

i=0
Sea {y ---,y,} una base de soluciones de esta ecuacién. y supongamos que por
algin método hemos encontrado una soluciéon de la ecuaciéon no homogenea que
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llamamos ¥,, por solucién particular. Sea también y una solucién cualquiera de
la ecuacién no homogenea y definamos una funcién z por z(t) := y(t) — y,(t.) Se

tiene que
>_ a2Vt = D aitly? (1) = 3 ey, () = g(t) - g() = 0.

Entonces z es solucién de la ecuacion homogenea y por lo tanto existen constantes
n ’
1, ,Cn, tal que 2(t) = Y1 cy;(t). De aqui,
n

y(t) = cai(t) + (),
i=0
expresion que llamamos la solucion general de la ecuacién no homogenea. Recono-
ciendo que la expresién Y ., ¢;y;(t) es lo que hemos llamado la solucién general de
la ecuacién homogenea, la llamaremos de ahora en adelante y;. Se tiene entonces
que la solucién general de la ecuacién no homogenea se puede escribir como

y(t) = yn(t) + yp(1).

Ejemplo. Consideremos la ecuacion diferencial
y" — 6y" + 11y — 6y = 3t, (2.9)

y llamemos y a la solucién general de esta ecuacion. La ecuacion homogenea
asociada es
y" —6y" + 11y — 6y =0,

y sabemos que su solucion general queda dada por
Un(t) = cre' + cae® + cze™,

donde ¢y, ¢o, c3 son constantes arbitrarias. Falta conocer y,(t), la cual vamos a
encontrar en forma artesanal. Suponemos que y,(t) = At + B. Reemplazando en
la ecuacion diferencial (2.9), nos da un par de ecuaciones algebraicas de las cuales

determinamos A y B. Efectuando los célculos se obtiene A = —% y B = —%.
Entonces, la solucién general de la ecuacién (2.9) es
1, 11
P 2 Bt _ 1y 15
y(t) = cre’ + e + ¢ SED

3. ECUACION DE SEGUNDO ORDEN HOMOGENEA

En esta seccién queremos aplicar la teoria de la seccion anterior a la ecuacion
diferencial

as(t)y” + ar(t)y' + ao(t)y = 0, (3.1)

donde ay, a1, ag son funciones continuas en un intervalo I, con ay(t) # 0 para todo
t € I, es decir se cumple la condicién (H).
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De acuerdo a lo visto para encontrar la solucién general de la ecuacién (3.1)

tenemos que encontrar dos soluciones linealmente independientes, es decir una
base de soluciones para esta ecuacion. Consideremos dos ejemplos.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion

t2y" + 8ty +12y =0, t € (0,+o0).

Intentamos soluciones de la forma y(t) = t™. Derivando

y'(t) = mt™ !, y'(t) =m(m — 1)t™ 2
y formando el lado izquierdo de la ecuacién, se obtiene que

2y + 8ty + 12y

m(m — D)™ + 8tmt™ " + 12t™
= (m(m—1)+8m + 12)t™.

De aqui que y(t) = t" sera solucién si

mm—1)+8m+12=m*+Tm+12=(m+3)(m+4) =0
Este polinomio tiene las dos raices,

mp = —3, meo — —4,

lo que nos da las dos soluciones linealmente independientes

yi(t) =t yt)=t",

con lo que la solucion general de la ecuacion es

y(t) = Cit =3 + Cot ™.

Consideremos a continuaciéon un ejemplo donde el método anterior nos da solo
una solucion.
Ejemplo. Consideremos la ecuacion
t2y" — 3ty + 4y = 0,

t € (0,+00).

Como antes intentamos soluciones de la forma y(t) = t™. Derivando, se tiene que

y'(t) = mt™ !, y'(t) = m(m — 1)t™ 2
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Formando el lado izquierdo de la ecuacién
t =3ty +4y = t*m(m — D™ 2 = 3tmt™ 1 4 4™
= (m(m—1)—=3m+4)t™.
De aqui que y(t) = t™ sera solucién si
m(m —1) —3m+4=(m—2)*=0.

Este polinomio tiene una raiz con multiplicidad 2,

mio = 2,

lo que nos da solo una solucién de la ecuacién y; (t) = ¢2.

Para completar la base tenemos entonces que usar otro método el cual lo vamos
a explicar para el caso general.

Partimos de la ecuacién (3.1) que escribimos en la forma:

y'+ Pty +Qt)y=0 (3.2)
donde 0 0
P = v Q=

Suponemos que se conoce una solucion y; de este problema y queremos completar
la base.

Por condiciones técnicas vamos a suponer también que y;(t) # 0 para todo
€ I. Si esta condicién no se satisface entonces el método se aplica en cualquier
subintervalo de I donde ella se se cumpla.

Intentamos una solucién en la forma

y(t) = u(t)y: (t). (3:3)
Derivando y formando la ecuacién (3.2) se obtiene:

0=y"+Pt)y'+Q()y =y (t)u"+ (201 (t) + P(£)y1 (0)u'+ (91 + P)yy + Q()y)u,

~~
=0

de donde y, dado por (3.3), sera solucién si u satisface
y(t)u” + (2y1(t) + P(t)yi(t))u’ = 0.



14

Esta ecuaciéon se puede escribir como

u” - (2;13—(%) + P(t)) u' = 0.

Haciendo el cambio de variable v’ = w, se obtiene que w satisface

w' + (2;/13((5) + P(t)) w =0,

g

B(t)

que es una lineal de primer orden. Ahora

R R
e P(t)dt _ y%(t)e P(t)dt7

de donde

(w’ + ﬁ(t)w) eR Bwdr _ ¢,
nos da

(s "O"u(n) =0
Integrando

HON

de donde una nueva integracién nos da

1 R
u(t) = Ci + C /—e Pt gt
D=+ g

De aqui y de (3.3), y(t) queda dado por

o= R P(t)dt
y(t) = Cry (1) + Coy (8) / i

Una segunda solucion es dada entonces por

R
— " P(t)dt

walt) = 1 (2) / "

yi(t)
Mostramos a continuacion que yq, yo son linealmente independientes en I.

Para esto formamos el correspondiente wronskiano
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Wi = |4 %
R
o= P(t)dtd
y(0) i (0) / /
= efR P(t)dt y%(tg)/ (t)e,R P(t)dt
R0 / dt +
! ! ) )

Por lo tanto yi, ¥ son soluciones linealmente independientes en I de la ecuacién
diferencial (3.2) ( respectivamente (3.1)), y la solucién general de esta ecuacion es
entonces (3.4).

4. EDO LINEAL DE ORDEN 12 CON COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos primero el caso de la ecuacion de segundo orden

ay” + by + cy = 0. (4.1)

donde a,b y ¢ son constantes con a # 0. Intentando soluciones de la forma y(t) =
e™ derivando, y reemplazando en la ecuacién (4.1), se obtiene

(am? + bm + c)e™ = 0.
Por lo tanto y es solucién de (4.1) si m es una raiz del polinomio
p(m) = am? + bm + c. (4.2)

Dependiendo de las raices se obtienen distintos casos.

(a) p(m) = 0 tiene dos raices reales y distintas my y mso. Entonces y;(t) = e™*
v 42(t) = €™2! son soluciones linealmente independientes que forman una base de
soluciones. La solucién general en este caso es dada por

§(E) = cre™ 4+ cpemt
donde ¢; Yy ¢y son constantes reales arbitrarias.
(b) p(m) = 0 tiene una raiz real m; de multiplicidad dos, la cual da origen a

la solucién y;(t) = e™?*. Para encontrar otra solucién linealmente independiente
usamos el método de la seccién anterior. Asi usando la formula
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() =lt) [ =

con P(t) =2y my = —2 se obtiene la solucién y,(t) = te™. Las soluciones y; e
Y2 son linealmente independientes en R por lo que la solucién general de (4.1) es

y(t) = c1e™ + cote™! = (c1 + cot)e™?.

R
6_ P(t)dtdt

(c) p(m) = 0 tiene raices complejas, que deben ser complejas conjugadas y que
denotamos por m; = a+13, my = a—1if3, con § # 0. En este caso las expresiones

n (t) _ e(a-i-iﬁ)t e yg(t) _ e(a—iﬁ)t’
son soluciones complejas de (4.1). Estas se pueden escribir como
i (t) = u(t) +iv(t),  ya(t) = u(t) —iv(t),

donde
u(t) =ecosfBt y w(t) =e*sinBt.

A partir de que y; e y, son soluciones complejas de (4.1) es inmediato ver que u
y v son soluciones reales de esta ecuacién. También, derivando, se puede demostrar
directamente que u y v son soluciones linealmente independientes en R de (4.1).
De esta forma la solucién general de (4.1) se puede escribir como:

y(t) = c1e® cos Bt + coe® sin Bt = (01 cos [t + co sin ﬁt) et

Ejemplo.

En este caso p(m) = 3m? + 2m + 1, que tiene como raices

~1+iV2 —1—iV2
= mo — ——.
3 Yo 3
La solucion general de esta ecuacion es

V2t . V2t

y(t) = e /*(c; cos 5 + co8in T)

my

Consideremos ahora el caso de la ecuacién de orden n. Tiene la forma
any™ + an_ 1y + 4 a0y + a1y + agy =0 (4.3)
donde ayg, ay, ...., a,, son constantes reales, con a, # 0. Como en el caso de n = 2
vamos a intentar solucién de la forma y(t) = e™. Derivando y reemplazando en
(4.3), se obtiene

mt

p(m)e™ =0,
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donde
pn(m) = a,m™ + ... + aym + ao,

que vamos a llamar el polinomio caracteristico de la ecuacién de orden n.

Asf tendremos soluciones de (4.3) de la forma y(t) = ™ cada vez que m sea

una raiz del polinomio caracteristico. Como en el caso de la ecuacién de segundo
orden hay varios casos dependiendo de las raices. A continuacion vamos a estudiar
las distintas situaciones que suceden.

Caso 1. p,(m) = 0 tiene n raices reales y distintas my, ma, ..., m,. Esto da origen
a las n soluciones linealmente independientes:

yl(t) = 6m1t7 T 7yn(t) = emnt’

que forman una base de soluciones para este caso. La solucion general es entonces

y(t) = 2”: Cie™".
=1

Caso 2. p,(m) = 0 tiene una sola raiz real m, de multiplicidad n. Digamos
pn(m) = a,(m —mq)".

Vamos a motivar la bisqueda de la base de soluciones para este caso por medio
de un ejemplo. Consideremos la ecuacién diferencial

y/// + 3y/l + 3y/ + y — O
El polinomio caracteristico correspondiente es
ps(m) =m* +3m*> +3m+1=(m+1)>3

que tiene como raiz a m; = —1 con multiplicidad 3. Esto da solo una solucion de
la forma exponencial y;(t) = e, y por lo tanto tenemos que completar la base
por un medio distinto.

Definamos la funcién de dos variables u(t, &) = e®. Se tiene

0 0? 3
a—?(t,a) = ae™, —u(t,a) = a?e™, —u(t,a) = ale™,

De aqui que
3 0? 0
Tt @) + 3% (t, o) + 38—1‘

83 at 82 at 8

(t, ) + u(t, )

(eat) +eat
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= (@®+ 30+ 3a+ 1)e* = (a + 1) (4.4)

expresion que es una identidad. Derivando (4.4) parcialmente con respecto a «, se
obtiene

9? ou 9% ou 0  ou ou

@(a—a(t,a)) + 3(‘%2(8 (t, o)) + 35(8_@@’&)) + a_a(taa)
o —(te®) +3— > (te™) + 3= 0 (te™) + te® = 3(a + 1)%e™ + t(a + 1)%e* (4.5)
~ o ot? ot '

Derivando nuevamente con respecto a «, obtenemos

55 —(t%e™) +3(%2 (t2e?) +35 (t%e®) + t2e™
= 6(a+ 1)e +6(a + 1)* e + t*(a + 1)%e™ (4.6)

Notemos a continuacién que se tiene la siguiente propiedad:

ok d'

atz (tk at)a:ml — dtz (tk m1t>

Y

donde k es un entero no negativo. Usando esta propiedad, y evaluando (4.4), (4.5)
y (4.6) para a = m; se obtienen respectivamente las siguientes ecuaciones:

d3 mit d2 mlt d
—(e )+3dt2( )+3d

i (™) + et = oy + 1P, ()

d? d? d
e —(te™") + — o — (te™") + te™!

tmlt
(te™) + =

=3(my + 1)%e™" + t(my + 1)%e™?, (4.8)
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d3 2 _mat d2 2 _mat d 2 _mat 2 _mait
%(t e )—1—@@ e )+%(te )+ toe
= 6(my + 1)e™" 4+ 6(my + 1)*te™" + 3 (my + 1)%e™". (4.9)
Pero m; = —1, por lo que los segundos miembros de (4.7), (4.8) y (4.9), son cero.

Se obtiene entonces que las funciones

yi(t) = e™, ya(t) = te™, ys(t) = t2e™"

son soluciones de la ecuacién diferencial. Veamos que son soluciones linealmente
independientes. Para esto evaluamos el wronskiano

€m1t temlt thmlt

mqpe™t et pom,te™t 2te™t + t2my et

Wyi,y2,y3)(t) =

m2e™t  2mye™t + mite™?t 2e™t 4 dtmye™t + t*mie™!

en t = 0, obteniendo

1 00
Wiy, y2,93)(0) = | my 1 0|=2,
m2 2 2

por lo que estas soluciones son linealmente independientes en R. La solucion gen-
eral del problema es finalmente

y(t) = (c1 + cot + cst?)e™".

El caso general se demuestra de la misma forma, aunque claramente en forma
mas técnica. En este caso my es raiz real de multiplicidad n, asi que el polinomio
caracteristico tiene la forma

pn(m) = a,(m —mq)".
La base de soluciones estd dada por el conjunto de soluciones linealmente inde-
pendientes
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yi(t) = ™t yo(t) = te™ L yu(t) = trlemt,

por lo que la solucion general es

y(t) = (Cl + cot + 03t2 et Cntn_l)emlt.

Caso 3. Suponemos ahora que el polinomio caracteristico p,,(m) tiene una raiz real
my de multiplicidad & y el resto de las raices son reales y simples. Razonando como
en los casos anteriores se puede demostrar que una base de soluciones estd formada
de la siguientes manera. Para la raiz m; se obtienen las soluciones

yi(t) = ™ yo(t) = te™' L, y(t) =t e,

y para el resto de las raices myy1,- -+, my, las soluciones

Yk+1 (t> = emk+1t7 SR yn(t) = emnt'

Estas n funciones son linealmente independientes en R. La soluciéon general se
puede escribir entonces como

y(t) = (c1+ -+ et )™ 4 €™ + L 4 cpe™

Caso 4. Las raices del polinomio caracteristico p,(m) son todas reales y son tales
que dos de ellas tienen multiplicidad, m; con multiplicidad k; y ms con multipli-
cidad ko, el resto de las raices (si es que existen) my, 1x,+1," - , My, SON simples.
En este caso la base de soluciones esta formada por las funciones

yi(t) =™ty (1) = th et

asociadas a la raiz mq,

Y41 (1) = €™, Ypypa(t) = 1™, L Ypyny (1) = 727 Te™

asociadas a la raiz mo, y
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yk1+k2+1(t) = emk1+k2+lt’ ce 7yn(t) — emnt

que estan asociadas al resto de las raices. Estas n funciones son linealmente inde-
pendientes en R y por lo tanto la solucién general se puede escribir como

y(t) = (e + .. A et ™ 4 (Crygr oo F Gyt ™2

t t
+Ck1+k2+16mk1+k2+1 + ...+ cmnem” .

Ejemplo. Resuelva la ecuacién diferencial

y(iv) . 2y// + y= 0

El polinomio caracteristico correspondiente es

p(m) =m* —2m* + 1= (m? — 1) = (m + 1)*(m — 1)?

que tiene las raices m; = 1, me = —1, ambas con multiplicidad 2, con lo que la
base de soluciones esta dada por
e, te', et te .

La solucion general es entonces

y(t) = (c1 + cat)e’ + (c3 + eat)e ™.

Caso 5. Suponemos que p,(m) tiene un par de raices complejas conjugadas m; =
a+ i, me = a — i3, con B # 0, y el resto de las raices mgs, ..., m, son reales
y simples. Tal como antes se puede demostrar que para las raices m; y my se
obtienen las soluciones reales

y1(t) = e cos [t Yya(t) = e sin S,
y para el resto de las raices las soluciones
mat mnt'

et e

Asfi la solucién general se escribe como

y(t) = c1e® cos Bt + coe® sin Bt + cze™t + -+ + ¢, ™

Ejemplo. Resuelva la ecuacién diferencial
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y/// _ 8y — O
El polinomio caracteristico correspondiente es
p(m) =m? —8 = (m — 2)(m* + 2m + 4)

que tiene las rafces my = 2, mo = —1 +iv/3, my = —1 — iv/3, con lo que la base
de soluciones esta dada por

e e~ cos(V/3t), e~ sin(v/3t).
La solucion general es entonces
y(t) = c1e® + (cy cos(V/3t) + czsin(V/3t))e ™.
Consideremos un ultimo caso.
Caso 6. Suponemos que el polinomio caracteristico p,(m) tiene una raiz compleja,
my = a + i de multiplicidad k, y por lo tanto tiene también a ms = a — i[5,
como raiz con multiplicidad k. Para simplificar vamos a suponemos que no hay

mas raices lo que implica que n = 2k. En este caso se puede demostrar que la
base de soluciones esta formada por las funciones:

e cos it te®t cos ft, - -+, tF71e? cos Bt

e sin ft, te®tsin ft, - -, t*Le? sin Gt.

De esta forma la soluciéon general es

y(t) = e™(cy + cat + - + et ) cos Bt
+e™(dy + dot + -+ - + dyt" ") sin Bt
Ejercicio. Encuentre la base de soluciones y la solucién general si en Caso 6 se
tiene que n > 2k y ademas el polinomio caracteristico tiene n — 2k raices reales y

simples.

Ejemplo. Encuentre la solucién general para la ecuacién diferencial

y™) 4y =0. (4.10)

El polinomio caracteristico es
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pa(m) = mt+1= (m2 — z')(m2 +1),
que tiene como raices a
myo = :t\/;, msq4 = :t\/ —1.

Estas se pueden escribir como
1 1 1
my (t) = E + E E
1 1 1
il =5 7

La base de soluciones es entonces

t t t t ot t
ev2 cos—, ev2zsin——, e v2cos——, € VZsin——.
V2 V2 V2

7

La solucion general se puede representar como

y(t) =ev2 (01 cos t + ¢y 8in L) te v (d1 cos t + dy sin i)
V2 VR

5. METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

Este método nos va a a permitir encontrar soluciones particulares de algu-
nas ecuaciones diferencial con coeficientes variables. Comencemos con la ecuacion

diferencial

as(t)y” + ar(t)y + ao(t)y = g(t)

Como siempre suponemos que as, a1, ¥ dg, g son funciones que satisfacen la condi-
cién (Hp) en un intervalo I. La ecuacién la escribimos en la forma

y"+ P(t)y + Qt)y = f(t) (5.1)
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donde
ay ) g
Pt) = (¢ )= —2(t t) = L (¢).
=20, Q=20 f0=20
La ecuacion homogénea asociada es
y'+ P(t)y +Q(t)y =0, (5.2)

para la cual suponemos conocida una base de soluciones ¥y, y». Asi, la solucion
general de esta ecuacion es

yn(t) = Crya(t) + Caya(t).

El método para para encontrar una solucién particular y,(¢) de (5.1) consiste
en suponer

Yp(t) = ur(t)ya (t) + ua(t)ya(t)

y reemplazar en (5.1) para encontrar dos ecuaciones para las funciones incognitas
u1 ¥ ug. Derivando y reemplazando se obtiene

ur(t)[yy + P()yy + Q()yr] + ua(t)[yz + P(8)ys + Q(8)ya] + P(1)usy (£)y1(2)

s N J

vV v
=0 =0

+P(t)uy(t)y2(t) + 2uy (0w (1) + 2uy()ya(t) + uf Oy () + uz(H)ya(t) = f(1),
que dado que y; e yo satisfacen la ecuacién homogenea se puede escribir como
P(t)[uy ()yr(t) + ua(t)ya(t)]

d

Fur (Dyi(8) +ur (D) (t) + o

[y ()2 (2) + w5 ()y2 ()] = f(t) (5-3)

Como necesitamos 2 ecuaciones para u; y U SUpONemos que

ur (D)ya () + ua(t)ya(t) =0, (5.4)
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quedando la ecuacién (5.3) como

uy (D)yr (1) + uy(t)ys(2) = f(1). (5.5)

Ecuaciones (5.4) y (5.5) son dos ecuaciones para u; y ug. Usando matrices estas
toman la forma

Usando la regla de Kramer se obtiene que

y(t)f(1)

y2(t) f(2) )
Wy, y2)(t)

uy(t) =

ull(t) = _W<y1,y2)(t)’ y 2

Notamos que W(y1,y2)(t) # 0 para todo t € I porque yi,y, son linealmente
independientes en ¢. Integrando las expresiones para u} y uj se obtiene

y2(t) f (1)
W(Z/l, Y2) (t)

yi () f(t)

u(t) = Cy — Wy, 2)(5)

dt, y Ug(t) = CQ +

de donde
ur(t)yr(t) +ua(t)y2(t) =

= Ciy1(t) + Coya(t) — yi(t) %

() f(t)

W) | 5@

Como los dos primeros términos forman parte de la solucién de la ecuacion ho-
mogenea podemos tomar la solucion particular como

y2(t) f ()
W(yh Y2) (t)

n () (1)

W) [ 5y

yp(t) = =11 (1)

Con esto la soluciéon general de la ecuacion es

y(t) = Crya(t) + Coya(t) + yp(t).
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Ejemplo. Resuelva la ecuacién diferencial

d23/ dy 2 2
SV 4% gy = (£ 4 5)%.
gz g T )

La ecuacién homogenea asociada es:

d*y  dy
Y 4 gy =0
a2 Car T
con polinomio caracteristico (m — 2)? = 0, y por lo tanto m = 2 es raiz de

multiplicidad 2. De aqui que la solucién general de la ecuacion homogenea es

yn(t) = (c1 + cot)e®.

Para encontrar la solucién particular de la no homogenea, usamos variacion de
parametros. Se obtiene:

tt 10 25 t3
y,(t) = —ez’*(Z + gti” + ?tQ) + te%(g + 5t + 25¢)

y, finalmente, la solucién general es:

y(t) = (c1 + eat)e® + y,(1).

Estudiemos a continuacién como extender el método para ecuaciones de orden
superior. Consideremos el siguiente caso.

v+ P()y" + Q)Y + R(t)y = f(t), (5.6)

donde las funciones coeficientes y f son continuas en un intervalo I. Como antes,
suponemos conocida una base de soluciones {y1, y2,y3} de la ecuacién homogenea
asociada y postulamos como solucién particular de (5.6)

Yp(t) = wr(t)yr (t) + ua(t)y2(t) + us(t)ys(t). (5.7)
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Derivando esta expresion se obtiene

Yp(t) = ua(t)yy (8) + uz(t)ys(t) + us(t)ys(t) (5-8)

donde hemos impuesto la condicién de que

uy D)y (1) + us()ya(t) + us(t)ys(t) = 0. (5.9)

Derivando (5.8) e imponiendo que

uy ()Y (8) + up()ys(t) + uz(t)ys(t) =0, (5.10)
se obtiene
Yy (1) = wr (8)yy (1) + ua(t)ys (t) + us(t)ys (). (5.11)

Derivando esta expresion obtenemos

Yy (1) = ua ()" (1) + ua(t)ys' (1) + us(t)ys' (t)

+uy () (1) + ua()ys (1) + ug(t)ys (1) (5.12)

Reemplazando (5.7), (5.8), (5.11) y (5.12) en (5.6) y utilizando que yi, ya, y3 son
soluciones de la ecuaciéon homogenea asociada, se obtiene

ur (D)yy (1) + uy()ys (1) + us(t)ys () = f(1). (5.13)

Las ecuaciones (5.9), (5.10) y (5.13) se pueden escribir como el sistema

yi(t) wya(t) ys(t) uy (t) 0
yi(t) ys(t) ws(t) up(t) | =| 0
yl(t) yu(t) wi(t) uy(t) f(t),
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para las incognitas ], ub, uj. Asi, usando la regla de Kramer, se obtiene que:

/ W(y27 y3)
() = /it W (y1, 92, y3)
/ W(y?n yl)
UQ(t) <t W(y1,y2,3/3)
) = £ g

donde W (y;,y,) denota el wronskiano de las funciones y;,y; para j = 1,2,3, y
W {(y1,y2,y3) el wronskiano de las funciones yi, y2,y3. Como en el caso anterior
estas expresiones e integran y se forma

wy (£)y1(t) + ua(t)ya(t) + us(t)ys(t),

de donde se obtiene una solucion particular.

En forma enteramente similar se puede encontrar una férmula para encontrar
una soluciéon particular para una ecuacién lineal de orden n. Esto se deja como
ejercicio.

Para usar el método de variacién de pardmetros hay que conocer una base de
soluciones de la ecuacion homogenea asociada. Vamos a consider a continuacién

una clase de ecuaciones diferenciales a coeficientes variables donde esto es simple.

Ecuacién de Euler-Cauchy. Tiene la forma:

ant™y ™ + apat" Y - anty’ + agy = g(8), (5.14)

donde ag, aq,- - ,a, son constantes con a, # 0 y donde suponemos que t > 0. La
ecuacion homogenea asociada es

ant™y"™ + ..+ arty’ + agy = 0. (5.15)

Afirmamos que con la transformacién de variable independiente ¢t = e” la ecuacién
(5.14) y la ecuacion (5.15), se transforman en ecuaciones a coeficientes constantes.
[lustramos esto para la ecuacion de segundo orden.

ast®y” + arty’ + agy = g(t). (5.16)
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La ecuacién homogenea asociada es

ast®y” + arty’ + agy = 0. (5.17)

Denotando por 4(7) = y(e7) y derivando se obtiene respectivamente:

t2 //_ng_@

_ 4y y
2 dr’

ty =
Y= ur

De esta forma la ecuacion homogenea asociada
axt®’y” + asty' + agy = 0,

se transforma en la ecuacién a coeficientes constantes siguiente:

d?y

dy i}
GQW + ((ll — ag)% + apy = 0.

El polinomio caracteristico correspondiente es

p(m) = aym?® + (a1 — ag)m + ag.

Denotando por m; y my las raices de este polinomio tenemos 3 casos.

Caso 1. m1 y ms son reales y distintas. En este caso una base de soluciones es

Caso 3. Las raices son complejas (conjugadas), m; = o + i3, ms = o — i3, con
£ # 0. En este caso una base de soluciones es

y1(1) = e*"cos BT,  Y2(T) = €7 sin 7.
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Conocida estas bases, las expresamos en término de la variable ¢ para obtener
las bases correspondientes para la ecuacién (5.17). Se tiene respectivamente:

Caso 1.
yi(t) =™, ya(t) =™
Caso 2.
yi1(t) =t™,  yo(t) =t"logt.
Caso 3.

y1(t) = t%cos B(logt), yo(t) = t*sin F(logt).

Estamos entonces en posicion de obtener una solucion particular de la ecuacién
(5.16) por medio del método de variacién de pardmetros. Sigamos con un ejemplo.

Ejemplo. Resuelva la ecuacién diferencial

t2y" — 2ty + 2y = t'e’.

Haciendo el cambio de variable ¢ = €7 la ecuaciéon homogenea asociada
t2y" — 2ty' + 2y = 0,
se transforma en ,
d*y  ,dy
— —3—=+2y=0.
d?T ar Y

El polinomio caracteristico es p(m) = m? — 3m + 2, con raices m; = 1, my = 2.
De aqui que la base de soluciones es

gi(17) =€", 7o(1) = e’

Volviendo a la variable t esta base queda

nt) =t, ) =1,

por lo que la solucién general de la ecuacion es

yn(t) = 1t + cot®.
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Para encontrar la solucion particular usando variacién de parametros, partiendo
de la ecuacién escrita como

Ponemos vy, = u1(t)y1(t) + ua(t)y=(t) donde uy, uy satisfacen:

T
) = ) ()
ity = OI

W(yb y2)<t) '

Calculando el wronskiano, se obtiene

Entonces

Integrando, se tiene

u(t) = — /thtdt = —t?e' + 2te — 2¢!,

us(t) = /tetdt = te! — €.

Con esto la solucion de la ecuacion queda

y(t) = 1t + cot® + ur ()t + ug(t)t? = cit + eot® + t2e’ — 2tel.
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Nota. Observamos que un procedimiento alternativo al expuesto consiste en trans-
formar la ecuacion.

agt®y” + arty’ + agy = g(t)

por medio del cambio de variables t = €7, a
d?y dy

CLQ% + (a1 — ag)ﬁ + agy = g(e7),

resolver esta ecuacion a coeficientes constantes, y volver después a las expresiones
en términos de la variable .

6. METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Este método nos va a servir para encontrar soluciones particulares de la ecuacién
lineal no homogeneas a coeficientes constantes

any™ 4+ ..+ ary + agy = g(t), (6.1)

donde ¢ : I — R es una funcién continua y a} - - , a, son constantes reales.
Introducimos una notacion operacional denotando por

d? d"
D=— D’=— ... D'"=—,
dt’ a2’ dtm

Asi la ecuacion diferencial anterior la podemos escribir como

(an D"+ ...+ a1D + apl)y = g(t), (6.2)
donde I denota el operador identidad. La expresion
P(D)=a,D"+...+a1D + apl, (6.3)

la llamamos un operador diferencial de orden n (a coeficientes constantes). Como
se puede ver inmediatamente P(D) es un operador lineal sobre el espacio vectorial
de las funciones y : R — R de clase C"(R, R).

Como motivacion veremos algunos casos particulares de operadores diferen-
ciales. Consideremos los tres operadores diferenciales:
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P(D)=D*+D, Q(D)=DD+1I1), R(D)=(D+I)D.

Se tiene
Py dy
P(D)y = (D?>+ D)y =—2 + =2
(D)y = (D" + D)y e
d dy d*y  dy
DYy =D(D+ 1Ny =—(-=2 — @y
QD) =DD+ 1y = (- +y)=—5+ -,
y

d dy d*y dy
R(D)y=(D+1)Dy=(Z+ D =75+

por lo tanto P(D) = Q(D) = R(D), es decir

D*+D=D(D+1I)=(D+1I)D,

que interpretamos como que P(D) = D?+ D se puede factorizar en 2 factores que
conmutan. En forma similar se demuestran los siguientes casos.

Para a y b nimeros reales y n un entero positivo, se tiene:

(D* + (a+b)D +abl) = (D + al)(D +bI) = (D +bI)(D + al),

(D*+ (a+b)D + abl)* = (D + al)"(D + bI)" = (D + bI)"(D + al)",
y si m es otro entero positivo, se tiene

(D? + (a+b)D + abI)"(D*+ (¢ + d)D + cdI)™

= (D + al)(D + bI)*(D + cI)™(D + dI)™
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— (D + bI)"(D + al)"(D + dI)"™(D + cI)™

= (D + cI)™(D + aI)"(D + dI)™(D + bI)"

= (D*+ (c+d)D + cd)™(D? + (a + b)D + abl ).

Similarmente si aq,- - - ,a, son nimeros reales, se tiene:

(D+al)---(D+anl) = (D + ap; 1)

j=1l.n

donde {k(1),--- ,k(n) es cualquier reordenamiento de {1,--- ,n}. Note que esta
expresion es tambien cierta si los aq, - - - , a, son nimeros complejos.

Finalmente, si ademas by, - - - , b,, son ntimeros reales se tiene

(D? + (ay + by)D + abyI) - - (D* + (an + by) D + anby1)

= 11 (D + (argy) + bai)) D + aniiybuy)

j=1l.n

Consideremos nuevamente la ecuacién diferencial (6.2), que reescribimos como

p(D)y = g(t), (6.4)



35

para la cual sabemos como encontrar sus soluciones. Hemos visto que estas solu-
ciones forman un espacio vectorial lineal de dimensién n. Este espacio es exac-
tamente el kernel del operador p(D). Por abuso de notacién p(D) lo llamaremos
también un polinomio (diferencial).

En el método de coeficientes indeterminados es conveniente introducir el con-
cepto de polinomio anulador. Sea u una funcién suficientemente diferenciable y
supongamos que ¢(D) es un polinomio diferencial tal que ¢(D)u = 0. Entonces
decimos que ¢(D) es un polinomio anulador de u. Notamos que equivalentemente
u debe estar en el kernel del operador ¢(D).

En forma elemental se tiene:

d"k
Si u(t) = k = cte, entonces D"k = e 0 para todo n > 1.
, . d™u(t)

Si u(t) = t", n entero positivo, entonces D"u = m 0 para todo entero
m > n.
Como consecuencia de esto ultimo si

u(t) =co+ et + ... +cpqt" ! (6.6)
donde c¢g, -+ ,c,_1 son constantes reales, entonces D™u = 0, para todo entero

m > n. Es decir D™, m > n, es un anulador del polinomio en (6.6).
A continuacién vamos a estudiar algunos casos particulares importantes.

= El operador
p(D) = (D —a)" (6.7)

es un polinomio anulador de las siguientes funciones:

e et ... gl n>1, (6.8)

equivalentemente todas estas funciones estan en ker p(D).

En efecto, p(D)u = 0 es equivalente a la ecuacion diferencial homogenea:
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(D—oz)”u:(%—oé)....(%_oé)u:o7

que tiene por polinomio caracteristico a p(m) = (m — «)™ (usamos la misma letra
para denotar el polinomio). Como el conjunto de raices de este polinomio esta
formando por una raiz real de multiplicidad n, entonces es claro que la familia de
funciones (6.8) son anuladas por el polinomio diferencial , mas aun forman una
base de soluciones para la ecuacién diferencial p(D)u = 0.

Ejercicio. Encuentre un polinomio que anule a u(t) = e™3 + te'.

Solucién. Se tiene que (D +3) anula a e ? y que (D —1)? anula a te', por lo tanto
(D + 3)(D — 1)* es un polinomio anulador de u.

= El operador diferencial

p(D) = [D? — 2aD + (® + 5*)]". (6.9)

donde «, 3 son nimeros reales con 3 # 0, es anulador de las siguientes funciones

e cos Bt, te® cos Bt, ..., t" te? cos ft,

e“tsin ft, te®tsin Bt - -, t" e sin Gt. (6.10)

En efecto, el polinomio caracteristico correspondiente a la ecuacién p(D)y = 0
es

p(m) = [m* = 2am + (a® + 57)]",
y como
m? — 2am + (o* + 3*) =0
tiene como raices m; = a+ 10y my = a — i3, se tiene que my y mo con multipli-
cidad n son las unicas raices del polinomio p(m). Entonces la familia de funciones
(6.10) son anuladas por el polinomio diferencial, y como antes forman una base

de soluciones para la ecuacion diferencial p(D)u = 0 correspondiente.

Ejercicio. Encuentre un polinomio anulador de

cosft, sinft, [B#0
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Solucién. En ambos casos es (D? + (3?).

Ejercicio. Encuentre un polinomio anulador de
tcos Bt ,tsin (5t
Solucién. (D? + 5%)2.

Pasamos a continuacién a describir el método de los coeficientes indeterminados.

Consideremos la ecuacién a coeficientes constantes (6.4), que reescribimos como

p(D)y = g(t),

donde p(D) esta definido en (6.3), es decir

p(D) = CLnDn+ +(11D+6L0.

La ecuacién homogenea asociada de la ecuacion (6.4) es

p(D)y =0, (6.11)

con polinomio caracteristico p(m) = 0. Supongamos que las raices de este poli-
nomio my, - -+, m; son reales y tienen multiplicidad kq,--- , k;, respectivamente,
de manera que

p(m) = an(m —m)™ - (m —my)™, (6.12)

donde k; + - - - + k; = n. Entonces es fécil ver que p(D) admite la factorizacion

p(D) = ap(D —my)* - (D — myI)*, (6.13)

y viceversa si p(D) se puede factorizar como en (6.13) entonces p(m) se puede
factorizar como en (6.12).

Supongamos ahora que el polinomio caracteristico p(m) de (6.11) contiene un
par de raices complejas conjugadas m; = a + i y me = a — i3, entonces p(m)
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contendré el factor m? — 2am + (a? + (3?). Si ademds estas raices tienen multipli-
cidad k entonces p(m) contendra el factor [m? — 2am + (o + 3%)]. En este caso
el polinomio p(D) contendra el correspondiente factor [D? — 2aD + (a? + 32)I]*
y viceversa.

Como el polinomio anulador p(m) siempre se podréa factorizar en expresiones
que contengan términos de la forma (m — a)?, [m? — 2am + (a® + 3°)]* (teorema
fundamental del algebra) es claro que p(D) se puede factorizar similarmente en
factores de la forma (D — a)?, [D? — 2aD + (a? + 3%)]*.

De los argumentos anteriores es claro que si g(t) es una de las siguientes fun-
ciones

(a) una constante k;
(b) un polinomio en t;
(¢) una funcién exponencial e*;
(d) una funcién trigonométrica de la forma sin 5t, o cos ft;
(e) productos de estas funciones
(f) combinaciones lineales de estas funciones,
entonces es siempre posible encontrar un polinomio anulador p(D) de esta funcién
9(t).
Supongamos que para la ecuacién (6.4) conocemos un polinomio anulador ¢(D)

de la funcién g, y multipliquemos ambos mienbros de esta ecuacién por ¢(D),
entonces

Asi y (la solucién general de ecuacién (6.4)) es también solucién de una ecuacién
homogenea a coeficientes constantes (de orden n; mayor que n). Poniendo (D) =
q(D)p(D), esta ecuacién se escribe

r(D)z =0, (6.14)



39

ecuacion homogenea a coeficientes constantes que sabemos como resolver. En
efecto tenemos que encontrar n; soluciones linealmente independientes de esta
ecuacion para formar una base B.

Sean {yi, -+ ,yn} n soluciones linealmente independientes de la ecuacién (6.11),
es decir que satisfacen, p(D)y; = 0,7 = 1,--- ,n. Entonces tambien se satisface que
r(D)y; =0,1=1,---,n, es decir son n soluciones linealmente independientes de
(6.14). Supongamos que Y, i1, ,Yn, SON N3 — n soluciones adicionales de (6.14)
tales que {y1,- - , yn, } forman una base de soluciones de (6.14) (note yn11, - , Yn,
no pueden ser soluciones de (6.11)).

Como y(t) = yn(t) + y,(t), la solucién general de (6.4) satisface la ecuacion
homogenea (6.14), se puede escribir como

n1 n ni
y(t) =D cyit) =D cwilt) + Y cailt),
i=1 i=1 i=n
donde ¢y, -+, c,, son constantes. Ya que Y. ¢;y;(t) forma parte de la solucién

general de (6.11), que llamamos antes y;, se tiene entonces que y,(t) = y(t) —yu(t)
debe tener la forma

wl®) = > ).

Esta expresion contiene ny — n constantes indeterminadas las cuales se determi-
nan reemplazando esta expresion en (6.4). De aqui el nombre del método de los
coeficientes indeterminados.



