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Dependencia e Independencia Lineal

P1) (P3 C1 2001, Prof. Raul Manasevich)
Considere la ecuacion diferencial:

y'+p®)y +q®)y =0,
donde P,(: | — R son dos funciones continuas
a) Demuestre que el Wronskiano W (t) =W (y,, y)(t) de dos soluciones Yy(t),y,(t) de la

ecuacion satisface:

W (t)=Ce TP

b) Encuentre a continuacion una expresion para d(y(t)j en términos W(t) e y,(t). A

dt{y,®)

partir de aqui y de (a) encuentre finalmente y(t) en términos de Yy, (t).

P2) (P3 C2 2001, Prof. Raul Manasevich)
Sea la ecuacion diferencial homogénea:

y"+PX)Y"+Q(X)y"+ R(x)y =0
donde suponemos que P,Q,R:l —> R son tres funciones continuas definidas en un
intervalo real |
a) Suponiendo que Y, (t),y,(t),y;(t) forman una base de soluciones determine las
funciones coeficientes P,Q,R en término de y,,Y,,Y;.
b) De los resultados de a) determine la ecuacion diferencial que tiene como base de
soluciones a Y, (t) = sin(t), Y, (t) = cos(t), y, (t) = &'

P3) (P11 C1 2000, Prof. Raul Manasevich)
Considere la ecuacién en m (*) :

m?> +me” +e” —1=0,(*)
donde t y o« son numeros reales.

a) Demuestre que para « # 2 no existe m real que satisface (*) para todo t, pero que un
tal m siexiste @ =2



b) Usando a) encuentre o tal que la ecuacion diferencial:
y'+e”y' + (™ -1)y=0
tenga una solucion explicita.

¢) Complete entonces la base de soluciones y encuentre la solucidon general de la ecuacion .

P4)

Sea Y, a solucion conocida de a,(X)y"+a,(X)y’ +a,(x)y =0, (**)

En intervalo I, en el cual a,(X)=# 0, pruebe que toda solucion y de (**) satisface la

ecuacion diferencial de primer orden

dy

dx

donde f(x)= f(a,(x),a,(x)). Usando lo anterior hallar base de solucion para la ecuacion
A=x)y"+2xy' =2y =0

sabiendo que Y(X)=-X es solucion.

Vi~ =Yy =f(x)

P5)
Suponga que Y, (t) es solucion de

y"+pM)y +qt)y=0.

Demuestre que Y, (t) =y, (t)v(t) es solucion si
dv ce ™™
@y

Hint: Evalue y, en la ecuacion.

Ecuaciones lineales homogéneas

P1) (C1 P4 2002, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva las ecuaciones diferenciales:

(a) 'y -7ty +16y=0
(b) 'y —ty'+2y=0

P2) (Tareal1, 2002, Prof. Raul Manasevich)
Encontrando primero la base de soluciones resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

(1) y"=10y’'-25y
(2) y"+3y"—4y'—12y =0

3) ¥y -2y"+y=0
(4) 2y(v) _7y(iv) +12ym+8yv =0



P3) (P1C1, 2003, Prof. Raul Manasevich)

Sea W una funcion continua definida en R con ¥’ continua en R.

Si Y(0)=1 y ¥'(0)=0, se pide encontrar ¥ que satisface las siguientes ecuaciones
diferenciales:

2
C:jlf+M(l—R)‘P=0 para X € (—0,0];
X
2
¥ -MRY =0 para X € (0,1);
x?
Cij\f M(l—R)‘PzO para X €[l,0);
X
Donde M y R constantes positivas. 0<R<I.
Haga un bosquejo de V.

P4)  (P3C1, 2003, Prof. Raul Manasevich)
Un problema de ingenieria resulta ser modelado por la siguiente ecuacion diferencial:

£y" +3(a+1)°y" +(3a(a+1)—3bc+ 1)ty +(a* +b* +¢* —3abcly = 0,
donde a, b, ¢ son parametros constantes distintos y la variable t se interpreta como el
tiempo.

a) Resuelva la ecuacion en funcion de t, a, b y ¢ tomando en cuenta que
(1) m=-(atb+c) es solucion de la ecuacion cubica

m’ +3am’ +3(a* —bcm+a’ + b’ + ¢’ —3abc = 0,
(2) @ +b* + ¢’ —3abc = (a+b+c)a’ +b*+ ¢’ —ab—ac—bc)

b) Si b =c =—-u <0, determine la solucion en términos de t,ay u .

¢) Experimentalmente se ha determinado que 2 —a > 0,a > 0 yb=c=-u<0, (como en
la parte b)). Determine la solucion y(t) que satisface y(l) ( ) 0 y que es tal que

y(t) tiende a cero cuando t tiende a infinito.

P5)  (P5C1, 2003, Prof. Raul Manasevich)
a) Sea A > 0 en el problema

y™ -2y =
y(0)=y'(0 ) y'(0 ) = y(1).
Estudie si existen valores de A4 para los cuales el problema tiene solucion no trivial.

b) Resuelva el problema
y"ry=0.



Método de Coeficientes Indeterminados

P1) (P1 Examen 2001, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva las ecuaciones:

a) Y+ @’y =sin .

b) 2y"-3y"-3y'+2y = (eX +e* )2

P2) (P4 C2 2001, Prof. Raul Manasevich)
Determine la forma de una solucién particular (en funcion de coeficientes indeterminados)
para la ecuacion

ay"” +..+ay +ay=g(),
donde a, # 0,...,a, son constantes, para los siguientes casos:
(a) g(t) =€,y se sabe que m = 1 es una raiz de multiplicidad, exactamente igual a 5, del

polinomio caracteristico de la ecuacion homogénea asociada.
(b) g(t)=cost, y se sabe que una raiz del polinomio caracteristico de la ecuacion

homogénea asociada es m = i con multiplicidad exactamente igual a 3.

P3) (P2 Examen 2000, Prof. Raul Manasevich)
(i) y' -2y +y=¢.
(11) yw _ kyﬂ — ekt.

P4)  (P2a Control 1 2000, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva la ecuacion

ym + kyn — e—kt’
donde k es un nimero positivo.

P5)  (C1 P4b) ??, Prof. Raul Manasevich)
ym . 6yn + 9yl — teSt.

P6) (P1C2 1995, Prof. Raul Manasevich)
Considere la ecuacion diferencial de orden n

PMD)y=a,y™ +....+a,y +a,y =g(t)
donde g(t)=a-cos(B-t)+b-sen(s-t),3 = 0.
Encuentre la forma de la solucién particular de la ecuacion diferencial.
Sugerencia: considere primero el caso en que el anulador de g no es factor de P(D).

P7) (P2 C2 1995, Prof. Raul Manasevich)
Encuentre la solucion general de:

(a)  y"-3y"+4y=te’ —sen(t)
(b) YY" +8y"+16y = cos*(t)



P8) (P1C2 2002, Prof. Raul Manasevich)
Considere la ecuacion diferencial de orden N siguiente

PMD)y=a,y"™ +....+ay +a,y = g(t)
donde a,, i =0,...,n son constantes con a, # 0 . Suponga que

g(t) =t**'e®™ (acosbt + bsin at)

donde a y b son enteros positivos.
Encuentre la forma de la solucion particular considerando separadamente el caso en que el
anulador de g(t) no es un factor de P(D) y el caso en que si lo es y con multiplicidades.

P9) (P2 C2 2002, Prof. R. Manasevich)

Use el método de los coeficientes indeterminados para resolver las siguientes ecuaciones
diferenciales:

(@  y'-y"=x+e

con y(0)=y'(0)=y"(0)=y"(0)=0

m

(b) Py "3ty +(1-3aP/)ty' +(a’ + )y =t +logt*’
sabiendo que a’ +b’ +¢’ —3abc=(a+b+c)a’*+b”+c’ —bc—ac—ab)

P10) (P5 C2 2002, Prof. R. Manasevich)

Considere el sistema de una masa oscilante en un medio viscoso sujeta a un resorte sobre la
cual actua una fuerza exterior periddica F(t)=Fsen(At) (A constante). De la formulacion de
la segunda ley de Newton resulta:

d’x dx
m =—-kx—f—+F(t
dt’ 4 dt ©
k es la constante del resorte, B constante de amortiguacion positiva y m la masa.
k
21 = I , 0 =—
m m

Encuentre x(t) usando el método de coeficientes indeterminados considerando las
condiciones iniciales X(0) =1,x'(0)=0

Observacion: Debera analizar 3 casos: A* > 0°, 1> =0’ , 1’ < @’

P11) (Tareal, 2003, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva a mano las siguientes ecuaciones diferenciales (pueden ocupar calculadora para
los desarrollos numéricos):

i) y© +72y"—1720y = 2a cosh(~/10t)

i) y"—15y"-33y' + 847y = pe'"

" digitosmatricula " digitos — rut(sin verificador)
‘= 10 F= 30

(tomando la parte entera de los valores).



Avuda: Deduccidn de la formula de Cardano para Ecuaciones Cubicas.
La forma general de una ecuacion ctbica es:

m’ +Pnt +Qm+R=0;

Pueden verificar que si m;,m,, m, son las soluciones de esta ecuacion se cumplirdn las

siguientes relaciones:
(1) m,+m, +m, =-P
(i1) mm, +mm, +m,m, =Q
(i)  mm,m,; =-R

El primer paso para resolver esta ecuacion general serd eliminar el segundo término de la
ecuacion (Pm?) y reducir la ecuacion a una de la forma:

X +gX+r =0;

Para esto se realizard un “cambio de variable” m a otra x, tal que al realizarlo convierta la

suma de las “nuevas” tres raices (el coeficiente que acompaiia a x°) en cero. Esto se hace

L , y por lo tanto bastara con aplicar el cambio

3

incrementando a cada una de las raices en

de variable
m=x- -
3
- Resolver la ecuacion x* +gx +r = 0.
Pongamos X =y + z ; entonces
X* =y’ +2° +3yz(y+2) =y’ +2° +3yzx,
y la ecuacion dada se convierte en
Yy +2° +(Byz+q)x+r=0.
Esta ecuacion queda satisfecha para los valores que cumplan las condiciones
y’+2' =-r
3yz=—q
0 sea:
y'+2' =-r
3.3 ;q3

7° =
y 27

3.3 . ., L . ,
Luego, y° z” son las raices de la ecuacion cuadratica (recuerde las propiedades de las raices

de las ecuaciones de segundo)
3

T 0,
7
llamada resolvente de la ecuacion dada. Resultan asi los valores

2 3

po T, ra

2 4 27

L L S

2 4 27



El valor de x se obtiene de la relacion X =y + z, luego,

1 1
2 3 (3 2 33
w=|_Ffo /ey g r_ . a
2 4 27 2 4 27
La solucion anterior se conoce generalmente como férmula de Cardano, ya que fue
publicada por primera vez por ¢l en la obra Ars Magna, en 1545.
Referencia: Algebra Superior, Hall y Knight.

Las otras dos soluciones que faltan se pueden encontrar dividiendo el polinomio ctbico por
el factor (x-a) donde a es una raiz y resolviendo la ecuacion de segundo grado que resulta.

P12) (P1, C2 2003, Prof. Raul Manasevich)

a) Resuelva la ecuacion diferencial
y" +4y =sin’ X.

b) Encuentre la forma de la solucion particular para la ecuacion
(D-1)(D>-4l)y = xe* +e> +e™.

P13) (P4, C2 2003, Prof. Raul Manasevich)
Usando el método de coeficientes indeterminados resuelva la ecuacion

y" +8a’y" = a+e™ cos(at)

P14) (P1, Examen 2003, Prof. Raul Manasevich)
Encontrando primero la base de soluciones resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

i) sen (x)y” — 3sen(x)cos(x)y’ + (1 + 2 cos (X))y =3cos(x)
ii) X2y" + xy' — 4y =4x*

P15) (P1, C2 2004, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

1+t )y" + 4ty + 2+ ol +t2))y =t cos(/o - t)
Indicacion: Aplique el cambio de variable z(t)=(1+ h(t))y(t) para algin h(t).

P16) (P2a, C2 2004, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

o (1w 2m0) )
ty‘“y”y‘( 1+ 2(in(t)) j't




P17) (Plc Examen 2004, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

" 2 !’ 1
y' +Sy +y=—
X X

Sugerencia: Haga el cambio de variable z=xy.

P18) (P1 C1 2005, Prof. Raul Manasevich)
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(@) y™ —y=e"+cos(t)

(b) y"—4y'+4y =(e* +1)cos(t) +1)

P19) (P2b Examen 2005, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

xy" —2(1+6X° )y’ +36x°y = 9x* sin(3x° )

Sugerencia: Haga t = x™ con m adecuado.

P20) (P3a C1 2006, Prof. Raul Manasevich)
2yw _3y" _3y! + 2y — (ex + ef><)2

P21) (P1lc Examen 2006, Prof. Raul Manasevich)
y"+ Yy =4cosX—sin X

Método de Variacion de Parametros.

P1) (P33 C21995, Prof. Raul Manasevich)
3

Considere la ecuacion diferencial t*y” +ty’ + (tz — ijy = tE,t > 0.

1
a) Demuestre que Y, (t) =t 2 cost es una solucion de la ecuacion homogénea

correspondiente.
b) Encuentre otra solucion L.i. con V.
¢) Encuentre la solucion general.

P2) (Tarea2 2001, Prof. Raul Manasevich)
Usando el método de variacion de pardmetros resuelva las siguientes ecuaciones

diferenciales:
3x

a) y' =3y +2y = .
1+e



X

o2
V1-x?
c) y"+4y" = sec(2x) donde x (—77,%)

d)  y"—4y +4y=(12x* —6x)e>* con la condicién inicial y(0)=1, y’(0)=0.

b) 4y"—4y' +y = donde x e[ 1,1]

P3) (P1C2 2001, Prof. Raul Manasevich)
a) Considere la ecuacion diferencial:

y'+p@y +a®y=f@® @
donde p(t),q(t) y f(t) son funciones definidas en R continuas. Suponiendo que yi(t), y2(t) son
dos soluciones l.i. de la ecuacién homogénea asociada demuestre que la solucion general de
(1) se puede escribir en la forma

y(©) = Cl Y, 1+ Cz Y, )+ j.G(t,S) f (S)dS,

donde se pide determinar esta funcion G.
(b) Evalue a partir de (a) la solucion general de la ecuacion y”" +k’*y = f(t).
P4) (P2 Control 2 2001, Prof. Raul Manasevich)

a) Considere la ecuacion diferencial
2,1 ' 2 1
Xy + Xy +(x —4jy =0,x>0.

Encuentre una base de soluciones de esta ecuacion. Sugerencia. Considere funciones de la
forma h(x)cos(Bx), y, o g(x)sen(Bx), para funciones h y g convenientes.

b) Encuentre la solucion general de la ecuacion
5

Xy + xy’jt(x2 —i)y =x2,x > 0.

P5)  (P5 Control 1 2002, Prof. Raul Manasevich)
Encuentre la solucion general del problema
T

"+y' =tant, te|-—,—|
Yy -2.2]

P6) (P2 Control 2 2003, Prof. Raul Manasevich)
Considere la ecuacion diferencial

xy" + (4x2 -~ l)y' +4x%y = X x> 0.



1) Encuentre la solucion de la ecuacion homogénea correspondiente.
Hint. Reduzca esta ecuacion a una de coeficientes constantes mediante un cambio de la

forma t = x“, para un cierto a.

i1) Encuentre la solucion de la ecuacion general por medio de variacion de parametros.

P7)
Encuentre la solucion particular de la siguiente ecuacion diferencial:
y'+a’y =F(x)

P8) (P2b, C2 2004, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
y"+iy’_iy—1_t
1-t 1-t

P9) (P2 C1 2005, Prof. Raul Manasevich)
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(@ (t-1)y"—2ty'+2y=t>—-1
(b) ty"+(2t+3)y' +(t+3)y=ae™, t>0

P10) (P2a Examen 2005, Prof. Raul Manasevich)
Resolver la siguiente ecuacion diferencial

AX°y"+ 88X’y +y = tan
2X

Sugerencia: Haga x =t™ con m adecuado

P11) (P2b C1 2006, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva la siguiente EDO:

X" +tx' + x =t

P12) (P3b C1 2006, Prof. Raul Manasevich)
Resuelva la siguiente EDO:

4yﬂ_4yl_ y:

10
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