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P1) (Tarea 32003, Prof. R. Manasevich)
Considere el sistema de 2 estanques dispuestos segun la figura.

F:1
Fel Fel

hI _,&7 A% A_,Fsz

El estanque 1 es una piramide regular de base cuadrada y el estanque 2 es un cono.
Suponga que conoce algun dato que permita determinar el volumen de estas figuras dada

una altura arbitraria.

Suponga que la densidad del fluido es siempre constante e igual a p. Suponga ademas que
los flujos de entrada Fe; y Fez SON constantes.

a) Encuentre el sistema de ecuaciones no lineal que modela la altura de los estanques
hi(t) y ha(t). Suponga flujos de salida proporcionales a la raiz cuadrada de la
diferencia de presiones en las valvulas.

Indicacién: Deberén llegar a un sistema de la forma
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b) Suponga gque se desea mantener una altura constante en ambos estanques e iguales a
1 metro. Linealizar el sistema en torno a este punto de operacion.
Indicacién: Aplique Taylor de orden 1 para una funcién de dos variables.

¢) Suponga que se tiene el sistema lineal
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donde A, B y C son constantes que dependen del sistema y f; y f, son los flujos de entradas

constantes que le aplicamos.

i) Compruebe gue este sistema es similar al encontrado en la parte b).

i) Muestre que este sistema no puede tener soluciones oscilatorias.

iii) Encuentre el punto critico que posee este sistema linealizado y haga un cambio
de coordenadas para que el origen del nuevo eje de coordenadas sea el Unico
punto critico (imponga condiciones para que esto se cumpla)

iv) Ahora determine las relaciones entre esos coeficientes de tal forma que el punto
critico del sistema anterior sea estable y las condiciones para que sea inestable.
Indique cada caso y resuelva.

d)

i) Suponga que ambos estanques surten dos predios contiguos. Se quiere que ambos
estanques mantengan igual altura igual a 1 metro para que el nivel de riego sea el
mismo, que valores de f; y f, sugeriria?.

ii) Suponga que quiere que el predio regado por el estanque 1 se quede sin agua y que el
predio 2 se inunde, que valores de f; y f, sugeriria para que en un tiempo minimo logre
su deseo.

e) Resuma lo que hizo en esta tarea (en palabras) y saque algunas conclusiones.
P2) (Tarea4 2003, Prof. R. Manasevich)

Parte a)

Bosqueje los diagramas de fase de los siguientes sistemas:

) X=y,y=x-y-x

i) x=x*—y*y=xy-1
Para aquello, encuentre puntos criticos, clasifiquelos, determine isoclinas, trayectorias y
direcciones. Con todos esos desarrollos matematicos bosqueje el diagrama de fase y con la
ayuda de Maple compare sus resultados. (incluya en esa pregunta el diagrama de fase que le
arrojo Maple)
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Parte b)
Un modelo simple en Economia esté dado por:

| =1-KS,S=1-CS-G

Donde I(t) representa las entradas o ingresos “income” (cantidad de plata que se recibe),
S(t) es el rango de gastos, G es el gasto del Gobierno (constante), y C y K son constantes
positivas.

) Grafique posibles curvas de solucion cuando C=1 e interprete las soluciones
en términos econdmicos. Que sucede cuando C es distinto de 1????
i) Grafique las curvas solucion cuando K=4, C=2, G=4, 1(0)=15, y S(0)=5. Que
sucede para otras condiciones iniciales??
Hint: base sus andlisis en los diagramas de fase que les indicaran como varia el Ingreso a
medida que vario el Gasto, para cualquier condiciones inicial que ubiquen en el plano.

Parte c)
La potencia P(t) generada por una rueda que gira debido a un chorro de agua y la cual
adquiere velocidad V(t) puede ser modelada por el siguiente sistema:

P=-aP+PV\V =1-pV - P?

donde a y B son constantes positivas. Describa la conducta cualitativa de este sistema
cuando a y B varian y dé una interpretacion fisica del resultado.

Parte d)
2
97 dn
d*n d’n dr dr , dn
Dado que —% =-np——~ X = T y= ademas t = log—|, pruebe que se
q g Udrzy diﬂy ﬂy ngIO q
dr? ﬂdrz

cumple:
X=X1+x+y)y=y2+x-y).

Luego bosqueje el diagrama de fase en el plano XY.

Parte €)
Explique los siguientes conceptos, importancia y dibuje cuando sea necesario:

) Punto critico hiperbolico y no hiperbdlico. Teorema de Hartman
i) Modelo Lotka-Volterra.

iii) Ciclos Limites

Iv) Sistemas Hamiltonianos

V) Caos (explique usando algunos ejemplos).
vi) Ecuaciones de Lorentz, Circuito de Chua y la reaccion de Belousov-
Zhabotinski.
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BONUS 1 (si lo hace, hagalo en una hoja por separado)
1) Construya un sistema no lineal que tenga cuatro puntos criticos: dos puntos
sillas, un foco estable y un foco inestable.

BONUS 2 (si lo hace, hagalo en una hoja por separado)

) Aplicando leyes de Newton, encuentre la ecuacion diferencial que rige a un
péndulo simple no lineal de largo I.

i) Trasforme este sistema de segundo orden a un sistema en el plano y obtenga los
puntos criticos. Clasifique estos puntos segun sean hiperbélicos o no
hiperbdlicos y sus caracteristicas.

i) Segun lo visto en clases, bosqueje el diagrama de fases en el plano y explique
fisicamente su significado. (Tome 4 condiciones iniciales para el angulo y la
velocidad angular inicial, una en algun punto critico inestable, otra en las
cercanias de algun punto critico estable, otra en la transicion u homoclina del
diagrama, y otra lejos de los puntos criticos)

P3) (P5 Examen 2003, Prof. R. Manasevich)
En un habitat cerrado autosuficiente coexisten 2 especies cuyas poblaciones estan regidas
por las ecuaciones:

X = ax —bx? —cxy
y =dy—ey® - fxy
a,b,c,d,e, f son constantes positivas, ¢ < f,ae <cd,cf <be.

i) Expligue las ecuaciones y el tipo de relacion entre las especies.
ii) Encuentre puntos criticos
iii) Clasifique los puntos criticos que pertenecen al primer cuadrante del plano xy
(incluyendo el origen)
iv) Aplique el cambio de variable u = In(x),v = In(y) y obtenga el sistema no lineal de la
forma:
u=f(u,v)
v=g(u,v)
V) Suponga que se cumple
e’ =1+u
e’ =1+v
Obtenga el sistema correspondiente y analice sus puntos criticos.

vi) Resuelva el sistema obtenido en la parte v) , sabiendo que se cumple:
a=Lb=3c=1d=2e=1Lf=2
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