UNIVERSIDAD DE CHILE

FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIDAD N°1
ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

Variables Separables

P1)
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:
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P2) (P1C1 2001, Prof. R. Manasevich)
Resolver

a = Y Y@ =e
" Y Xiog(y) - togx+1 T
b) y'=1+e’7®
9y o
yeV’ +1
ademas en este caso a partir de la expresion encontrada demuestre que se puede resolver
para Yy’ en forma Unica.

P3) (P4 C1 2001, Prof. R. Manasevich)
La ecuacién:

dP
T P(a—blog(P))

se utiliza en el prondstico de crecimiento de poblaciones. En esta ecuacion a>0 y b son
constantes.
a) Encuentre la solucion de esta ecuacion en términos de a, b, Po=P(0) >0y t.
b) Describa el comportamiento de P(t) cuando t — oo, (considere los casos b>0 ,
b<0)

P4)
Un esquiador de masa M baja por una ladera inclinada con un angulo o respecto a la
horizontal, sometiendo ademas de la fuerza de roce cinética con la nieve con constante

M4, una fuerza de roce viscosa de la forma — 2 fmv

La ecuacion de movimiento del esquiador es:
2

mgsina—Z,Bm;bt(—ykmg CoOSa =M e

Si tan(a) > y, :
dx
a) Determine la rapidez del esquiador en funcién del tiempo (a (1)

b) Determine la rapidez limite, es decir cuando t — 0.
c)Determine la posicion en funcion del tiempo (X(t))

P5)
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) gy:2+4/y—2x+3
X
dy 1-x-y

b)
dx X+Y



o) xyy' =3y*+x* yE1)=2

oyt Yoyox
dx
e) dy (-5x+y)* -4

dx:

P6)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial no lineal:

y(t)=t-y? . y(0)=0

P7)  (P4i Examen 2001, Prof. R. Manasevich)
Considere la siguiente ecuacion no lineal:

d .

a_ sin(x—y)

dx

Encuentre la solucion general y el dominio de definicion de esta solucion. Encuentre una
solucion de esta ecuacion que satisfaga y(zz/2) =0

P8) (P3 C1 2000, Prof. R. Manasevich)
Encuentre la solucion (o soluciones) para el problema con condicién inicial:

y" =3y’ y(0) =1 y'(0)=1
Es la solucion a este problema unica? Encuentre el intervalo maximal donde esta definida
la soluciodn (o las soluciones) y dibuje estas soluciones.

P9)  (P2i Examen 2002, Prof. R. Manasevich)
Considere la siguiente ecuacion no lineal:
dy 2
=(x+y)
dx
Encuentre la solucion que satisface y (0) = 0, y dé el dominio de definicion de esta
solucion.

P10) (P2a Control 12003, Prof. R. Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

YRy
t? +aty

P11) (P4 Control 1 2003, Prof. R. Manasevich)
La velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es proporcional a la diferencia entre la
temperatura T del cuerpo y la temperatura T, del aire, es decir

dT

dt:KU—n)K>Q



a) Determine T(t).

b) Si Ty=20 grados Celsius y el cuerpo se enfria desde 100 a 60 grados Celsius en veinte
minutos se pide calcular en cuanto tiempo la temperatura del cuerpo descendera hasta 30
grados Celsius.

c) ¢Cual es la temperatura limite (t — oo) del cuerpo?

P12) (Tarea 12004, Prof. R. Manasevich)

Problema 1.- En un acelerador de particulas lineal, un electrén que parte con velocidad
inicial v, en t=0 es acelerado por un campo eléctrico constante de magnitud E.
Determinar la velocidad final v(t) al cabo de t segundos.

Hint: Hay que tener en cuenta el efecto relativista que hace que la masa del electron varie
con su velocidad de acuerdo con la expresion

m=

donde m, es la masa en reposo del electron constante. Considerar la segunda ley de
Newton en la forma

d
= (mv)=F
” (mv)

donde F =e-E es lafuerza aplicada al electron debido al campo eléctrico (constante).

Problema 3.- Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales e indique el dominio de la
solucion:

,_ y-sen(x)
=—=y(0)=1
2}y 1+ cos(x) v
b) 2-e7-y-y = x-(sen(x)+cos(x))+ sen(x); y(;[] = - 72[ et

c) y'=y-sec(x); y(0)=1.

P13) (P4a C1 2004, Prof. R. Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:
y2y' .
T e*™ =0
X
Encuentre ademas la solucion y(t) que tiende a cero cuando x tiende a -oo.

P14) (Pla Examen 2004, Prof. R. Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

X-y' —y=+x>+y?



P15) (P4 C1 2005, Prof. R. Manasevich)
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(@) y'=6e"", y(0)=0

1
(b) 2t2y =cos? y, y(4) = %

P16) (Plc Exadmen 2006, Prof. R. Manasevich)
Resuelva la siguiente EDO:

y

XZ

y'+e2 7" =0. (2.0 puntos)

Problemas

P1) (P2 C1 2002, Prof. R. Manasevich)
Considere la ecuacion diferencial

y'+p)y +at)y=0
donde P,(: | > R son dos funciones continuas que se pide determinar bajo la
condicion de que
y,(t) =sint®, vy, (t) = cost’
formen una base de soluciones de esta ecuacion.
Determine claramente los intervalos reales | donde este problema admite solucién.

P2) (P3 C1 2002, Prof. R. Manasevich)
Considere la ecuacion de Clairaut

1 1 1
y=ty' - 4(y ).
Demuestre que

1
t)=Ct—=C?
y(t) 4

es una solucion uniparamétrica de esta ecuacion (2 puntos).
Encuentre cual de las siguientes funciones: y(t) =t y(t) =t y(t)=¢', es una

solucidn de la ecuacion diferencial y haga un grafico donde incluya esta ultima solucion asi
como la familia uniparamétrica de soluciones, indicando la relacion geométrica entre estas
soluciones (4 puntos).



Ecuaciones de primer orden lineales

P1)
Resuelva las siguientes Ecuaciones Lineales:
) y+dy=e',  y(0)=%

b) y'sen(x) = x — y cos(x), y(%) 1

dy
c) at + ycot(t) = 2cos(t), y(%): 2
d) xd—y—4y = x°e”

dx

e) xd—y+y:2x, y@) =0
dx

f) £+rse00:c030
do

P2) (P2 C1 2001. Prof. R. Manasevich)
Considere el problema con condicion inicial:

A+ x3)y' +2xy = f(x), y(0)=0
donde
si
f(x):{ xS x € [0,1)
- X Sl X>1

Encuentre una solucién continua, (no de clase C*) de este problema.
EvalGe y'(1,),y'(L.) y demuestre que y'(1,) —y'(L.) =-1.

P3)
Se tiene un sistema dindmico de primer orden de tiempo continuo, definido por la ecuacion
diferencial

Y()+4Y({t)=2U(t), Y(0)=1.
Suponga que la entrada U(t) es un proceso estocéstico de valor medio 77, = 2t y funcion
de auto correlacion R, (t;,t,) =t,t,. Se pide analizar el proceso estocastico de salida

Y (t), encontrando su valor medio 7, (t) y auto correlacion R,y (t,,t,) .

Para esto tendra que resolver las ecuaciones:
1) 17, +4n, = 4t paraencontrar el valor medio 77, (t)



oR,, (t,,t
2) M +4R,, (t,,t,) =t;t, paraencontrar R, (tl,tz) necesario para calcular

2
la auto correlacién gque se obtiene a partir de la ecuacion:

R (t.,t
M"“"RW (tl,tz) = RUY (tl’tZ)'

1

P4) (P11 C1 2004. Prof. R. Manasevich)
En un circuito RC (ver figura) se ubica una fuente de voltaje f (t) que es tal que si el

voltaje en el condensador V, supera o es igual a V, /2 tomaré el valor f (t) =—v,.Si v,
es menor o igual a — V, /2 entonces f (t) tomara el valor f(t)=v,.
f -
¥

()t c vt

El voltaje en el condensador V., es una funcion continua en el tiempo y satisface la
ecuacion diferencial:

dv
RC-—°+v, = f(t),
dt
f(0)=v,,v.(0)=0.
a) Grafique la evolucién en el tiempo del voltaje en el condensador, indicando
intersecciones con el eje de las abscisas y puntos relevantes, desde t=0 hasta

t=RC(In2+3In3).

b) Indique el periodo del voltaje en el condensador y grafique el voltaje en la
resistencia.

Datos: (Ley de Kirchoff para voltaje y Ley de Ohm)

v, (t)+vg(t)= f(t)

dv
t)=i(t)R=RC.-—=
v (B)=it)R=RC ¥




P5) (P11 C12006. Prof. R. Manasevich)
(@) (3.0 puntos) Considere la ecuacion diferencial lineal de primer orden:

y'+a(t)y =b(t)u(t)
(i) Sabiendo que en la ecuacion se cumple lo siguiente:
-cuando u(t) =0, y(0)=1 lasolucibnes y(t)=¢e"
-cuando u(t) =1, y(0) =0 lasoluciénes y(t)=—-e"+1
se pide encontrar las funciones a(t) y b(t).
(if) A partir de (i), determine la solucién y(t) de la ecuacion cuando u(t) = sen(t),
y(0)=0
(b) (3.0 puntos) Resuelva la ecuacion diferencial ordinaria:
y'+ (tan x)y = cos® X

y(0)=-1

Ecuaciones de Bernoulli y de Ricatti.

P1)
Resuelva las siguientes Ecuaciones:
a) W y = X%y’
dx
dy S 3
b —= —by=——X
) dx y 2 y

c) y' +xy? —(2x* +D)y+ x> +x-1=0
d Y =-ty+ty?

, 1 2 _ z :i
e) y +(cot(t))y+sen(t)y =0, y( 4j N

P2)

a) Muestre a que tipo de ecuacion se reduce la ecuacion de Ricatti usando la siguiente
sustitucion.

V) =Y (0 +
Z(X)

2
b) Observe que Y, (X) = — es solucion de
X



dy 4 1 )
=—— —"y+
dx  x? xy y

Usando lo realizado en la parte a) encuentre la solucion de esta ecuacion tal que y(1) =3

P3) (P1 Control 12002, Prof. R. Manasevich)
Mediante sustituciones adecuadas resuelva la ecuacién diferencial no lineal

y' —4ylogy +2ty(log y)’ =0,
1

y encuentre la solucion que satisface y(0) = e 4. Demuestre que el dominio de definicion

de esta solucion incluye el intervalo [O, oo).
Sugerencia. Transforme primero la ecuacion en otra no lineal pero conocida.

P4)  (P1 Examen 2002, Prof. R. Manasevich)
Resuelva las ecuaciones:

1 2 T 1
i "+ cot X — =0, — ==
) y sin x y(4j 2

ii) y'—5y=—‘2xy3

P5)  (P2b Control 1 2003, Prof. R. Manasevich)

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial:
2
4mn
JE | y—(m-n).

(m+n) (m+n)

P6) (Tarea 12004, Prof. R. Manasevich)
d
Problema 2.- Considere la ecuacion diferencial: d)t/ =([1-y)x(t)+k-y)
donde x(t) es una funcion cualquiera y k es una constante.
a) Hallar la solucion del problema.
b) Calcular la solucion en el caso de que X(t) =k -t, con k constante

P7)  (P4b C1 2004, Prof. R. Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

y':l+x4y2 NG
X

P8) (P1lb Exadmen 2005, Prof. R. Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

y'—y?arctany = arctan y + [S(arctan y) - 2K1+ y2)



P9) (P2a C1 2006, Prof. R. Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:
y' =tan(y)-sen(y) + 3tan(y) + 2sec(y)

Sugerencia: Use un cambio de variable adecuado para convertir la ecuacion en Ricatti a
coeficientes constantes.

Ecuaciones exactas y factores integrantes.
P1) Verificar si las siguientes Ecuaciones Diferenciales son exactas o no, en caso de serlo
resuelva:

a) (2 + L)dx + In(x + 2y)dy = 0
X

b) (ye ™ —sen(x))dx — (e +2y)dy =0
¢) 2y(y—-1Ddx+x(2y-1)dy =0

d) (2xy® — ysen(x) + 2x —1)dx + (2x°y + cos(x) + i)dy =0
y

e) (L—y?)dx+ (1—x*)dy =0

Respuestas:

a) No es exacta. b) COSX—ye ™ — y2 =C. c) No es exacta.
d) X*y* +ycos(x) + x* —x+In(y) +C e) No es exacta

P2)

Determine k tal que la ecuacion sea exacta:
((2x — ysen(xy)) + ky*)dx — (20xy*® + xsen(xy))dy = 0 R: k=-5

P3)
Resuelva la siguiente ecuacién diferencial:
2 2
(cos(x)sen(x) — xy?)dx + y(L— x*)dy = 0 R: yz(l— x2)+ ) _ e
P4)

Resuelva como ecuacion exacta y como ecuacién homogeénea:

2 oy 22
jy , 2X3 dx+fy3 X2 dy=0 rR: x2y?(4y? —x%)=c
Xy* — X y* = x’y

P5)
Hallar el valor de n para el cual cada una de las ecuaciones siguientes es exacta y
resolverlas para ese valor de n:

a) (xy2 + nxzy)dx + (x3 + xzy)dy =0; R:n=3(xy)’+2x’y=c;
b) (x +ye™ )dx +nxe*Ydy = 0; R:n=1x"+e* =c;

10



P6)
Resolver cada una de estas ecuaciones hallando un factor integrante:

a) (38X —y®)dy—2xydx =0;

by  (xy—-21)dx+ (x> —xy)dy =0;

c)  xdy+ ydx+3x’y*dy = 0;

d) exdx+(ex cotg(y)+2ycosec(y))dy:0;
e)  (x+2)sen(y)dx + xcos(y)dy =0;

f) (x3 +xy3)dx+3y2dy:0;

Respuestas:
a)u=l4,><2—y2=cy3; ) == 2%y —logx* — y? =c;
y X
) {= ( 1)3 33Xyt =1+cx’y?; d) u = seny,e*sen(y)+y* =c;
Xy
e) 1 = xe*,x%e*sen(y) =c; Hu=e?e2(y+x-2)=c
P7)
Considere la ecuacion diferencial no exacta M (X, y)dx+ N(x,y)dy =0, donde My N
M N
oy OX

son de clase C'. Demuestre que si , s una funcion g(z) del producto z=xy,

(Ny — Mx)
entonces la ecuacion diferencial tiene un factor integrante de la forma u=u(z) y encuéntrelo.

P8) (P2 C1 1995, Prof. R. Manasevich)
Considere la ecuacion diferencial M (X, y)dx + N(x, y)dy = 0, donde M, N son de clase

C'!y suponga que existen dos funciones f, h e C tal que:
FOIM(x,y) +h(y)N(x,y) = 0.
Encuentre la solucion de la ecuacion diferencial en D < %%, donde f(x)=0 y h(y)=0.

P9)  (P3 Control 2 2002, Prof. R. Manasevich)
(a) (1+ Iogx+yjdx—(1— log x)dy = 0;
X

y
() (4y + 9x2)dy +6xydx = 0;

3y>—=x*), X
(b) [ : JY+2y4=1,Y(1)=1

11



P10) (P4 Control 2 2002, Prof. R. Manasevich)
a) Considere la ecuacion diferencial no exacta: M (t, y)dt + N(t,y)dy = 0, donde M, N

oM  oN
(ay . at)
y" 1" (nyN —mtM)
entonces la ecuacion diferencial tiene un factor integrante de la forma u = u(2).

(b) Si ahora M (t, y) = yf (ty) y N (t, y) =19 (ty), para ciertas funciones f y g de clase C',

son de clase C'. Demuestre que si , es una funcién de z=t"y",

1
demuestre que u(t,y) =, esun factor integrante de la ecuacion.
tM — yN

P11) (Tarea 3, 2002, Prof. R. Manasevich)

22
a) (33’ X]dy+x4dx:0

y° 2y

1 1 y X
S+ dx+| ye’ + dy=0
(x x? x2+y2j [y x2+y2] y

c)  (—xysin(y)+2xcos(y))dy + 2ycos(y)dx =0

1 1 y X
—+ - dx+| ye’ + dy=0
(x x? x2+y2) [y x2+y2] y

e) Determine N(X,y) tal que la siguiente ecuacion sea exacta y resuelva
1 1

[yzx2 + xz)J(ry]dX + N(x,y)dy = 0.

b

N—r

d

—

P12) (P4 Control 3 2003, Prof. R. Manasevich)
i) sin(x)cosh(y )dx — cos(x)senh(y)dy = 0, y(0)

i) (x +3x%sen(y )Jdx + x* cos(y)dy =0

0

P13) (P5 Control 3 2003, Prof. R. Manasevich)

(5x2y +6x°y° + 4xy2)dx + (Zx3 +3x'y + 3x2y)dy =0.
1) Demuestre que esta ecuacion admite un factor integrante de la forma ,u(x” ym)
i) Encuentre el factor integrante correspondiente y resuelva la ecuacion.

P14) (P2 Examen 2004, Prof. R. Manasevich)
i) (2xy2 —y-sin X+ 2x —1)dx+(2x2y + cosx+ljdy=0, y #0.
y

i)  (x+y)dx+xlogx-dy=0, x>0.

12



P15) (P1 C2 2005, Prof. R. Manasevich)
Sea la siguiente ecuacion diferencial no exacta:

M (x, y)dx+ N(x,y)dy =0
Donde las funciones M(x,y) y N(x,Yy) satisfacen las siguientes propiedades
M(x,y) =y f(xy),N(x,y) = x-g(xy)
con f(xy) y g(xy) funciones conocidas.
(@) Encontrar un factor integrante para la ecuacion.

(b) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial: xdy + ydx +3x%y?dy =0

P16) (Pla Examen 2005, Prof. R. Manasevich)
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

xdy + (2y —sinx)dx =0 , y(Zj:ﬂz

P17) (P3 C2 2006, Prof. R. Manasevich)
Considere la ecuacion no exacta:
M (x, y)dx+ N(x,y)dy =0
Suponga que se cumple que:
ON oM

ox oy
LY M (X, y) —ax“ - N(x, )
Para cierta funcion z que dependa de x e y.
(@) Encuentre un factor integrante para la ecuacion. Indicacion: encuentre z.
(b) Ocupando la parte anterior, encuentre un factor integrante para la ecuacion:

(x> +2xy — y)dx + (y* —2xy — x*)dy =0
y a continuacion resuelva la ecuacion.

9(2) =

P18) (P4b C2 2006, Prof. R. Manasevich)
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

. ,  —3x*—2ysin2x
(i) = -2 2
2sin° X+ 6y

(i) (2y—6x)dx+(3x—4—;2dy):0
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