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7 Integral triple de Riemann

7.1 Definicién

Llamaremos rectangulo cerrado de R? (paralelepipedo) al producto de tres intervalos
cerrados y acotados de R, es decir

R:[a,b]X[c,d]x[e,f]:{(z,y,z)ER?’:agxgb,cgygd,egzgf}

Si los intervalos son abiertos, el rectangulo se llama abierto. Se llama volumen del
rectdngulo al producto de las longitudes de los intervalos que lo definen, es decir V(R) =

(b—a)(d—c)(f—e).

7.2 Particiones de un rectangulo

Sea R = [a,b] x [c,d] x [e, f] € R3. Llamaremos particién de R al producto carte-
siano de una particién de [a,b], por otra de [c,d] y por otra de [e, f]. Es decir, si P| =
(a=zp<m1<...<2p=0>) €P([a,}]), b=(c=yo<tpn <...<ym=4d) € P(lc,d]) y
Py=(e=2z <z <...<z =f) €P([e f]), entonces
P=P X P, xP3

={Rijr = [Ti—1, ] X [Yj—1,Yj] X [zh—1,2]) : 1 <i<n, 1 <j7<m, 1<k <p}eP(R)
La particién P consta de n - m - k rectangulos.

Si P,P' € P(R), diremos que P’ es mas fina que P, P < P’, si cada rectdngulo de
P’ esté contenido en algiin rectdngulo de P.

7.3 Sumas de Riemann

Sea R = [a,b] X [c,d] x [e, f] C R?,
P = {Rijk = [mi_l,xi] X [yj_l,yj] X [Zkfl,zk] 1<i<n, 1<53<m, 1<k §p} € P(R)

y f : R — R una funcién acotada. Se definen las sumas inferior y superior de
Riemann de f asociadas a P como

n m p

Zzzmwk V(Rir) = >3 > migwlas — wio1) (Y — yj—1) (2k — 20—1)

=1 j=1 k=1 =1 j=1k=1
n m D n

Zszk V zyk ZZZka i Ti— 1)(y —Yj— 1)(2”]672]6—1)
i=1 j=1 k=1 =1 j=1 k=1

donde

mige = inf {f(z,y,2) : (x,9,2) € Rijr} v Mk =sup{f(z,y,2) : (z,y,2) € Rijr}
La suma de Riemann de f asociada a Py a

{(&jk> Mijk, Xijk) € Rije : 1 <i<n, 1<j<m,1<k<p}
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es
n m P
S (f, P (g migis Xige)}) = D> > F (i Migies Xigi) - V (Rei)
i=1 j=1 k=1
n m V4
= 30N o Mg Xgw) (i — i) (5 — ¥5-1) (2 — 2k-1)

7.4 Propiedades

Sean R = [a,b] X [¢,d] x [e, f], P,P' € P(R)y f : R — R una funcién acotada. Se tienen
las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera (&jk, Nijks Xijk) € Rijr € P, 1<i<n,1<j<myl<k<p,se
tiene que

2. Si P < P/, entonces

s(f,P)<s(f,P)<S(f,P)<S(fP)

3. Simy M son, respectivamente, el infimo y el supremo de f en R, se tiene que

m-V(R)<s(f,P)<S(f,P)<M- -V(R)

7.5 Integral triple de Riemann

Sean R = [a,b]x[c,d]x[e, f]y f : R — R una funcién acotada. Se definen las integrales
inferior y superior de Riemann de f sobre R como

// f(2,y,2) de dy dz = sup {s(f, P) : P € P(R)}

///f(x,y,z)dxdydz:mf{S(f,P) : PeP(R)}
R

Es claro, de las propiedades anteriores, que

///f(fﬂay,z)dxdydz S///f(x,y,z)dazdydz
S R

y cuando ambas coinciden se dice que f es integrable Riemann sobre R, definiéndose
la integral como el valor comin que se representard por

/R/ flx,y,z)drdydz

En caso contrario se dice que f no es integrable Riemann sobre R. Se representard por
R(R) a la familia de todas las funciones que son integrables Riemann sobre R.
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7.6 Teorema de caracterizacién de la integrabilidad Riemann

Sean R = [a,b] x [¢,d] x [e, f] v f : R — R una funcién acotada. Son equivalentes:

1. f es integrable Riemann sobre R.

2. Para cada ¢ > 0 existe P. € P(R) tal que S(f, P.) —s(f,P:) <e

3. Existe I € R tal que para cada ¢ > 0 existe P. € P(R) verificando que
1S (f, Py {(Gighs mighs Xigr) }) — I < &

para cualquier suma de Riemann asociada a P-.

7.7 Propiedades
Sean R = [a,b] x [c,d] x [e, f] v f,g : R — R funciones integrables Riemann.

1. Para cualesquiera «, 8 € R se tiene que

/// laf(z,y,2) + Bg(z,y, 2)] da:dydz:a// f(z,y,2)dedydz
" R
+5///g($,y,z) dr dy dz
R

2. Sim < f(x,y,2z) < M en cualquier punto (z,y,z) € R, entonces

< ///f(x,y,z)dwdydz <M-V(R)
R

3. Si f(z,y,2) < g(x,y, z), para todo (z,y,z) € R, entonces

// flz,y,z da:dydz</// g9(z,y,2)drdy dz

4. La funcién valor absoluto de f, |f|, es también integrable Riemann y

// f(z,y,2)dedydz S// |f(z,y,2)| dedydz
R R

7.8 Teorema de Fubini

Sean R = [a,b] x [¢,d] X [e, f] v f : R — R una funcién acotada e integrable sobre R.
Supongamos que para cada = € [a, b] existe la integral

:/ flx,y,2)dydz donde Ry =lc,d] x [e, f]

Entonces también existe la integral de J(x) sobre [a,b] y se cumple que

b b
/}! f(x,y,z)dacdydz—/(lJ(af)d:c—/a éf(x,%z)dydz da
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7.9 Notacién

Se suele representar

/ab //f(x,y,z)dydz dl‘:/abdft//f(x,y,z)dydz
Ry o

entendiendo esta ultima expresién como que en primer lugar hay que hacer la integral
doble de f, respecto de y y z, sobre Rj, y su resultado integrarlo, respecto de x, entre a

y b.

7.10 Observaciones

Si aplicamos el teorema de Fubini bidimensional en la integral sobre Ry se obtiene:

///f(x,y,z)dxdydz:/abdx/cddy/eff(az,y,z)dz:/abdg:/efdz/cdf(x’y,z)dy
R

Otras posibles formas de aplicar el teorema (invirtiendo variables) serian:

d
/R//f(rc,y,Z)dxdde=/c dyé/f(a:,y,z)dxdz donde Ry = [a,b] x [e, f]

!
/R//f(x’%z)dxdydz—/e dzlg/f(wvy,z)dxdy donde Rz = [a,b] x [¢,d]

pudiendo aplicar después, en ambos casos, el teorema de Fubini bidimensional.

7.11 Integrabilidad de las funciones continuas

Sif: R=]a,b] x[c,d] x[e, f] — R es continua, entonces f es integrable Riemann sobre

R.

7.12 Contenido nulo

Sea A C R? un conjunto acotado. Se dice que A tiene contenido nulo si para cada & > 0
existe una familia finita de rectdngulos, {Rz}f\i 1, tales que

N
AclUr vy D V(R)<e
=1 i

7.13 Ejemplos

1. Cualquier conjunto plano de contenido nulo tiene contenido nulo en R3.

2. Un conjunto finito de puntos, una sucesion convergente de puntos y un segmento de
recta tienen contenido nulo.
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3. El grafo de una funcién continua, definida sobre un conjunto compacto del plano,
tiene contenido nulo.

4. Todo subconjunto de un conjunto de contenido nulo tiene contenido nulo.

5. La unién finita de conjuntos de contenido nulo tiene contenido nulo.

7.14 Teorema

Sea f : R = [a,b] X [c,d] X [e, f] — R acotada y sea Ds(R) C R3 el conjunto de
discontinuidades de f en R. Entonces, si D¢(R) tiene contenido nulo, la funcién f es
integrable Riemann sobre R.

7.15 Integral de Riemann sobre otros recintos acotados

Sea D C R3 acotado y f : D — R una funcién acotada. Se define

///f(fﬂay,z)dxdydz:///f(az,y,z)dxdydz
b R

donde R = [a,b] X [¢,d] x [e, f] es cualquier rectdngulo que contiene a D y

~ ) flzy,2) si(w,y,2) €D
f(%y’z)_{o ,si(z,y,2) € R\ D

7.16 Propiedades

La integral de Riemann sobre recintos acotados tiene las mismas propiedades de la integral
sobre rectangulos, ya descritas en (7.7), y ademés

///f(:v,y,z)dq:dydz:///f(:c,y,z)dxdydz+///f(a:,y,z)dxdydz
A B

AUB

siempre que A N B tenga contenido nulo.
7.17 Integral de Riemann sobre recintos especiales
1. Un recinto D C R? se llama z-seccionable si es de la forma
D = {(SE,y,Z) - a S T S b’ (yvz) € Sfl?}

donde S, a < x < b, es un recinto acotado de R2 (en el plano Y Z) sobre el que se
sabe calcular una integral doble. En este caso, aplicando el teorema de Fubini, se

llega a que
b
///f(ﬂf,y72)dxdydzz/ dw//f(ﬂf?y&)dydz
D ¢ Sy

Para recintos seccionables respecto de los ejes y o z se procede de forma anéloga.
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2. Un recinto D C R3 se llama xy-proyectable si es de la forma

D ={(z,y,2) : (x,9) €S, p1(z,y) <2 < pa(a,y)}

donde ¢,y : S — R son funciones continuas con ¢i(z,y) < v2(zx,y), para todo
(z,y) € S,y S C R? es un recinto acotado sobre el que no es dificil calcular integrales
dobles. Aplicando el teorema de Fubini, si f : D — R, se tiene que

SOQ(Ivy)
[[] tav2rdwayaz = [[away [~ pia.p.2a:
D IS wl(x,y)

Para recintos zz-proyectables e yz-proyectables se procede de forma andloga.

7.18 Aplicaciones

1. Célculo de voliimenes: Si D C R?, su volumen es

V(D):///dxdydz
D

2. Calculo de masas y centro de gravedad: Si D C R representa a un sélido tridimen-
sional con densidad puntual p(z,y, z) > 0, para cada (x,y, z) € D, entonces la masa

de D viene dada por
m(D) = /// p(z,y,2) dx dy dz
D

y el centro de gravedad de D, (z4,vy, 2¢), viene dado por

xg:m(lD)///xp(x,y,z)dwdydz , yg:m(lD)///yp(x,y,z)d:cdydz
D

D

2g = m(lD)///zp(a:,y,z)da:dydz
D

7.19 Teorema del Cambio de Variable

Sea D C R3 compacto y 2 C R3 un conjunto abierto con D C €. Sea ¢ : Q — R3,
o(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)), con derivadas parciales continuas, inyectiva

en Dy tal que ¢! : (D) — D tiene derivadas parciales continuas. Entonces, si
f € R (p(D)) la funcién (f o) - |Jp| € R(D) y

///f(1f>y) drdydz = ///f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u’v,w)) N Tp(u, v, w)| dudv dw
#(D) D

donde Jp es el Jacobiano de ¢, es decir

Oz Oz Oz

oz Y, 2 U v Quw
Tolu,v,w) = SEWEL G 5
a(uvvvw) 0z gz 0z

ou v Ow
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7.20 Algunos cambios de variable usuales

1. Coordenadas cilindricas: Consiste en aplicar coordenadas polares en uno de los
planos (por ejemplo XY') y mantener intacta la otra. Es decir

x = pcosb
y = psent o Jel=p
2=z

con0<p<ooy0<0<2m.
2. Coordenadas esféricas:

x = pcosfsen
y = psenfsen) : |Jo| = p*sentp
z = pcosy

con<p<oo,0<f<2rny0 <y <.



