CALCULO EN VARIAS VARIABLES - MA22A

CLASE AUXILIAR, JUEVES 19 DE ABRIL 2007

Problema 1. Espacio vectorial de las Matrices.
Sean (R™,|| - [|n) ¥ (R™,|| - ||m) Con dos normas cualesquiera (recuerde que en dimensién finita
todas las normas son equivalentes). Sea L : R™ — R una aplicacién lineal.

i. Pruebe que VL € L(R™;R™); 3 C <0 tq Ve € R™, ||L(2)||m < C |lz||n
Concluya con esto que todas las funciones lineales en dimensién finita son continuas.

ii. Sea
- [le : LR™R™) — RT U {0}
L — infC
ConC={C>0: |[|[L(z)|lm < C|z||, Vz € R"}
Demuestre que (L(R™;IR™), || - ||ar) es un espacio vectorial normado.

Puedes serle 1til probar que C es cerrado y que por lo tanto Vz € R™ ||L(2)||m < ||L||z ||Z||n
iii. Sea A la matriz representante de L con respecto a la base canénica y sean:
-t =112y Al lm =112

Demostrar que ||L||z = v/An, en que ), es el maximo valor propio de AT A

Aplicaciones del teorema del Punto fijo de Banach. Sean E y F' dos espacios de Banach.
Una funcién f : E — F se dice contractante si:

Ve,y € B, [|f(z) = fW)llr < Kllz —yllz

Donde 0 < K < 1.
Teorema del Punto Fijo de Banach
Sea C C E cerrado y T : C — C contractante. Entonces T tiene un tnico punto fijo. (ie. T'(z) = z)

La idea es usar este teorema para resolver sistemas de ecuaciones de la forma
Ar=b

siendo A una matriz invertible. La pregunta obvia es, por qué nos interesa busar otra forma de invertir
matrices si ya sabemos pivotear. Es muy tutil saber encontrar soluciones con métodos iterativos
cuando las matrices son grandes, debido a que el proceso de pivoteo requiere gran cantidad de
calculos. O también cuando se conoce un valor cercano de la solucién se puede iterar hasta converger
a esta. Un método iterativo permita construir una sucesion x, de vectores que se aproximan a la
solucién exacta z = A~!b del sistema en el sentido:

lim z, ==z
n—oo

Los metodos iterativos méas usados son los que construyen la solucién de la forma:
ZTpy1 = Bxp +¢, B€ Mpzn(R), c€R"

a partir de x( arbitrario. Se usan métodos iterativos para encontrarle un punto fijo a la funcién
f(z) = Bz + ¢, el cuél ser solucién del sistema.



Definicién 1. Un método se dice convergente, si para cualquier xo € R™, se verifica:

im 2z, =2=A"1b

n—oo

Definicién 2. Un método se dice convergente para el sistema Ax = b si y solo si verifica:

= El metodo es consistente con el sistema
= |[Bll <1

Teorema 1. Todo método convergente es de la forma x40 = M 'Nz™M~'b con A= M — N.

Con esto los métodos se suelen presentar de la forma Mxy,11 = Nz, +b. Para estudiar las estabi-
lidad, hay que analizar la influencia de perturbaciones. Asi que supongamos que se ha cometido un
error, es decir, en vez de:
Tpt1 = Bz, +¢
se calcula
Ynt+1 = Byn + ¢+ pni1

Yo — To = pPo

n
Yn — Tn = BnPO + ZB”_jpj
j=1
con lo cudl

n . n ) oo ) 1
llen = yall < D IBIllosll < sup|lpill D 1IBIF < sup [lo;l1 Y 1|1BI = Ty S llesll
j=1 Jj=1 Jj=1

st ||B|] < 1.

Metodo de Jacobi. Consiste en descomponer la matriz A en A = D—L—U donde D es la diagonal
principal de A, L es una matriz trinagular inferior estricta, cuyos elementos no nulos coinciden con
los de A, y Ues una matriz triangular superior estricta cuyos elementos no nulos coinciden con los
de A.

Por lo tanto el método de Jacobi considera M = D y N = L—U. Por lo tanto, la matriz de iteracién
J sera:

0 —ai2 —Qin
ail ary
—a2; 0 —a2n
J=M'N=DYL+U)=| o= a2
—ani 0 —Q0n—1,n 0
Ann Ann

El método de Jacobi se puede escribir por componente como:

.1 " .
al = M(_gaijxj +b), i=1,2,3,...,n



