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Problema 1:

Analizar la existencia de l)m}O O>f (X, %) de las siguientes funciones en funcionde « € R .
X, y)—=U,

Anexo: [Cambio a coordenadas polares]:

Sea =(0,0)x(0,27r) ysea g:A—IR?2 laaplicacién definida por

A
g(p,0)=(pcosO,psend) .(gesunabiyeccién continua de A sobre IR2—{(0,0)} ). Se tiene:

. g{(p,0)eA: 0<p<r, 0<0<2m} =B((0,0),r)

2. Dada f:R2->IR , F= fog estalque (x})igoo)f(x’y):a si y sélo si, dado

€>0 existeun 6>0 talquesi 0<p<§ entonces |F(p,0)—a|< e ,paratodo

0€l0,2m|

Problema 2:
Determinar la existencia de " yl)nj?o o fx,y) , de existir el limite, calcularlo. Utilice Coordenadas

Polares.

X%+ x seny

LS = ey

xt+y*
2. , V) =
fx,y) 2




Solucion:

Problema 1:

Primero escogemos nuestro candidato a limite, en este caso es cero, pues estamos tomando
lim

er)m(00) Luego vemos la definicion para demostrar el limite.
X,y)— !

Ve>036>0; O<H3c'—)?0||<5 = |7 (%)-L||<e

Luego la idea es acotar H f (3c')—LH por Hk’—fc’ou , puesto que esto es menor que delta, el cual
siempre podemos escoger menor que epsilon. También es ttil acotar por una funcién continua e
invertible de H} —550H tal que f(0) =0 (;porqué?). En fin, al acotar superiormente el término

H f (})—LH por cualquier expresion que tienda a cero, habremos demostrado que el limite de f'es
L.

En este ejemplo usaremos las siguientes cotas, inspiradas en el término en el denominador:
1 1

x| < (x40 [yl < (x*+)y?)?
sean pares.

. Cotas de este tipo son vélidas siempre que los exponentes

Entonces tendremos:

2
30—4

< (x°+y2)° (X0 +y?)° = (x6+ yz)T Donde la ultima expresion tiende a cero para
(20 +y2)’

x2|y["
x6+y?

4 . o . )
o> 3 luego para esos valores de alfa, el limite de la funcidn seré cero. ;qué pasa para los demas

valores? Lo que hemos hecho hasta ahora no nos asegura nada, sin embargo la intuicién es que no
hay limite.

La forma m4s usual de demostrar esto es encontrando un camino por el cual la funcién no tenga
limite o este dependa de un parametro.
4
3

Por ejemplo, veamos que para « = podemos tomar el camino y = m x?

|m|4/3

3) =
Sl me) =

, el cual depende de alpha... y por lo tanto no hay limite. Tomando este

. . 4
mismo camino para & < g , obtenemos:

L _|m]
|x‘4_30( 1+m2

f(x, mx?) = lo cual diverge cuando x tiende a cero.



Ejemplos de transformacion a coordenadas polares:

Las coordenadas polares nos permiten calcular los limites de la forma lim f(x,y) ytilizando

(x,y)—(0,0)
) ) ) ; .. = 0
sélo una variable, a saber el radio. lim f(p,0) . La transformacion que usamos es *=PCOs
p=0 y=p sen0
Un par de ejemplos sencillos:
sen (x2+y? sen(p? ) . sen(p?
flx,y)= (2 Zy )_ (2,0 ) conlocual  lim f(xd’):hm%zl
Xty p (x,7)=(0.0) b0 P

fx,y)= ycos(x2+y2) =1g(0)cos(p?) = lim f(p,0) =1g(0) .En este caso el limite depende

X p—0
del angulo de acercamiento a (0,0) .

Problema 2:

xy+xseny _ p3cos?(0)sen(0)+pcos(0)sen(pcos(0))

f(x,y):m \/pZ—p2cos(9)sen(9)

Notemos que 7(0) = 1—cos(0)sen(0) esuna funcién no nula para cualquier dngulo, luego la
expresion obtenida para f no se indefine. Tomando E_r)r(l)f (p,0) , obtenemos entonces el valor

CEro.



