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CAPITULO 1

ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

1.1 Introduccion

La estructura de espacio vectorial es la estructura algebraica de mayor importancia
del analisis matematico. Al definir en un espacio vectorial la nocién de norma, estamos
introduciendo una nocién fundamental, que es la de vecindad de un punto del espacio, o
mas intuitivamente la de cercania entre dos puntos.

Dada una norma en un espacio vectorial, definiremos en este capitulo las herramientas
y propiedades basicas que nos permitiran mas adelante ir construyendo las herramientas
y propiedades més complejas que intervienen en los modelos matemaéticos de la ingenieria,
de la fisica y de otras ciencias.

1.2 Conceptos preliminares

Definicién 1.2.1. Un espacio vectorial normado (e.v.n.) es un e.v. E sobre el cuerpo R
(de los reales) 6 C (de los complejos), dotado de una aplicacién de E en R, (conjunto de
los reales > 0), llamada norma y que denotamos || - ||, con las siguientes tres propiedades:

-

para todo a,b € E y para todo A en el cuerpo, se tiene

@] = 0eda=0 (1.2.1)
[Aall = [Al la]] (1.2.2)
l@+0l < @]+l (1.2.3)



1.2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Hablaremos entonces del e.v.n. (E, || - ||) o simplemente (si no hay confusién posible) del

—

ev.n. F.

Nota 1.2.1. En adelante, cada vez que nos demos un e.v., supondremos que esta consti-
tuido por mas de un elemento, es decir, que es diferente de {0}. Si no decimos lo contrario,
supondremos también que el cuerpo es R.

Ejemplo 1.2.1. El e.v. R" dotado de alguna de las normas:

@], = [Z a3] (1.2.4)

i=1

ldlly = ) ail (1.2.5)
=1

1

lall, = [Z |a!f] I<p<oo (1.2.6)
=1

dlle = mdx |a,l (1.2.7)

donde las cantidades a; € R son las componentes de @ € R", es un e.v.n.

Ejemplo 1.2.2. El e.v. L(E, 13) de las aplicaciones lineales de un e.v.n.
(E,| - |lz) a valores en un e.v.n. (F, | - || z), que cumplen la propiedad

le L(E,F) < 3M >0 tal que |[[(Z)|| < M|Z|z VZckE

dotado de la norma

[ V| =
= sup L@z (1.2.8)

zeE\{0} 1Z] 5

es un e.v.n. Més adelante veremos que L(E, F') es el e.v. de las funciones lineales continuas
de £ en F\.



1.2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Ejemplo 1.2.3. El e.v. L(R™ R™) dotado de alguna de las normas:

m n 1/2
llr = [ZZa?j] (1.2.9)

i=1 j=1

l = ma Qi 1.2.10

1214 jX;\ il ( )

oo = miéXZ‘aij’ (1.2.11)
j=1

Hleax = I?é]X’az]’ (1212)

donde las cantidades a;; (1 < ¢ < m, 1 < j < n) son los elementos de la matriz que
representa a la aplicacién lineal | € L(R™ R™), es un e.v.n. La norma en (1.2.9) es
conocida como la norma de Frobenius.

Ejemplo 1.2.4. El e.v. A(A, ﬁ) de todas las funciones acotadas definidas en un conjunto
A con valores en un e.v.n. (F, |- ||z) (f : A — F se dice acotada si existe r € R, tal que
| f(x)]|z < r para todo z € A), dotado de la norma:

[ flloo := sup [|.f(2)|
€A

P (1.2.13)

€S un e.v.1m.

Ejemplo 1.2.5. Sean (E1, || ||3,), .-y (En, | 1 5.), n evan. El ev. Ey x ... x E, dotado de
alguna de las normas

n 1/2
lall. = [chm@l
i=1
n
lall = 3l
=1

all = méx a5
1=1,..., n

E;

donde los elementos a; € E; son las componentes de @ € E; X ... X E,, es un e.v.n.

Definicién 1.2.2. Dados dos elementos a, ben un e.v.n. E, se llama distancia de @ a b
a la cantidad ||@ — b||. De este modo, la cantidad ||@|| corresponde a la distancia de a al
origen 0.



1.2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Definicién 1.2.3. Dado un elemento @ en un e.v.n. E y un real » > 0, se llama bola
cerrada (respectivamente abierta) de centro ¢y radio r al conjunto

B@r) = {FeE : |e—1|| <r}
{(feE : ||c—x| <))

—~
—
e}
2]

i
et

—~

L
<

S~—

|

Definicién 1.2.4. Una parte A de un e.v.n. E se dird acotada si existe r > 0 tal que
A C B(0,r), es decir, tal que ||Z|| < r para todo ¥ € A.

Definicién 1.2.5. Dos normas || - |1 v || - ||, definidas en un e.v. E, se diran equivalentes
si existen dos constantes Ly v Loy tales que

M2 < Lall - fle y ([l < Lafl - ]2 (1.2.14)

Nota 1.2.2. Se demuestra que la primera de las desigualdades en (1.2.14) es equivalente
a la propiedad

para toda bola By (0, ¢)existe una bola By(0,0) C By(0,¢) (1.2.15)
y la segunda es equivalente a la propiedad
para toda bola By (0,¢)existe una bola By(0,0) C By(0,¢) (1.2.16)

donde los subindices indican la norma que interviene en la definicién de la respectiva bola.
Es facil verificar que las propiedades (1.2.15) y (1.2.16) son las mismas si se cambia 0 por
cualquier otro elemento @ € F.

Nota 1.2.3. Se demuestra que todas las normas que se pueden definir en un e.v. de
dimensién finita son equivalentes. En particular, se demuestra facilmente que, las normas
definidas en los ejemplos 1.2.1 y 1.2.3 verifican, para todo a € R":

lalleo < i@l < nlla]lo
ldllee < lldllz < Valldle
ldllz < llall < v/nllall2

y, para todo [ € L(R",R™) :



1.3. CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS

1
%WHOO < Wllr < voml|l]w
1
ﬁHlHl < |lllr < |l
1

oo < Wl < Ml

En lo que sigue cuando hablemos del e.v.n. R", sin especificar la norma, entenderemos
que se trata de cualquiera de las cuatro normas del Ejemplo 1.2.1. Mas adelante veremos
que en un e.v. (de dimensién infinita) se pueden definir normas que no son equivalentes.

Nota 1.2.4. Se demuestra facilmente que las tres normas definidas en el Ejemplo 1.2.5
son equivalentes (sin importar la dimensién de los espacios EZ) En lo que sigue, cuando
hablemos de un e.v.n. producto sin especificar la norma, entenderemos que se trata de
alguna de estas tres.

1.3 Conjuntos abiertos y cerrados

Definicién 1.3.1. Una parte A de un e.v.n E se dird abierta si para todo @ € A existe
una bola B(@, ) C A. Una parte A de un e.v.n E se dird cerrada si su complemento A°
es abierto.

Nota 1.3.1. Dadas dos normas || - ||l y || - [|2 en un e.v. E, los conjuntos abiertos en E
no serdn necesariamente los mismos si dotamos a E de la primera o de la segunda de
estas normas, dicho de otro modo, los conjuntos abiertos del e.v.n. (E, || - [|1) no serdn
necesariamente los mismos que los del e.v.n. (E,| - ||2). Pero, si se tiene la propiedad
(1.2.15) (equivalente a || - || < Ly - ||1) vemos que todo conjunto abierto en E con la
norma || - ||, seguird siendo abierto en E con la norma || - ||;. Andlogamente, si se tiene
la propiedad (1.2.16) (equivalente a || - || < La|| - ||2) vemos que todo conjunto abierto en
E con la norma || - ||; serd también abierto en E con la norma || - ||». En consecuencia, si
| 'M1 y || - ||2 son equivalentes, entonces los conjuntos abiertos son los mismos si dotamos

a F de la primera o de la segunda de estas normas.

Lo mismo que hemos dicho para los conjuntos abiertos, vale para los conjuntos cerra-
dos. De lo anterior y de lo que deciamos en la Nota 1.2.3, podemos concluir que en un e.v.
de dimensién finita, cualquiera que sea la norma que definamos, los conjuntos abiertos y
los conjuntos cerrados seran los mismos.



1.3. CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS

FEjemplo 1.3.1. Demostremos que en un e.v.n. E toda bola abierta B'(¢,r) es un conjunto
abierto. Dado @ € B'(¢,r) se tiene que ||¢ — || < r. Escojamos entonces un real 6 > 0 tal
que § < r — ||¢— d|| y demostremos B(a,d) C B'(¢,r):

feB(@d) = |a—z|<¢

= |la—2l| <r—|¢—a
= |lda—2|+|c—a <r
= |c=7| <r
= TeB(cr)

con lo que queda demostrado que B’(¢,r) es un conjunto abierto.

Ejemplo 1.3.2. Demostremos que en un e.v.n. E toda bola cerrada B(¢,r) es un conjunto
cerrado. Para esto hay que demostrar que el conjunto B(é,r)° = {Z € E : || — &|| > r}
es abierto. Dado @ € B(¢,r)¢ se tiene que ||@ — ¢|| — r > 0. Escojamos entonces un real
0 > 0 tal que ¢ < || — d|| — r. Se demuestra facilmente que B(d,d) C B(¢,r)¢, con lo que
queda demostrado que B(¢, )¢ es un conjunto abierto.

Teorema 1.3.1. Si denotamos por O la familia de todos los subconjuntos abiertos de un
ev.n. E, se tendrdn las tres propiedades fundamentales siguientes:

1) Si {A;}, es una familia finita de elementos de O, entonces
ﬂ A, €O
i=1

i) Si {Ailier es una familia cualquiera de elementos de O, entonces

UAteO

teT

i) E€O y0eO.

n
Demostracidn. i) Debemos demostrar que el conjunto A := (1] A; es abierto. Si A =)

=1
remitimos la demostracién a la parte iii). Si A # ), dado @ € A, se tendra que @ € A;
para todo ¢ = 1,...,n y, como los A; son abiertos, existiran d; > 0,09 > 0, ..., 6, > 0 tales
que B(a,d;) C A; para todo i = 1,...,n. Definamos ahora § := min{d;, i = 1,...,n} > 0.

6
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Se tiene entonces que B(d,d) C B(d, ;) C A; para todo i = 1,...,n, lo cual implica que
B(a,d) C A. Con esto hemos demostrado que A es abierto.
ii) Debemos demostrar que el conjunto A := [J A; es abierto. Sea @ € A, entonces
teT
a € A; para algin ¢t € T'y, como Aj es abierto, existird 0 > 0 tal que B(d,d) C Az Esto
implica que B(d, ) C A, con lo que hemos demostrado que A es abierto.

iii) Demostrar que E es abierto es trivial. Para convencerse que () debe ser un conjunto
abierto, basta con decir que al no tener elementos es imposible probar que no es abierto.

il

Teorema 1.3.2. Si denotamos por C el conjunto de todas las partes cerradas de un e.v.n.
E, se tendrdn las tres propiedades fundamentales siguientes:

1) Si {C;}, es una familia finita de elementos de C, entonces
U C; € C
i=1

ii) Si {Ci}ier es una familia cualquiera de elementos de C, entonces

[]QGC

teT

i) )eCyEeC.

Demostracion. 1) Esta propiedad es consecuencia inmediata de la férmula [|J C;]¢
i=1

n
() Cf y de la parte i) del teorema anterior.
i=1

ii) Esta propiedad es consecuencia inmediata de la féormula [ Cy]¢ = |J Cf y de la
teT teT

parte ii) del teorema anterior.

iii) Esta propiedad es consecuencia inmediata del hecho que ()¢ = E , Ec=10 y de la

parte iii) del teorema anterior. []



1.3. CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS

Ejemplo 1.3.3. Para convencerse que las propiedades i) en los teoremas 1.3.1 y 1.3.2 no
son en general ciertas para una familia no finita de partes, es suficiente demostrar que en

un e.v.n. [ B'(a@,1/i) = {@} y que este conjunto no es abierto y, que |J B(a, (i — 1)/i) =
i=1 i=1

B'(d,1) y que este conjunto no es cerrado.

1.3.1 Interior, adherencia y frontera

Definicién 1.3.2. Se llama interior de un conjunto A en un e.v.n. E al conjunto:

intA:={F¥e€ A : existe B(Z,) C A} (1.3.1)

Nota 1.3.2. De la definicién anterior se deduce facilmente que int A es un conjunto
abierto contenido en A. Es en efecto, el mayor abierto contenido en A, esto es, la union
de todos los abiertos contenidos en A. Vemos entonces que un conjunto A es abierto si y
solo si A = int A.

Definicién 1.3.3. Se llama adherencia de un conjunto A en un e.v.n. E al conjunto:

A:={feE : B(Z¢e)NA+#0para todo e > 0} (1.3.2)

Nota 1.3.3. De la definicion anterior se deduce que A es un conjunto cerrado que contiene
a A. Es en efecto, el menor cerrado que contiene a A, esto es, la interseccién de todos

los cerrados que contienen a A. Vemos entonces que un conjunto A es cerrado si y solo si
A=A

Nota 1.3.4. Dadas dos normas || - [[1 ¥ || - |2 en un e.v. E, el interior de un conjunto
A C FE no serd necesariamente el mismo si dotamos a E de la primera o de la segunda de
estas normas.

En la Nota 1.3.2 deciamos que el interior de A es el mayor abierto contenido en A
y en la Nota 1.3.1 deciamos que los conjuntos abiertos son los mismos para dos normas
equivalentes. Concluimos entonces que el interior de A es el mismo para dos normas
equivalentes.

Del mismo modo, basados en las notas 1.3.3 y 1.3.1 concluimos que la adherencia de
un conjunto es le misma para dos normas equivalentes.
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1.4 Sucesiones en un e.v.n.

Definicién 1.4.1. Diremos que una sucesién {@;} en un e.v.n. E converge a un elemento
@ € E si para toda bola B(@, ¢) existe un entero ko tal que @ € B(@,e) para todo k > k.
Dicho en otras palabras si: para todo € > 0, existe un entero kg, tal que ||dy — d|| < e para
todo k > k.

El elemento @ se llama limite de la sucesion y escribimos

—

h’lgnak a obien ap—a

Nota 1.4.1. Es facil verificar que el limite de una sucesién convergente es tnico. En
efecto, si lima, = a y limay = 5, se tendrda que para todo € > 0 existen enteros kg y
my tales que, ||@; — @ < £/2 para todo k > ko y ||@x — b|| < /2 para todo k > my. Si
denotamos k := max{kg, mg} obtenemos

€

228.

Lo L L o, €

l@ = ol < lla — axl| + lla — bl < 5 +

Como esta desigualdad se tiene para todo € > 0, concluimos que ||@— Z;H =0y, de acuerdo
a la propiedad (1.2.1), que @ = b.

Nota 1.4.2. De acuerdo a lo que decia la Nota 1.2.2, podemos deducir que si {dy} es una
sucesion convergente a un elemento @ en un e.v.n. F, la sucesion sigue siendo convergente
a a si cambiamos la norma de E por otra equivalente.

Lema 1.4.1. h”gn ap =04 h']gn |dx — al| =0

Demostracion. limd, = d <= Ve >0, 3 kg € Ntal que, ||[dy—d| <& Vk > ky <
lim ||a, — @|| = 0. Esta tltima equivalencia se desprende de la definicién de convergencia
a 0 de una sucesiéon en Ry. []

Teorema 1.4.1. Una parte A de un e.v.n. E es cerrada si y solo si toda sucesion con-
vergente de elementos de A, tiene su limite en A.

Demostracion. En la Nota 1.3.3 veiamos que A es un conjunto cerrado si y solo si
A = A. Usaremos este hecho en las dos partes de la demostracién.
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Supongamos que A es un conjunto cerrado y que {d} es una sucesién de elementos
de A convergente a un elemento @ € E. Demostremos entonces que @ € A:

C_L'kGA VkEOylimﬁk:cY
=d, € AVEk>0yVYe>03ky €N tal que ag, € B(d,¢)
=Ve>0B(@e)NA#0= ac A

Como A es un conjunto cerrado, esta propiedad implica que @ € A.

Supongamos ahora que A es un conjunto tal que, toda sucesioén {dy} en A, convergente
a un elemento @ € F, verifica que a € A. Demostremos entonces que A es cerrado:

dcA = B@eNA#0 Ye>0
B(a,1/k)NnA#0 VkeN
Jay, e B(a,1/k)NA VkeN
{dr} estden Ay lima, =a
ae A

S

Hemos asf demostrado que A C Ay, por lo tanto A = A y entonces A es cerrado. []

Teorema 1.4.2. Sea {dy} una sucesién en R™ que denotaremos d, := (aj,,...,ay). La
sucesion {d} converge a un elemento @ := (a',...,a") € R™ si y solo si cada una de las n
sucesiones {a}} (parai=1,...,n) converge a a* € R.

Demostracion. De acuerdo a la Nota 1.4.2, para demostrar este teorema podemos usar
cualquiera de las normas del Ejemplo 1.2.1

i)lilinék:é Ve>03keNtal que, [|[dr — 0|l <e YV k> ko,
Ve>03k €Ntalque, |a) —a'|<e Vi=1,...n Vk>ko
Ve>0 Fky€Ntalque, |a, —a'|<e Vk>ky Vi=1,..,n

limay, =a" Vi=1,...,n.

P4 el

ii) ima}, =a" Vi=1,...,n= Ve >03ki €N tal que, |a, —a'| <e Vk >
kb ¥Vi=1,...,n.Sidefinimos ky := max{k,i = 1,...,n} vemos que |a} —a'| < e Vk > kg
Vi=1,..,n lo que podemos escribir ||dy — d||o < € para todo k > kq. Esto demuestra
que lim @y, = a. []

10
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Teorema 1.4.3. Sean El, ,En n e.v.n. Yy sea E=E x..xE, el evn. producto (ver
Ejemplo 1.2.5). Sea {dy} una sucesién en E que escribiremos da, = (@', ...,a,"). La

1

sucesion {dy} converge a un elemento @ = (@ *,...,d ™) € E, si y solo si cada una de las

—

n sucesiones {@,'} (parai=1,...,n) converge a @ " € E;.

Demostracion. De acuerdo a la Nota 1.4.2 para demostrar este teorema podemos usar
cualquiera de las normas del Ejemplo 1.2.5. Usando la norma || - ||, la demostracién es
idéntica a la del teorema anterior. []

Teorema 1.4.4. Sean {dy} y {bx} dos sucesiones en un e.v.n. E y sea r € R. Si estas
dos sucesiones son convergentes, entonces las sucesiones {dy + by} y {rdax} también son
convergentes y, se tienen las igualdades

lim (@, + be) = lim @, + lim b (1.4.1)

h']gn(r(ik) = rlilgn Ay, (1.4.2)

Demostracion. Denotemos d@ := limay y b := lfim 5k De acuerdo al Lema 1.4.1 esto
equivale a lim ||@, — a@|| = 0 y lim ||by — b]| = 0y, como ||(a@, + by) — (@+b)|| < ||@x — a]| +
|6, — b]|, deducimos que lim ||(@, + b) — (@4 b)|| = 0, lo que de acuerdo al mismo lema
es equivalente a (1.4.1)

Por otro lado, vemos que h’linc_ik =d= lim|d, —ad|| =0 = |[|r|lim]|a, —d| =

0 = lim|r|[|dx —d|| = 0 = lim|ray —rd|| = 0 = limrd, = rd, que es lo que de-
seabamos probar. []

Definicién 1.4.2. Diremos que una sucesién {a@;} de un e.v.n. E tiene al elemento @ € E
como punto de acumulacion si para toda bola B (d,e) y todo entero kg, existe un entero
k > ko tal que, dj € B(d,e). Dicho en otras palabras si

“para todo ¢ > 0 y todo ko € N exziste k > kg tal que ||dy — d|| < &”
Nota 1.4.3. Queda claro de la Definicion 1.4.1 y la Nota 1.4.1 que si lim d;, = @, entonces
d es también punto de acumulacién de {a;} y es el unico. Es ficil ver que una sucesién

puede tener muchos puntos de acumulacién o ninguno (en esos casos, de acuerdo a la
Nota 1.4.1, ella no seré convergente).
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1.4. SUCESIONES EN UN E.V.N.

Teorema 1.4.5. Dada una sucesion {dy} en un e.v.n. E, un elemento @ € E serd punto
de acumulacion de {dy} siy solo si existe una subsucesion {dam)} convergente a a.

Demostracién. Sea @ € E un punto de acumulacién de {a}. Construyamos una sub-
sucesion {da)} convergente a d. Hagdmoslo en forma recurrente a partir de do1y := .
Para esto, definamos @41y & partir de do() de la siguiente manera: ”a(k+1) es un entero
que verifica a(k +1) > a(k) y darr1) € B(@, 737)"- La existencia de este a(k + 1) es una
consecuencia inmediata del hecho que @ es un punto de acumulacién de {ay}. Vemos que
{@a@r)} es una subsucesién de {a@,} y, como ||dau) — @|| < 1/k para todo k, vemos que
lf]?’l Ja(k) =d.

Sea ahora {@u )} una subsucesion de {@} tal que lim @,y = d@. Demostremos que @
es punto de acumulacién de {a;}. Sea ¢ > 0y ko € N. Como @) — @ existird kj € N
tal que dou) € B(d,e) para todo a(k) > kj. Si definimos &' = méx{ko, kj}, vemos que
a(k') > ko y que dowy € B(d,€), lo que demuestra que @ es punto de acumulacién de

{ax} [

1.4.1 Sucesiones de Cauchy

Definicién 1.4.3. Una sucesién {d@;} en un e.v.n. E se dird de Cauchy si para todo € > 0
existe un entero kg tal que ||d; — d@;|| < € para todo k, j > k.

Nota 1.4.4. De las desigualdades (1.2.14), podemos deducir que si {@} es una sucesién
de Cauchy en un e.v.n. F ella sigue siendo de Cauchy si cambiamos la norma de F por
otra equivalente.

Teorema 1.4.6. Toda sucesion convergente en un e.v.n. es de Cauchy.

Demostracion. Sea d, — a. Dado ¢ > 0 existird ko € N tal que ||, — d@|| < /2 para
todo k > k. Entonces ||d@}, — @;|| < ||@ — dl|| + ||@ — @;]| < § + 5 = € para todo k,j > ko.
Con esto queda demostrado que {d} es de Cauchy. []

Nota 1.4.5. Corresponde ahora hacer la pregunta: ;Es toda sucesiéon de Cauchy conver-
gente? Los dos teoremas que siguen responderan afirmativamente a esta pregunta en dos
casos particulares: i) cuando el e.v.n. E es de dimensién finita y, ii) cuando la sucesién
de Cauchy tiene un punto de acumulacion. Pero en general, la respuesta a esta pregunta
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1.5. CONJUNTOS COMPACTOS

no es afirmativa. Veremos més adelante que existen e.v.n. con sucesiones de Cauchy que
no convergen. Naturalmente seran e.v.n. de dimensién infinita y la sucesién de Cauchy no
convergente no tendrd ningin punto de acumulacién.

Teorema 1.4.7. Toda sucesion de Cauchy en R™ es convergente.

Demostracion. Sea {d} una sucesién de Cauchy en R™ y denotemos dy, := (a}, ..., a}).
Segun la Nota 1.4.4, podemos usar cualquier norma en R". Entonces, puesto que para
todo i = 1,...,n se tiene que |aj, — a}| < ||@x — dj|o, es facil deducir que las n sucesiones
{at} son de Cauchy en R y por lo tanto convergentes (esto tltimo fue demostrado en el
curso de Calculo). Del Teorema 1.4.2 concluimos que {dj} es convergente. []

—

Teorema 1.4.8. Si una sucesion de Cauchy en un e.v.n. E tiene un punto de acumu-
lacion, entonces ella converge a ese punto.

Demostracion. Sea {ay} una sucesién de Cauchy. Dado £ > 0, existird ky € N tal que
|\dr—d;|| < e/2paratodok,j > ko. Siademas @ es punto de acumulacién de {ay }, existird
k > ko tal que ||@z—al| < £. De lo anterior deducimos que ||@x—al| < ||d@,—az||+|| @z —a|| <
5+ 5 =€ para todo k > ky. Con esto concluimos que dy — a. []

Definicién 1.4.4. Se llama espacio de Banach a todo e.v.n E cuyas sucesiones de Cauchy
son siempre convergentes.

Nota 1.4.6. Casi todos los e.v.n. que se usan en los modelos matematicos de la inge-
nierfa, son espacios de Banach. En particular, de acuerdo al Teorema 1.4.7, todo e.v.n. de
dimensién finita es de Banach.

1.5 Conjuntos compactos

Definicién 1.5.1. Un conjunto A en un e.v.n. E se dird compacto si toda sucesién en A
tiene una subsucesion convergente a un elemento de A.

Nota 1.5.1. Del Teorema 1.4.5 se desprende que A es compacto si y solo si toda sucesion
en A tiene un punto de acumulacién en el conjunto A.
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1.5. CONJUNTOS COMPACTOS

Teorema 1.5.1. Toda sucesion de Cauchy en un conjunto compacto de un e.v.n. es
convergente.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la nota anterior y del Teorema 1.5.3

i

Teorema 1.5.2. Todo conjunto compacto en un e.v.n. es cerrado y acotado.

Demostracion. Para demostrar que si A es compacto entonces es cerrado, usaremos
el Teorema 1.4.1. Si {@)} es una sucesién de elementos de A convergente a @ € E, como
toda subsucesién de {d} también converge a @, se tendra obligatoriamente que @ € A, lo
que nos permite concluir que A es cerrado.

Ahora demostraremos que si A es compacto entonces es acotado. Razonemos por con-
tradiccién. Si A no fuera acotado se tendria que A ¢ B(0,k) para todo k € N, es decir
que para todo k € N existe un elemento @, € A N B(0,k)°. Como ||ax|| > k para todo
k € N es evidente que la sucesion {ay} no puede tener una subsucesiéon convergente. En
efecto, cualquiera sea @ € E, si nos damos ko > ||@]| y € := }%_TMH, vemos que ay ¢ B(d, )
para todo k > kg. La sucesién {ay} contradice el hecho que A sea compacto. []

Teorema 1.5.3. Si A es una parte cerrada y acotada de R™, entonces A es compacta.

Demostracion. Sea A un conjunto cerrado y acotado en R™. Sea {d)} una sucesién en
A. Consideremos en R" la norma || - ||eo. Sean ¢y € R™ y r > 0 tales que A C B(¢,r).
Dividamos esta bola en 2" bolas de radio r/2 y elijamos aquella que contiene una infinidad
de términos de la sucesién {dy}, denotemosla B(¢c,r/2). Dividamos esta nueva bola en
2™ bolas de radio r/4 y elijamos aquella que contiene una infinidad de términos de la
sucesion {dy}, denotemosla B(c,r/4). Construimos asi una sucesién encajonada de bolas
B(Gy,7/2%) cada una de ellas con una infinidad de términos de la sucesién {ay}.
Para concluir vamos a demostrar que la sucesion {dy} tiene una subsucesién {da) } que
es de Cauchy. Esto nos permitird, de acuerdo al Teorema 1.4.7, concluir que {a;} es
convergente a un elemento @ € R" y, de acuerdo al Teorema 1.4.1, que @ € A.

Definamos el entero «(1) de modo que dy1y € B(¢1,7/2) y, en general, definamos para
cada k > 1 el entero a(k) > a(k — 1) de modo que @y € B(c,r/2%). Demostremos
entonces que {duk)} es de Cauchy. Dado £ > 0 sea ko € N tal que € > /2"~ como la
bola B(G,,7/2*) contiene a todos los Go(k) Para k > ko y como su didmetro es r/2k0=1,
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1.5. CONJUNTOS COMPACTOS

concluimos que ||dak) — oy || < € para todo k, j > ko. []

Teorema 1.5.4. Toda bola cerrada en R™ es compacta.

Demostracion. Puesto que toda bola cerrada en un e.v.n. es un conjunto cerrado (ver
Ejemplo 1.3.2) y acotado, del teorema anterior, concluimos que es compacta. []

Teorema 1.5.5. Toda sucesion acotada en R™ tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Si {d,} es una sucesién acotada, ella debe estar contenida en una bola
2 )
B(0,r) y, como por el teorema anterior sabemos que esta bola es compacta, concluimos
que {d@} debe tener una subsucesién convergente. []

Nota 1.5.2. Mas adelante veremos que los tres ultimos teoremas no son validos en un
e.v.n. de dimensién infinita. Mostraremos que existen e.v.n. donde la bola B(0,1) no es
compacta, lo que equivale a decir que existen sucesiones acotadas sin ningin punto de
acumulacion.

Para cerrar este capitulo, veremos una aplicaciéon del Teorema 1.5.5 la que nos dira
que todo s.e.v. de dimensién finita en un e.v.n. es cerrado.

Definicién 1.5.2. Sea E un e.v.n. un conjunto finito {¥,...,0,} C E se dice linealmente
independiente (1.i.) si

D ANTi=0= N=0 Vi=1..n

=1

Teorema 1.5.6. Sea E un e.v.n. Y F un s.e.v. de E de dimension finita generado por el
conjunto Li. {Uy, ..., U, }, entonces F' es cerrado.

n —
Demostracion. Sea ), = > AFt; — . Debemos demostrar que w € F. Considere
i=1

-

e = (AF . AE) € R™.Si | Xi]l — 00 entonces la sucesion —%— es acotada, y por el

[ Xl
Teorema 1.5.5 se obtiene que existe una subsucesién
——— — = (1, .y ftn) # 0. (1.5.1)
[[ Ak, o
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1.6. EJERCICIOS

—

— ., w
Como wj, es una sucesion convergente y por lo tanto acotada, notamos que R ﬂ —0lo
k. |loo
J

que implica
Z iU = 0.
i=1

Por la independencia lineal de {77, ..., ¢, } resulta p; = 0 para todo i = 1,...,n lo que es una
contradiccién con (1.5.1). Por lo tanto existe M > 0 tal que ||[A¢]joc < M. Nuevamente
utilizando el Teorema 1.5.5 concluimos la existencia de una subsucesion Ay, — A =

n -
(A1, ., An) y por lo tanto wy, — > A\t = W lo que muestra la cerradura de F'.
i=1

il

1.6 Ejercicios

1. a) Dada una norma || - || en R™ y una matriz no singular P de n x n demuestre
que la funcién [|Z]|p = ||PZ|| es también una norma en R".

b) Demuestre que en el e.v. R? la funcién ||7]|. = [% + 41’%} v es una norma.
Haga un dibujo de los conjuntos B(0,1) y B'(0,1).

2. Demuestre que en el e.v. C([a,b],R) de las funciones continuas de [a,b] en R, la

funcion || f]|; = fb |f(t)|dt es una norma. Demuestre que en el e.v. I([a,b],R) de las

a
funciones integrables de [a, b] en R, la funcién || - ||, no es una norma.

b 1/2
3. Demuestre que en el e.v. C([a, b],R) la funcién || f|| = {f f(t)2dt] es una norma.

4. Demuestre (usando el teorema fundamental del dlgebra) que en el e.v. P de los
polinomios de una variable real, las siguientes funciones son normas

Ipll = néx Ip(z)]

Ipl" = méx{|aol, e, ... |en|} (donde p(x) =) az’)

5. Demuestre que en el e.v. [, de las sucesiones reales acotadas, la funcién [[{rx}|le =

sup || es una norma.
keN
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1.6. EJERCICIOS

10.

11.

12.

13.

Demuestre que en el e.v. [; de las sucesiones reales que verifican “3_ |rg| conver-
gente”, la funcion [[{rx}||1 = >_ |rk| es una norma.

Demuestre que en un e.v.n. todo conjunto formado por un solo elemento es cerrado.

Demuestre que en un e.v.n. los inicos conjuntos que son abiertos y cerrados al mismo
tiempo, son el conjunto vacio y el espacio entero.

Determine el interior y la adherencia de cada uno de los siguientes subconjuntos de
R2:
{f:xg > xl},{f: 0< ||f||2 < 1}

(Fioi—wsym >0} {7 a1 € Q},{(%,(—l)’“) keN}

Dados dos conjuntos A, B en un e.v.n. E, demuestre que
a) int (AN B) =int ANint B.
b) int (AU B) D int AUint B (dé un ejemplo donde no hay igualdad).
) AUB=AUB
) AN B C AN B (dé un ejemplo donde no hay igualdad)
e) A=int AU{T € E: B(#,e)NA#0y B(fe)N A°# () para todo ¢ > 0}
) A
) i
) A
)

o

S

CB = intACcintBy AC B.
tAmB DeintANB =10
—EyintBNA=0=intB=0
t(A) = (A)°

7) (A°) = (int A)°

—

)—A

g
h

1) 1

=

Si definimos la “distancia” de un punto Z de un e.v.n. E aun conjunto A C E como
la cantidad

da(7) = f{||7 - 7] : 7 € A}
demuestre que A = {Z € E : d4(&) = 0}

Si A es un conjunto en un e.v.n. E con la propiedad “A = E y int A = ¢”, entonces
el conjunto A° (complemento de A) tiene la misma propiedad.
En el e.v. C(]0,1],R) dotado de la norma || - ||y (ver Problema 2) demuestre que la
sucesion { fi} definida por
1 si z€0,3]
fe(@) =9 —2F(x—3)+1 si z € [%,%4—2%]
0 siz €[5+ 1]

es de Cauchy y no es convergente.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Demuestre que en el e.v. A([0, 1], R) de las funciones acotadas de [0, 1] en R, dotado
de la norma ||-||«, la sucesién { f; } definida en el problema anterior no es convergente.

Demuestre que en el e.v.n. /1, definido en el Problema 6, el conjunto
P={{xy} : 2, >0 V k& N} tiene interior vacio.

Demuestre que en el e.v.n. [y, definido en el Problema 6, la bola B(G, 1) no es
compacta.

Demuestre que un subconjunto cerrado de un conjunto compacto, es también com-
pacto.

Demuestre que la intersecciéon de un conjunto compacto con un conjunto cerrado,
es un conjunto compacto.

Si {A;}ien es una familia de conjuntos compactos en un e.v.n. tal que (] A; = 0,
ieN
entonces existe un nimero finito de conjuntos de la familia: A;,, A;,,..., 4;,, con la

propiedad ] A;, = 0.
j=1

Si A es un conjunto compacto en un e.v.n. y si {4, };eny es una familia de conjuntos
abiertos tales que |J A; D A, entonces existe un niimero finito de conjuntos de la
ieN

familia: A; , As,y, ..., A;,, con la propiedad |J 4;, D A.
=1

J]=

Dado el conjunto A = [0,1] en R, encuentre una familia de abiertos {4;};en cuya
unién contenga al conjunto A y tal que no exista un numero finito de ellos cuya
unién contenga a A.

Si {A;}ien es una familia decreciente de conjuntos compactos (no vacios) en un

e.v.n., demuestre que [ A; # 0.
ieN

a) De un ejemplo en R de una familia decreciente de conjuntos acotados (no

vacios) cuya interseccién sea vacia.

b) De un ejemplo en R de una familia decreciente de conjuntos cerrados (no vacios)
cuya interseccion sea vacia.
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CAPITULO 2

FUNCIONES DEFINIDAS EN UN E.V.N. E CON
VALORES EN UN E.V.N. F

2.1 Introduccion

Este capitulo esta completamente dedicado a estudiar la continuidad de las funciones
definidas en un e.v.n. E con valores en un e.v.n. F. Tal como se vi6 en el caso de funciones
de una variable real, la continudad seguira siendo el punto de partida del estudio de
funciones, ahora definidas en un e.v.n.

Veremos también la nocién de limite de una funciéon que esta intimamente relacionada
con la de continuidad. Luego estudiaremos algunas de las propiedades fundamentales de
las funciones continuas definidas en un conjunto compacto. El Teorema 2.5.2 es el de
mayor importancia en esa seccion.

En la Seccion 2.7 estudiaremos las funciones lineales continuas y analizaremos el primer
espacio vectorial normado de dimension no finita. El Teorema 2.7.1 es el de mayor impor-
tancia en dicha seccidn.

Para terminar el capitulo, demostraremos una propiedad de las funciones continuas (el
teorema de punto fijo) que constituye uno de los resultados més utiles de las matematicas
aplicadas.
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2.2. CONTINUIDAD

2.2 Continuidad

Definicién 2.2.1. Una funcién f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F'| se dird continua en @ € A si para toda bola B(f(a@),e) existe una bola B(a, )

tal que
f[B(a,6) N A] C B(f(a),e) (2.2.1)

dicho en otras palabras, si

"We>0 3 6>0talque, Te Ay [|[T—dl| <d = ||f(@)— fla)| <"

(se da por entendido que las normas escritas anteriormente corresponden a espacios nor-
mados diferentes) La funcién f se dird continua si ella es continua en todo elemento de
A.

Nota 2.2.1. Es facil ver que si f: A — F' es continua en @ € A C E, entonces f sigue
siendo continua en @ si cambiamos la norma de E o la de F' por otra equivalente.

Nota 2.2.2. Cuando A = E la inclusién en (2.2.1) se reduce a
f1B(a@,0)] € B(f(a),e) (2.2.2)
y la continuidad de f en @ se expresa diciendo

"We>0 3d>0tal que, |[Z—d||l <0 = |f(@)— fla)] <&”

Teorema 2.2.1. Si f y g son dos funciones definidas en una parte A de un e.v.n. E con
valores en un e.v.n. F, continuas en @ € A, entonces las funciones f+g y A\f (con X € R)
también son continuas en a.

Demostracion. i) Dado € > 0, si f y g son continuas en @, existen 01,02 > 0 tales que

. L . . €
Ted |t-dl<d = |f@)-f@l=g ¥
. L . . £
e |T-d| < = |g@) -g@] =3
Definiendo ¢ := min{d;, d2} se obtiene:
Ted |T-dl<i = |(f+9)()—(f+9)a@)] <
L . . . € €
14 ~ F@] + lo@) — @] < 5+ 5 =<
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2.2. CONTINUIDAD

Concluimos asi que f + g es una funcién continua en a.

ii) Si A = 0 el resultado es evidente. Supondremos entonces que A # 0. Dado e > 0si f
es continua en @, existe § > 0 tal que: 7 € A, |7 —d|| <6 = [|f(Z) — f(a)| < e/|A], que
es equivalente a | Af(Z)—Af(@)|| < e. Concluimos asi que la funcién Af es continua en @. []

Teorema 2.2.2. Dados tres e.v.n. E, ﬁ, é, una parte A de E y dos funciones f : A — F
yh:F — G continuas en a € A y f(d) € F respectivamente. Entonces la funcion ho f
también es continua en a.

Demostracion. Dado € > 0, por ser h continua en f(a@), existe n > 0 tal que
1f(@) =gl <n = [[n(f(@) —h@)I <e
y como f es continua en a, existe d > 0 tal que
TeAla-z| <o = [f@—f@|<n
De estas dos implicaciones concluimos que

TeAla-7| <o = [h(f(@) = h(f@)] <e

es decir, que ho f es continua en a@. []

Teorema 2.2.3. Si f y g son dos funciones definidas en una parte A de un e.v.n. E con
valores en R, continuas en @ € A, entonces las funciones fg,1/f (suponiendo f(a) # 0)
y max{f, g} siguen siendo continuas en a.

Demostracion. Como fg = %[(f—l—g)Q — f?—¢?], para demostrar la continuidad de f g
en a, usando el Teorema 2.2.1, s6lo hay que demostrar que el cuadrado de una funcién
continua en @ sigue siendo una funciéon continua en d.

Mostremos que f? es continua en @. Como f? es la composicién de f : A — R con
h : R — R, definida por h(y) = y?, y como ambas funciones son continuas en @y f(a)
respectivamente, el teorema anterior nos muestra que f2 es continua en a.

La continuidad de 1/f en @, es también consecuencia del teorema anterior puesto que
1/f es la composicién de f: A — R con h: R\ {0} — R, definida por h(y) = y~', que
son continuas en @ y f(d@) respectivamente.

Finalmente, dado € > 0, existen 01, do > 0 tales que ¥ € A, ||Z —d|| <0, = |f(Z) —
f@)) <ey, €A ||F—d|l < = |g(Z)—g(a)| <e. De la desigualdad

| méx{f(7), ()} — max{f(a), g(a)}| < max{|f(7) = f(@)l,[9(%) — g(a)[}
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definiendo 6 = min{d;, d2} obtenemos que

TeA |r—dl <o = [max{f(7),g(7)} —max{f(a),g(a)} <e

lo que demuestra que la funcién max{f, g} es continua en a. []

Teorema 2.2.4. La norma de un e.v.n. E es una funcion continua de E en R.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la desigualdad
Nzl = llall] < |7 —al

que es valida para todo ¥ y todo a en E. []

Teorema 2.2.5. Sea A una parte de un e.v.n. E y da la funcion de E enR definida por
da(Z) :=nf{||Z - 2| : Z € A}. (2.2.3)

Entonces dy es una funcion continua, mds aun, ella verifica
dA(Z) — da(Z )| < ||Z—Z'|| para todo Z,7' € E. (2.2.4)

A la cantidad ds(%) se le llama usualmente distancia de & al conjunto A y a da funcion
distancia al conjunto A.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Por definicién de infimo, para todo ' € E debe existir
Z€ Atal que |Z' — Z|| < da(Z') + e. Por lo tanto, para todo # y todo ¥’ se tendrd

da(@) S |F -2 < |7 =T+ |7 =2 < [|F =T +da(@) +&.
Como € > 0 es cualquiera (tan pequeno como uno quiera) se tendra
do(Z) —da(Z") < |Z—2'| paratodo @, T'€E
e intercambiando Z ' con ¥ se tiene
—(dA(Z) —da(Z")) < ||Z—Z'| paratodoZ, '€ E.

Estas dos ultimas desigualdades son equivalentes a la desigualdad (2.2.4). []
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2.3. LIMITE DE FUNCIONES Y CARACTERIZACION DE LA CONTINUIDAD

2.3 Limite de funciones y caracterizacion de la continuidad

Definicién 2.3.1. Sea f una funcién definida en una parte A de un e.v.n. E con valores
en un e.v.n. F y sea d € A. Diremos que f tiende a b € F cuando 7 tiende a @ en A si
para toda bola B(b, ) existe una bola B(@, ) tal que

f[B(@,6) N Al C B(b,e) (2.3.1)
dicho en otras palabras, si
"We>035>0talque, T€EA y |F—d| <5 = |f(@&) —b <

Escribiremos entonces lim f(Z) = b y, en el caso en que @ € int A, escribiremos simple-
Tr—a

z€A

—

mente lim f(Z) = b.

r—a

Teorema 2.3.1. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F' serd continua en a € A si y solo si

lim f(Z) = f(q) (2.3.2)

T—a

TEA

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de las inclusiones en (2.2.1) y (2.3.1). []

Teorema 2.3.2. Sean f,g dos funciones definidas en una parte A de un e.v.n. E con
valores en un e.v.n. F. Considere @ € A y A € R. Silos limites de f y g cuando T tiende
a d en A existen, entonces los limites de f+ g y A\f cuando T tiende a @ en A también
existen y se tienen las igualdades

lin (f +9)(@ = lim /() + lim g(7) 2.3.3)
zeA zeA zeA
Im A\f(Z) = Alm f(Z). (2.3.4)
Tea TeA

Demostracion. La demostracion es casi idéntica a la del Teorema 2.2.1 []
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2.3. LIMITE DE FUNCIONES Y CARACTERIZACION DE LA CONTINUIDAD

Teorema 2.3.3. Dados tres e.v.n. E, ﬁ, é, un subconjunto A en E, acA, ydos funciones
f:A—=Fyh: f(A) — G. Si existen los limites

lim f(F) =1y lim h(g) =,

zeA gEf(A)
entonces el limite de h o f cuando ¥ tiende @ en A también existe y se tiene

lim (h o f)() = 7 (2.3.5)

TEA

Demostracion. La demostracion es casi idéntica a la del Teorema 2.2.2. []

Teorema 2.3.4. Sean f,g dos funciones definidas en una parte A de un e.v.n. E con
valores en R y @ € A. Si los limites de f y g cuando ¥ tiende a d en A existen, entonces
los limites de f-g y de 1/ f (suponiendo lim f(Z) # 0) cuando x tiende a @ en A también

existen y, se tienen las igualdades

fm(f -g)(®) = lim £(7) - lim g(7) 236)
Wm(1/9)@ = 1/1im 1(7) 237

Demostracion. La demostracion es casi idéntica a la del Teorema 2.2.3 []

2.3.1 Caracterizacion de la continuidad y el limite de una funcién
mediante sucesiones

Teorema 2.3.5. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F' serd continua en @ € A si y solo si para toda sucesion {Z} en A convergente
a d, la sucesion {f(Zy)} converge a f(d), es decir

h’in f(@) = f(@) para toda sucesion Ty — d en A. (2.3.8)

Demostracion. Supongamos que f es continua en @ y demostremos que se tiene (2.3.8).
Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

TeA|r—dl <o=|f(@) - f@) <e
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2.4. FUNCIONES CONTINUAS CON VALORES EN R

y por otra parte, para toda sucesién {Zy} en A convergente a @ debe existir ky € N tal
que, ||Zx — d|| <V k > ko. Concluimos entonces que

1 (Zx) = f@)[| < eV k> ko
lo que muestra que {f(Z;)} converge a f(a).

Supongamos ahora que para toda sucesién Ty — @ en A se tiene que f(Zy) — f(d).
Si f no fuera continua en @, existiria ¢ > 0 tal que para todo 6 > 0 existe ©s € A que
verifica

175 —all <6 y [If(Z5) = fla) > e

Aplicando este razonamiento sucesivamente para § = 1,1/2,1/3,...,1/k, ... concluimos
que existiria una sucesién {Z;} en A que verifica:

|@ —all <1/k v |f@) - @] >c paratodo K

lo que contradice la hipdtesis pues @y — @y f(zx) no converge a f(a). Esto muestra que
f debe ser continua en a. []

Teorema 2.3.6. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F, tiende a b € F cuando T tiende a @ € A en A, si y solo si para toda sucesion
{Zr} en A convergente a a, la sucesion {f(Zy)} converge a b.

Demostracion. La demostracion es casi identica a la del teorema anterior. []

2.4 Funciones continuas con valores en R

Dada una funcién f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en R™, es
usual caracterizar f por sus m funciones componentes fi, ..., f,, de A en R, definidas de
modo que para todo & € A se tenga

f(@) = (@), ... fm(Z))  (€R™)

La misma caracterizacion se usa cuando f toma sus valores en un e.v.n producto
Fy x ... x F,,. En ese caso las m funciones componentes fi, ..., f,, tendran sus valores en
Fy, ..., F,, respectivamente.
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2.4. FUNCIONES CONTINUAS CON VALORES EN R

Teorema 2.4.1. Una funcion f definida en una parte de A de un e.v.n. E con valores
en R™ serd continua en @ € A si y solo si cada una de sus m funciones componentes
fi: A— R es continua en a € A.

Demostracion. De acuerdo a las Notas 1.2.3 y 2.2.1, podemos usar en R™ cualquier
norma. Usaremos entonces la norma || - ||co-
Supongamos f continua en a. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
TEA|NT—d|<o=|f(@) - f@)|x<ce
lo que equivale a decir que para todo ¢ = 1...m se tiene
FeA|F—dl <0=|fi(7) - f(@) <e
Esto demuestra que las funciones fi, ...., f,, son todas continuas en da.

Supongamos ahora que las funciones fi, ..., f,, son todas continuas en @. Dado £ > 0,
existen 4y, ..., 0,, > 0 tales que para todoi=1,....m

FeA|T-a| <= |f(@) - @) <<
Definiendo 6 := min{dy, ..., §,,} > 0 obtenemos para todo i =1, ...,m
|7 —d|l <6=|fi(%) - fild)] <e
lo que equivale a decir que
17 —dll <6 =[f(@) - fl@)]x <e

Esto demuestra la continuidad de f en @. []

Teorema 2.4.2. Una funcidn f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
R™, tiende a b € R™ cuando ¥ tiende a @ € A en A, si y solo si cada una de las m
componentes f; : A — R de la funcion f, tiende a la componente b; € R de b cuando ¥
tiende a a en A. Esto lo escribimos

lim f(Z) = (lim f1(%), ..., im f,(2)) (2.4.1)

Z—d

TEA TEA TEA
Demostracion. La demostracion es casi idéntica a la del teorema anterior. []

Nota 2.4.1. Dados m e.v.n. ﬁl, e ﬁm, los dos teoremas anteriores se generalizan facil-
mente al caso en que f toma sus valores en el e.v.n. producto F := Fy X ... X F,, (ver
Ejemplo 1.2.5 y Nota 1.2.4).
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2.5. FUNCIONES CONTINUAS DEFINIDAS EN UN COMPACTO

2.5 Funciones continuas definidas en un compacto

Teorema 2.5.1. St f es una funcwn continua definida en una parte compacta A de un
e.v.n. E con valores en un e.v.n. F, entonces f(A) es una parte compacta de F.

Demostracion. Sea {g} una sucesién en f(A). Existe entonces para cada ¢ un @) € A
tal que 7, = f(#%). Como A es compacto, existe una subsucesién {Zo)} convergente a
un elemento 7y € Ay, como f es continua en ¥, la subsucesion {#,x) } serd convergente
a Yo = f(7o) € f(A). Esto muestra que f(A) es compacto. []

Teorema 2.5.2. Si f es una funcion continua definida en una parte compacta A de un
e.v.n. I/ con valores en R, entonces f alcanza su mdximo y su minimo sobre A. Esto
significa que existen d,,,dy € A tales que

fl@n) < f(&) < fldy)  para todo ¥ € A. (2.5.1)

Demostracion. De acuerdo al teorema anterior, el conjunto f(A) es compacto en R
y, de acuerdo al Teorema 1.5.2, f(A) serd cerrado y acotado. Por ser acotado podemos
definir los reales M := sup{f(A)} y m = inf{f(A)} y, por ser cerrado M,m € f(A).
Existirdn entonces elementos dyy, d,,, € A tales que f(dy) = M y f(dn) = m. Es evidente
entonces que @, y dy verifican (2.5.1). []

Nota 2.5.1. El hecho que toda funcién continua alcance su maximo y su minimo en un
compacto, constituye una propiedad importante. Numerosos modelos matematicos usados
por las ciencias de la ingenieria y la fisica se plantean en términos de maximizacion o
minimizacion de funciones. Estar entonces seguros de la existencia de soluciones para
estos modelos, es crucial.

Teorema 2.5.3. Sea f una funcion continua definida en una parte compacta A de un
e.v.n. E con valores en RY., (conjunto de los reales > 0). Entonces existe a > 0 tal que
f(Z) > a para todo T € A.

Demostracion. De acuerdo al teorema anterior, existird @, € A tal que f(Z) > f(dn)
para todo € A. Como por hipétesis f(d,,) > 0, si definimos a:= f(d,,) obtenemos que
f(Z) > « para todo T € A. []

Teorema 2.5.4. Sea A una parte compacta de un e.v.n. E, y da la funcion distancia al
conjunto A definida por (2.2.3). Para todo d € E existird p € A tal que

da(@) = [|@ - pl (2:5.2)
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2.5. FUNCIONES CONTINUAS DEFINIDAS EN UN COMPACTO

Este elemento p€ A se llama proyeccion de @ sobre A.

Demostracion. Como ||@ — || : E — R es la composicién de las funciones ¥ € £ —
a—Ze€FEy ||-||: E— Ry, como estas dos funciones son continuas, el Teorema 2.2.2
nos dice que ||@ — || serd también continua. Del Teorema 2.5.2 concluimos entonces que

esta funcién alcanza su minimo sobre A en un punto p' € A y se tendra por lo tanto

da(@) = ||l@—pll. [

Nota 2.5.2. Es importante tener claro que la proyeccién depende de la norma. Asi por
ejemplo, en £ = R2, el conjunto de las proyecciones del origen sobre el tridngulo de
vértices (1,2)(1,-2) y (2,0) sera:

i) usando la norma || - ||, igual al conjunto {(1,¢) : t € [—1,1]}.

ii) usando la norma || - ||2, igual al conjunto {(1,0)}.

Nota 2.5.3. Si en el teorema anterior consideramos F = R"™, podemos hacer menos
hipotesis sobre el conjunto A para asegurar la existencia de la proyeccién. Basta con
suponer que A es cerrado (recordemos que de acuerdo al Teorema 1.5.2 todo conjunto
compacto es cerrado y acotado). En efecto, dado r > da(@) es facil ver que da(d) =
dAﬁB(&,r)(C_i)- Como el conjunto A N B(a,r) es cerrado y acotado, de acuerdo al Teorema
1.5.3 serd compacto. Aplicando el teorema anterior a la funcién dqp(s,), concluimos que
existe p € A tal que d4(a@) = ||d — p]|.

Teorema 2.5.5. Sean A, B dos conjuntos cerrados disjuntos en un e.v.n. E. Definamos
la distancia entre A y B por

d(A, B) := inf{ds(Z) : ¥ € B} (2.5.3)

donde dy es la funcion distancia al conjunto A definida por (2.2.3). Si B es compacto,
entonces ezistira b € B tal que 6(A, B) = da(b) > 0. Si suponemos ademds que A es
compacto, existird también d € A tal que

5(A,B) = ||b— || (2.5.4)

Demostracion. Del Teorema 2.2.5 sabemos que d4 es una funciéon continua y, como
B es compacto, del Teorema 2.5.2 concluimos que d4 alcanza su minimo sobre B en un
punto b € B. Se tiene asi que (A, B) = d4(b).
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La desigualdad d(b) > 0 es consecuencia del hecho que b ¢ A (es fécil probar que
todo conjunto A en un e.v.n. verifica la equivalencia d,(7) =0 < & € A).

Supongamos ahora que A es compacto. De acuerdo al teorema anterior existe @ € A
tal que da(b) = ||b — @]|, que es lo que querfamos probar. []

2.6 Continuidad uniforme y Lipschitzianidad

Definicién 2.6.1. Una funciéon f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F' se dice uniformemente continua en A si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

TLYeA |Z-yl<o=|f@) - f@<e (2.6.1)

Nota 2.6.1. Es evidente que una funcién f : A — F uniformemente continua en A,
serda continua en A. Por el contrario, si f es continua en A, no sera necesariamente uni-
formemente continua en A. Un ejemplo simple que muestra este hecho es el de la funciéon
f(x) = 2? de R en R, que siendo continua no es uniformemente continua en R. En efecto,
para cualquier § > 0, basta con definir x = % +d,ey = % y constatar que |z —y| < dy
que |z% — y*| =2+ 6% > 2.

Teorema 2.6.1. Si f es una funcion continua definida en una parte compacta A de un
e.v.n. B con valores en un e.v.n. F, entonces ella es uniformemente continua.

Demostracion. Razonemos por contradiccion. Si f no es uniformemente continua en
A, existird € > 0 tal que para todo § > 0 existen Zs, y5 € A que verifican || 75 — 75| < 0
y If(@s) — f(¥s)|| > e. Aplicando éste hecho sucesivamente para § = 1,1/2,...1/k, ...
obtenemos en A un par de sucesiones {7y} e {yx} que verifican ||Z — gkl < 1/k y
|f (@) — f(i)]| > €. Como A es compacto, existird una subsucesion {z,) } convergente a
d € A. Por otra parte, como |[Yak) — @l < [|Fatk) = Zagw) | + | Zag) — || < 1/k+||Zaw —all,
vemos que ||yak) — @|| — 0 lo que implica, de acuerdo al Lema 1.4.1, que la subsucesion
{Ya)} también converge a @. Finalmente, la desigualdad ¢ < || f(Zaw)) — f(Uam)|l <
| f(Za)) — f(@)]] + || f(@) — f(Fa))| contradice (de acuerdo al Teorema 2.3.5) la con-
tinuidad de f en a. []

Definicién 2.6.2. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n F' se dird Lipschitziana en A si existe una constante L, llamada constante de
Lipschitz, tal que

IF(Z) = fF@)Il < L7 —¢||  paratodo 7,5 € A.
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Nota 2.6.2. Es evidente que si f es una funcion L1psch1t21ana en A, ella sigue siendo
Lipschitziana si cambiamos la norma de E y la de F por otras equivalentes. También es
evidente que una funcion Lipschitziana es uniformemente continua.

2.7 El e.v.n. de las funciones lineales continuas

Teorema 2.7.1. Una funcion lineal | de un e.v.n. E en un e.v.n. F' es continua si y solo
st ella es continua en 0 € E y esto se tiene, si y solo si existe una constante L tal que

11(Z)|| < L||Z]| para todo T € E. (2.7.1)

Demostracion. Si | es continua, ella es en particular continua en 0.

Demostremos ahora que si [ es continua en 0, entonces se tiene la desigualdad (2.7.1).
Dado € = 1 debe existir 6 > 0 tal que

12l <6 = I <1

y como Z = 3 ”x verifica [|Z]| < § para todo i # 0, se tendré que ||I(Z)] < $1Z|| para

todo Z € E, que equivale a (2.7.1) con L :=
Para terminar demostremos que (2.7.1) implica que [ es continua, como
(@) — 1@)]| = I(F — &) < LIF — #)| para todo 7,7 € E

concluimos que [ es lipschitziana en £ y a fortiori continua. []

Nota 2.7.1. La propiedad (2.7.1) constituye una caracterizacién fundamental de la con-
tinuidad de las funciones lineales que nos permitira, entre otras cosas, definir una norma
en el e.v. de las funciones lineales continuas. Ella nos muestra también que toda funcion
lineal continua es Lipschitziana.

Teorema 2.7.2. En el e.v. E(E, ﬁ) de las funciones lineales continuas del e.v.n. E en el
S

e.v.M. ﬁ, la aplicacion que a l E(E, ﬁ) le hace corresponder

l —
1] = sup L@ (2.7.2)
720

verifica las propiedades de la Definicion 1.2.1 y constituye asi una norma en L(E, F).

30
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Demostracion. De acuerdo al teorema anterior, la continuidad de [ implica la existencia
de una constante L que verifica (2.7.1), lo que muestra que el supremo en (2.7.2) es finito
(el cuociente estd acotado superiormente por L). Demostremos ahora cada una de las tres
propiedades de la Definicién 1.2.1. i) Es evidente. ii) Dado A e Ry [ € E(E, 13) se tiene

HAZCE”|——sup]AN”<fﬂ|::‘A| |”(f”|::|AHun.

NTE]

iii) Dados I, m € L(E, F) se tiene
[C+m)@I _ @]+ [[m@)]

1+ m]) = sup 1T -
1| Ed]
Iz m(z
< sup | (4)” \ sup | S)II — il + [[m].
1] 1]

il

Nota 2.7.2. Es fcil ver que para | € £L(E, F) la cantidad ||I]| es la menor constante que
verifica la desigualdad (2.7.1). Se tendra entonces que

11(@)|| < ||1]|||Z]| para todo & € E (2.7.3)

Nota 2.7.3. L(E, F) dotado de la norma (2.7.2) representa el primer e.v.n. de dimensién
infinita (cuando E o F' es de dimensién infinita) que estudiaremos en este curso. Mds
adelante estudiaremos otros.

Dada la importancia que tienen en un e.v.n. las sucesiones de Cauchy, una de las
primeras preguntas que debemos hacernos frente a un e.v.n. de dimensién infinita, es
si serd o no un espacio de Banach (ver definicién 1.4.4). El teorema que sigue da una
respuesta satisfactoria a esta pregunta.

Teorema 2.7.3. Si E es un e.v.n. y F un espacio de Banach entonces E(E, ﬁ) dotado
de la norma (2.7.2) también es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea {l;} una sucesién de Cauchy en L(E, F). Para cada 7 € E, de la
desigualdad (2.7.3), aplicada a las funciones lineales (Ix — [;), se tendrd

116(7) = L@ = [ = L)@ < b = [1|7]] para todo k, 7 € N

lo que nos permite deducir que {lx(Z)} es una sucesién de Cauchy en F y, como F' es
un espacio de Banach, concluimos que {l;(Z)} es una sucesién convergente. Definamos
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entonces la aplicacién { : E — F por la relacién {(z) := lim l,(Z) e intentemos demostrar
que {lx} converge a [ en el e.v.n. L(E, F).

Para empezar debemos probar que [ € L'(E, F ), es decir, que [ es lineal y continua.
Dados Z,i € E'y A € R, del Teorema 1.4.4 deducimos que

WZ+7) = lUmi(Z+7) = Hm[l(Z) + L(7)]
= lfm l(Z) + m () = U(T) + 1(7)
rl(AZ) = lml(\F) = Hm My(Z) = Mim 1x(Z) = M(Z)

lo que muestra que [ es lineal.

Dado ¢ > 0, por ser {l;} de Cauchy, debe existir k) € N tal que ||l; — ;|| < ¢ para
todo k,j > ko, lo que implica que ||| = ||lx — {; + ;]| < e+ ||l;|| para todo k,j > k.
Usando entonces (2.7.3), de las dos desigualdades anteriores deducimos que

16(2) = (@) < el|lZ]]  paratodo  k,j = ko
= k@I < E+[GIDIZ] para todo &, j = k.

Fijando 7 > kg y 7 € E en estas dos desigualdades, teniendo en cuenta la continuidad de
la norma (Teorema 2.2.4 y el Teorema 2.3.1) y, tomando limite sobre k obtenemos

11@) =L@ < el 7]
= U@ < (e + 15 D12

que seran validas para todo 7 € E y todo j > k.

Usando el Teorema 2.7.1, la segunda de estas desigualdades nos muestra que la funcién
lineal [ es continua.

Finalmente, de la definicion de la norma en E(E , F ), la primera de las dos desigual-
dades anteriores nos muestra que

Il —1;|]| <e paratodo j> ko

lo que significa que {l;} converge a [ en L(E, F). []

Teorema 2.7.4. Toda funcion lineal I de R™ en un e.v.n. F es continua.

Demostracion. Como todas las normas en R" son equivalentes, de acuerdo a la Nota
2.2.1 podemos usar cualquiera, en particular, la norma ||-||«. Sea €1, ..., €, la base candnica
de R". Para todo ¥ € R" se tendra

i@l = 1 )| = |3 v

< leillll(e?)ll < [ZHK@)H] 7] -
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2.8. TEOREMA DEL PUNTO FIJO

Esto muestra que [ verifica la desigualdad (2.7.1) con L = > ||l(€;)]] v, de acuerdo al
i=1

Teorema 2.7.1, serd continua. []

Nota 2.7.4. Mas adelante veremos que existen aplicaciones lineales que no son continuas.
Naturalmente, esto se tendra cuando el dominio es un e.v.n. de dimension infinita.

2.8 Teorema del punto fijo

Definicién 2.8.1. Una aplicaciéon f de un e.v.n. E en un ev.n. F se dird contractante
en una parte A de FE, si es Lipschitziana en A con constante de Lipchitz L < 1.

Teorema 2.8.1. Si f : A — A es contractante en una parte cerrada A de un espacio
de Banach E (ver Definicion 1.4.4), entonces existe un unico a € A tal que f(a) = a. El
elemento a se llama punto fijo de f en A.

-

Demostracién. Demostremos primero la unicidad. Si f(@) = @y f(b) = b entonces
1@ —bll = [1f(@) — f(O)l < Llla@—ol|
Como L < 1, vemos que esta desigualdad implica que a = b.

Para demostrar la existencia vamos a construir una sucesion 'y convergente a un punto
fijo de f. A partir de Z; € A, construimos {Z;} en A mediante la férmula de recurrencia
T = f(Zx_1). Esta sucesién verifica

175 — 2o = |f(Z2) = f(@)] < LTz — 4]
170 =Tl = (I f(T) = f(@)|| < L||Ts — Zof| < L2 7 — 71|
1Z5 =@kl = (@) = F@-)l < LT — Tl < - < L7 — 34

por lo tanto para todo k,p € N se tiene

1Zh1p — Trll < NThsp — Trapr | + 1 T1p1 — Trapall + o + (| Trgs — Tl
< [LRP2 LR o DY), - 2|
kal
< oplE -4
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Como L*~! — 0, es facil verificar que {Z}} es una sucesién de Cauchy. En efecto, dado
e > 0 existe ky € N tal que % < e para todo k > ko, por lo tanto ||Zy, — k|| < e
para todo p > 0y todo k > ko y definiendo j = k + p obtenemos ||Z; — Z)|| < e para todo
7,k > ko, que corresponde exactamente a la definicién de sucesién de Cauchy. Como E es
un espacio de Banach concluimos que {Z}} es convergente y, por ser A cerrado el limite
a de esta sucesiéon esta en A y verifica

d = lim Zpyy = lim f(3) = £(a)

donde la tltima igualdad se desprende de (2.3.8) por ser f continua en d@. Esto muestra
que @ es punto fijo de la funcién f. []

2.9 Ejercicios

—

1. Sea f una funcién continua definida en un e.v.n. £ con valores en un e.v.n F.
Demuestre que

a) Si B C F es cerrado, entonces f~![B] C E también es cerrado.
b) Si B C F es abierto, entonces f~![B] C E también es abierto.
¢) f(A) C f(A) para todo A C E.

d) f~[int B] C int (f}[B]) para todo B C F.

) f

—1[B] C f~![B] para todo B C F.

e

2. Demuestre que la funcién f : R? — R definida por f(Z) = ?Jr 24 siz#0y f(0) =

es continua en todo punto de R? salvo en 0.

3. Demuestre que la funcién f : R? — R definida por f(7) = BB SiZ#£0y f(0) =0,
es continua.

4. Demuestre que la funcién f : R? — R? definida por f(#) = ——(22,23) siZ #0 y

£(0) =0, es continua.

5. Considere la funcién f : R?\ {0} — R definida por f(Z) = Z. Demuestre que
l{im ( hm f(@)) = h’mo( h’mof(a?)) =0y que lim f(Z) no existe.
ro—0 x1— Z2—0

xr1—0 29—

6. Considere la funcién f : R?\ {0} — R definida por f(i) = U= Demuestre que

12113

lim ( lim f( ) = —1, h’mo( h’mof(.f)) =1y, que lim f(Z) no existe.
r1—U 22— 7—0

z2—0 71—
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

—

Sea f una funcién continua definida en un e.v.n. E con valores en un e.v.n. F.
Demuestre que el conjunto G(f) ={(7,y) € ExF :y= f(Z)} es cerrado en el
evan. E x F.

Sean f, g dos funciones continuas definidas en un e.v.n. E con valores en un e.v.n.
Fy, sea A C E tal que f() = g(&) para todo & € A. Demuestre que f(Z) = ¢(7)
para todo # € A.

Sean El, .. E espacios vectoriales normados y sea p; la funcién del evn. E =
E1 . X E en EZ, que a cada ¥ € E le asocia su componente r; € E Demuestre
que esta funcién es continua.

Sea f una funcién continua definida en un e.v.n. E con valores en R. Demuestre que

a) Sy ={Z € E: f(F) < A} es un conjunto cerrado para todo A € R.
b) I, ={Z € E: f(&

7) = A} es un conjunto cerrado para todo A\ € R.
¢) Ay={T € E: f(Z) < A} es un conjunto abierto para todo A € R.

Sea f una funcién continua y biyectiva, de un compacto A de un e.v.n. E en un
conjunto B de un e.v.n. . Demuestre que la funcién f~!: B — A es continua.

Sea f una funcién continua definida en R™ con valores en R. Si f verifica la
propiedad: para todo L € R, existe ky € N tal que ||Z|| > ks = f(¥) > L,
demuestre que el conjunto Sy definido en el Ejercicio 10 es un compacto y que la
funcién f alcanza su minimo en R".

Dado un e.v.n. E y dos puntos @, b € E demuestre que la funcion A € R — a+ )\(5—
@) € E es continua. Con esto, demuestre que el intervalo [@,b] = {d+ A(b—a) € E :
A € [0,1]} es compacto.

Demuestre que la funcién f : R, — R definida por f(x) = \/x es uniformemente
continua pero no es Lipschitziana.

Demuestre que toda funcién Lipschitziana es uniformemente continua.

Sea f una funcién uniformemente continua en una parte A de un e.v.n. E con valores
en un e.v.n. F. Demuestre que si {#,} es una sucesién de Cauchy en A, entonces
{f(Z)} es una sucesién de Cauchy en F. Demuestre que esta propiedad no se tiene
necesariamente si f no es uniformemente continua en A.

Sea [ una funcién lineal definida en un e.v.n. E con valores en R. Demostrar que [
es continua si y solo si el conjunto N(l) := {Z € E : () = 0} es cerrado en E.
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18.

19.

20.

21.

Sea [ una funcién lineal definida en el e.v.n. (C([a,b],R), || ||1) con valores en R, por

b
I(f) = [ f(z)dz. Demuestre que [ es continua.

Sea [ una funcién lineal definida en el e.v.an. (C([a,b],R), || - ||) con valores en R,
b
por I(f) = [ g(x)f(x)dz, donde g es una funcién fija en C([a, b], R). Demuestre que

[ es continua.

Sea [ una funcién lineal definida en el e.v.n. (C([0,1],R), |- ||1) con valores en R, por
I(f) = f(0). Considere en C([0,1],R) la sucesién {f,} definida por f,(z) =1 — nx
six €1[0,1/n], f(z) =0six € [1/n,1]. Usando esta sucesiéon demuestre que [ no es
continua.

Usando el teorema del punto fijo de Banach demuestre que dado a > 0, la sucesion
{z}} construida por la férmula recurrente xj, = % (q:k + %), a partir de un valor

x1 > +/a, converge a y/a.
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CAPITULO 3

ESPACIOS DE FUNCIONES

3.1 Introduccion

Todos los e.v. de dimensién infinita que intervienen en los modelos matemaéticos de la
ingenieria y de la fisica, son espacios de funciones: el e.v. de las funciones acotadas, el e.v.
de las funciones continuas, el e.v. de las funciones diferenciables, etc.

En este capitulo veremos las propiedades més elementales de este tipo de espacios
vectoriales, dotados de la norma || - | que definimos en (1.2.13).

Los tres resultados importantes del capitulo estan en el Teorema 3.2.1 el cual muestra
que el e.v. A(A, F) (de las funciones acotadas de A en F') dotado de la norma | - || es un
espacio de Banach, los Teoremas 3.4.1 y 3.4.2 que establecen la cerradura del subespacio
vectorial C(A, F) (de las funciones continuas de A en F) en el espacio A(A, ') dotado de
la norma || - ||« ¥, finalmente en el Teorema 3.6.1 que nos dice que para toda funcién en
C([a,b],R) se puede construir una sucesiéon de polinomios convergente a esa funciéon para
la norma || - ||o-

3.2 Espacio vectorial normado de las funciones acotadas

Definicién 3.2.1. Dado un conjunto A y un e.v.n. F denotaremos por A(A, F) al espacio
vectorial de las funciones acotadas de A en F' (f € A(A, F) si existe r tal que || f(z)|| < r
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3.2. ESPACIO VECTORIAL NORMADO DE LAS FUNCIONES ACOTADAS

para todo x € A). A este espacio lo dotamos de la norma || - ||, definida por

Il 2= sup @) (3:2.1)

Nota 3.2.1. Como deciamos cuando estudidbamos el e.v.n. E(E, ﬁ), dada la importancia
que tienen en un e.v.n. las sucesiones de Cauchy, una pregunta fundamental que se debe
hacer frente a un e.v.n. de dimension infinita, es si serd o no un espacio de Banach (ver
Definicién 1.4.4). El teorema que sigue da una respuesta satisfactoria a esta pregunta.

Teorema 3.2.1. Si F' es un espacio de Banach, entonces A(A, F) dotado de la norma
| loo también lo es.

Demostracion. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en A(A, F). Como para todo z € A
se tiene la desigualdad || fx(z) — f;(z)|| < ||fx — fjlloo, €s evidente que para cada x € A
la sucesion {fi.(x)} es de Cauchy en F y, como por hipotesis F es un espacio de Banach,
ella sera convergente. Definamos entonces la aplicacién f: A — F por la relacién f(z) =
lim fy () e intentemos demostrar que {f;,} converge a f en el e.vn. (A(A, F), | - |lso). Lo
primero que debemos hacer es demostrar que f € A(A, F ). Dado € > 0 existe kg € N tal
que || fx — filloo <€ para todo k,j > ko, lo que equivale a decir que:

|fi@) — f;(@)]| <= paratodo z€ Ay todo k,j > ko *)

Como para k v z fijos, la funcién y € F — | fx(z) — yl|| es continua, del Teorema 2.3.5
obtenemos

lim || fi(2) = f3 ()l = [ /u(2) = lim f ()] = [ /() = f(2)]]
Tomando limite sobre j en (*), la igualdad anterior nos permite concluir que
1fu@) — F@)| < ¢ para todo € Ay todo k > K, (%)
y como fi € A(A, ﬁ), para todo x € A tendremos
IF @) = [fslloe < WF@) = ()l < 1f (2) = fr(o)]] < e,

es decir,
If(@)|| < e+ frllo para todo = € A

lo que muestra que f es acotada.

El resto de la demostracién esta ya practicamente hecha, en efecto, (**) es equivalente

Ifx — flleo < e paratodo k > ko

lo que muestra que {fx} converge a f. []
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3.3. CONVERGENCIA UNIFORME Y CONVERGENCIA SIMPLE DE UNA
SUCESION DE FUNCIONES

Nota 3.2.2. Un espacio de funciones particularmente importante es el de las funciones
continuas definidas en una parte compacta A de un e.v.n. E, con valores en R™. Este
espacio de funciones lo denotaremos C(A, R™). Del Teorema 2.5.2 concluimos que C(A, R™)
es un subespacio vectorial del e.v. A(A,R™). Usando entonces el teorema anterior y el
Teorema 3.4.1 que veremos mas adelante, concluiremos que C(A, R™), dotado de la norma
| * |, €s también un espacio de Banach.

3.3 Convergencia uniforme y convergencia simple de una suce-
siéon de funciones

Definicién 3.3.1. La convergencia de una sucesiéon de funciones en el e.v.n. A(A, F),
definida en la seccién anterior, se llama convergencia uniforme de la sucesiéon. Asi entonces,
decimos que {fx} converge uniformemente a la funcién f, cuando || fr — f|lec — O.

Nota 3.3.1. El propdsito de esta seccion es ver qué relaciéon existe entre la convergencia de
una sucesion { f,} en A(A, F) dotado de la norma |- |s (que hemos llamado convergencia
uniforme de {fi}) y, la convergencia en el e.v.n F de la sucesion {f(z)} donde z estd fijo
(que llamaremos convergencia simple o puntual de {f;}).

Definicién 3.3.2. Dada una sucesién {f;} de funciones definidas en un conjunto A con
valores en un e.v.n. F, diremos que {f;} converge simplemente o puntualmente a una
funcién f: A — F si para todo x € A la sucesién { fx(z)} converge a f(z) en F.

Nota 3.3.2. Dada una sucesién {fi} en A(A, F) convergente uniformemente a f, puesto
que para todo k € Ny todo z € A se tiene que || fr(x)— f(2)|| < || fx— fllo0, €s evidente que
{fr} converge simplemente a f. Decimos entonces que la convergencia uniforme implica
la convergencia simple. Lo contrario no es verdadero. Los dos ejemplos que siguen ilustran
bien este hecho negativo y, permiten al mismo tiempo comprender mejor la convergencia
uniforme.

FEjemplo 3.3.1. En el e.v. A(R,R) definamos la sucesion { fi} por

1

Jr(@) = T+ @—h)y (3.3.1)

Entonces, como para todo z € R se tiene que lim f(z) = 0 concluimos que la sucesién
{fr} converge simplemente a la funcién nula f(-) = 0. En la nota anterior vefamos que la
convergencia uniforme de una sucesién de funciones implica su convergencia simple, por
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3.4. CONTINUIDAD DEL LIMITE DE UNA SUCESION DE FUNCIONES
CONTINUAS

lo tanto si { fx} fuera uniformemente convergente deberia serlo a la funcién nula. Veamos
si esto es cierto, para lo cual hay que estudiar la sucesion || fx — f||o (donde f es la funcién
nula). Como
| fe = flloo = 81615 |fe(x)]=1 paratodo k€N
X

concluimos que { fx} no converge uniformemente.

Ejemplo 3.3.2. En el e.v. A(R,R) definamos la sucesion { fi} por

k2x si z€l0,1/k]
folw) =4 —K*zx+2k si xe[l/k,2/k] (3.3.2)
0 si x ¢10,2/k].

Como para todo x € R se tiene que H,ﬁn fr(x) = 0, concluimos que la sucesién {f}

converge simplemente a la funcién nula. Siguiendo entonces el mismo razonamiento del
ejemplo anterior para ver si {fi} converge uniformemente, obtenemos

i = flloo = sup | fr(z)| =k
Tz€R
concluyendo asi que {fi} no converge uniformemente.

Nota 3.3.3. Observando bien los graficos de las funciones f, en cada uno de los dos
ejemplos anteriores, vemos que la convergencia uniforme corresponde bien a nuestra nocion
intuitiva de convergencia de una sucesion y que lo que hemos llamado convergencia simple
no es una “verdadera convergencia’”.

3.4 Continuidad del limite de una sucesion de funciones continuas

Teorema 3.4.1. Sean E y F dos e.v.n. y sea A un subconjunto de E. Si {fr} es una
sucesion de funciones continuas en A(A, F') convergente uniformemente a una funcion f,
entonces f también es continua.

Demostracion. Dado @ € A, debemos demostrar que el limite f de la sucesién {fi}
es una funcién continua en @. Dado £ > 0, puesto que { fx} converge uniformemente a f
existe ko € N tal que

I fi(Z) — f(@)|| <e/3 paratodo &€ A ytodo k> k. (*)

40



3.5. CUATRO CONTRAEJEMPLOS INTERESANTES

Por otra parte, puesto que fi, es una funciéon continua en @, existe § > 0 tal que
/5o () = fro (@) || < /3 para todo x € B(d,6) N A (**)

De las desigualdades (*) y (**) concluimos que

1£@) = F@ < 1) = fra @) + i@ = fio @ + 1 Fual@) = F@I < S+ 5+ 5 =

para todo = € B(d@,0) N A. Queda asi demostrada la continuidad de f en @. []

Nota 3.4.1. El Teorema 3.4.1 se enuncia usualmente diciendo que el limite uniforme de
una sucesion de funciones continuas es una funcién continua.

Nota 3.4.2. El ejemplo que sigue muestra que el limite simple de una sucesién de fun-
ciones continuas, no es necesariamente una funcién continua. En ese caso, de acuerdo al
teorema anterior, la sucesién no converge uniformemente.

Ejemplo 3.4.1. Consideremos en A([0, 1], R) la sucesién de funciones continuas fi(r) = 2*.

Es facil verificar que esta sucesion converge simplemente a la funcién f(z) = 0siz € [0,1]
y f(1) =1, que no es continua. Usando el teorema anterior deducimos también que esta
sucesion { fr} no puede converger uniformemente.

Nota 3.4.3. El siguiente teorema repite casi exactamente lo que deciamos al final de la
Nota 3.2.2.

Teorema 3.4.2. Fl e.v. C(A, ﬁ) de las funciones continuas definidas en una parte com-
pacta A de un e.v.n., con valores en un espacio de Banach ﬁ, es un subespacio vectorial
cerrado del e.v.n. (A(A,F), |- |le) y, dotado de la misma norma || ||s, es un espacio de
Banach.

Demostracién. Gracias al Teorema 2.5.2 se obtiene que C(A4, F) C A(A, F) y por el
Teorema 3.4.1 se concluye la cerradura de C(A, F) con la norma || - ||o. Por otro lado, el
Teorema 3.2.1 nos dice que (A(A, F), || - ||o) s un espacio de Banach y como C(A, F) es
cerrado, se decuce que también serd Banach. []

3.5 Cuatro contraejemplos interesantes

Contraejemplo 3.5.1. En la Nota 1.2.3 deciamos que todas las normas que se pueden definir
en un e.v.n. de dimensién finita son equivalentes. Veremos aqui dos normas definidas en
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un mismo e.v. que no son equivalentes. Consideremos el e.v. C([a,b],R) de las funciones
continuas en [a, b] con valores en R, la norma || - ||« que ya conocemos bien y, la norma:

1l = / f(2)|dz. (3.5.1)

Verifiquemos que estas dos normas no son equivalentes. Si bien es cierto que
Ifllh < (b—a)|fllc paratodo f € C([a,b],R), (3.5.2)

probaremos que no existe L tal que || - ||oc < L|| - ||1. Lo que es equivalente a demostrar
que para todo k existe una funcién fp € C([a,b],R) que verifica || fillco > k|| fell1- Si
consideramos las funciones definidas en (3.3.2), vemos que || filloo = k¥ || fx]l1 = 1 ¥ por
lo tanto, ellas verifican la ultima desigualdad.

Para entender cuan diferentes son estas dos normas en el e.v. C([a,b],R) serd intere-
sante ver el Contraejemplo 3.5.3 donde estudiaremos una sucesién { fx} que converge para
la norma || - ||; y no converge para la norma || - ||«. Otra diferencia importante entre estas
dos normas la constituye el hecho que, de acuerdo al Teorema 3.4.2, C([a, b],R) dotado
de la norma || - | es un espacio de Banach y, como veremos al final del contracjemplo
siguiente, dotado de la norma || - ||; no es un espacio de Banach.

Contraejemplo 3.5.2. El Teorema 1.4.7 nos decia que en un e.v.n. de dimensién finita
toda sucesién de Cauchy es convergente. Veremos aqui un e.v.n. (de dimensién infinita)
donde hay sucesiones de Cauchy que no convergen. Consideremos el e.v. Co(|—1,1],R) de
las funciones continuas de [—1, 1] a valores en R, que se anulan en —1 y 1 dotado de la
norma || - ||; definida en (3.5.1) y consideremos en este e.v.n. la sucesién fk( ) =1— a2
Puesto que || fr — fl1 = |T2+1 - 23+1| dado & > 0, si definimos ko > %2, obtenemos que
| f — filli < e para todo k,j > ko lo que muestra que {f;} es una sucesiéon de Cauchy.
Para demostrar que esta sucesion no es convergente consideremos el e.v. C([—1,1],R) del
cual Co([—1,1],R) es un sub e.v. y dotémoslo de la misma norma. Es evidente entonces
que si {fx} converge a una funcién f en el e.v.n. C([~1,1],R), y a una funcién f en
el e.van. Co([—1,1],R) entonces, f = f. Ahora bien, es facil verificar que {f;} converge
en C([—1,1],R) a la funcién constante f(x) = 1, y como esta funcién no pertenece a
Co(]—1, 1] R) concluimos que en este ltimo e.v.n. la sucesién en cuestiéon no converge.

El e.v. C([~1,1],R) dotado de la norma | - [|; tampoco es un espacio de Banach,
como lo muestra la sucesion {f;} definida por f(z) = **/z, que es de Cauchy y no es
convergente.

Contraejemplo 3.5.3. Los Teoremas 1.5.2 y 1.5.3 de la Secciéon 1.5 nos mostraban que
en un e.v.n. de dimensién finita los conjuntos compactos son los cerrados y acotados,
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por lo tanto las bolas son siempre conjuntos compactos. Veremos aqui un ejemplo de
e.v.n. cuyas bolas no son compactas. El ejemplo estd dado en C([0,1],R) dotado de la
norma || - ||~. Demostremos entonces que la bola con centro en la funcién nula y radio
1, B(0,1) = {f € C([0,1],R) : || fllc < 1}, no es compacta a pesar de ser un conjunto
cerrado y acotado. Para esto basta considerar la sucesién {fi.}, definida por fi.(z) = z*,
que esta en B(0,1) (en efecto, || fx||loc = 1) y comprobar que no tiene ninguna subsucesién

convergente. Para esto, vemos que todas las subsucesiones de { fx} convergen simplemente

a la funcién 01
0 si x€l0,1
f(x)_{l siox=1

que por ser discontinua, deja en evidencia de acuerdo al Teorema 3.4.1, que { fx} no tiene
subsucesiones uniformemente convergentes.

Es interesante notar que esta sucesion de funciones es convergente a la funcién nula si
dotamos al espacio C([0, 1], R) de la norma definida en (3.5.1), en efecto || fx|[1 = 1/(k+1).
Este hecho constituye otra forma de ver que estas dos normas no son equivalentes.

En general, se puede demostrar que en un e.v.n. de dimension infinita, las bolas no
son jamas compactas.

Contraejemplo 3.5.4. El Teorema 2.7.4 nos decia que toda funcién lineal definida en un
e.v.n. de dimensién finita, con valores en un e.v.n. F es continua. Veremos aqui una
funcion lineal definida en un e.v.n. (de dimensién infinita) con valores en R, que no es
continua. Sea P el e.v. de los polinonios de una variable real dotado de la norma

Ipll = max |p(z)]. (3.5.3)
z€[0,1]

No es dificil verificar que es una norma en P. Consideremos entonces la funcién lineal
[ : P — R definida por I(p) = p(3) y demostremos que ella no es continua en 0 (polinomio
nulo). Para esto, tomemos en P la sucesion pi(z) = (£)*. Como ||px|| = 27%, vemos que
se trata de una sucesion convergente a 0. Si [ fuera continua, de acuerdo al Teorema 2.3.5
deberfa tenerse que limi(py) = 1(0) = 0, pero esto no se tiene pues I(py) = pi(3) = (2)*,
lo que muestra que [ no es continua.

3.6 Teorema de Weierstrass-Stone

Weierstrass demostré el ano 1885 que toda funcién f € C([a, b], R) puede aproximarse
tanto como se quiera por un polinomio, esto es, dado € > 0 existe un polinomio p tal
que ||p — flleo < e. La demostracién que daremos de este importante resultado fue hecha
por Berstein el ano 1912 y tiene la ventaja de ser constructiva. La demostracion original

43



3.6. TEOREMA DE WEIERSTRASS-STONE

de Weierstrass no es constructiva, es decir, dada la funciéon f demuestra que existe una
sucesién de polinomios {p;} convergente uniformemente a f, sin explicitar la forma de
estos polinomios.

Definicién 3.6.1. Dada una funcién f € C([0, 1], R) se llama polinomio de Berstein de
grado k asociado a la funcion f, al polinomio

bi(x) := éf (%) Pr,i(T) (3.6.1)

donde py; es el polinomio de grado &:

pri(T) = (k> a'(1—a)h (3.6.2)

i
Lema 3.6.1. Para todo k € N los polinomios py; definidos por (3.6.2) verifican
ok
(i) > pri(r) =1
i=0

(i) 3 onale) = o

ko —x
(i) 32 (; = 2)pralw) = =02
Demostracion.

(i) épm(i) —r+(1-2)]=1

(it) 3 ippi(z) =2 > (a1 — 2)*-D-G=Y
=0 i=1
k-1
=z, (k;l)xj(l —)* DT = glr4 (1 —2) ' =2
=0
) S 2 koo ko L&
(i) 20(% — ) Pei(w) = ;J wPri(T) — 22 ;) k() + ;}pkz(fﬁ)
1= k i-1) ;_k ‘ 1= =
B Z:o o Pei(®) + g 2 Lpi(x) — 20% 4 2°

44



3.6. TEOREMA DE WEIERSTRASS-STONE
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Teorema 3.6.1. Dada una funcion f € C([a,b],R), existe una sucesion de polinomios
convergente uniformemente a f.

Demostracion. Para simplificar la demostracién supondremos que [a, b] = [0, 1]. Demostremos
entonces que la sucesién de polinomios de Berstein {b;} asociados a la funcién f, converge
uniformemente a f.

Dado € > 0, debemos probar que existe ky € N tal que
lbr, — flleo < € para todo k > k.

Del Lema anterior (i) vemos que para cada z € [0,1] y k € N se tiene

io (.)pkz ) — f()

|0k (2)

Xk; (5 ) st gﬂx)pkvi(x)

- ;pk,xx) (r(3) —f(a:))'
< Zp() (7))

Debemos ahora acotar por € esta tltima sumatoria. Para esto vamos a separar la suma
en dos partes y, usando argumentos distintos, vamos a acotar por €/2 cada una de ellas.

()

Del Teorema 2.6.1 sabemos que f es uniformemente continua en [0, 1], por lo tanto

existe 0 > 0 tal que
7" — 2| <0 = [f(2)) - fla) <e/2
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3.6. TEOREMA DE WEIERSTRASS-STONE

y asi, del lema anterior (i), obtenemos para cada x € [0,1] y k € N

Zpkz (>>—f($)

1€l (x)
donde Iy(z) = {i < k: |+ — x| < b}

Consideremos ahora el complemento /{(x) del conjunto I (z), es decir, el conjunto de
indices If(x) = {i < k: |t — x| > d}.

i

<e/2 (**)

Usando la desigualdad |f(%) — f(@)] < 2||f]l para todo i < k 'y, la desigualdad
L (L —2)? > 1 para todo i € I¢(z), vemos que

62 \k
S peala) ( | < 2l S pat)

i€l (z) il (z)

< 2o ¥ () mato)
)

ieli(z

y usando ahora el lema anterior (iii) obtenemos

ijz ()—ﬁ@ﬂgﬂ@uxu;@

i€l (z
para todo k > kg (**%)

= <

DO ™

donde kg es un entero que verifica ky > %. De las desigualdades (*), (**), (***) se
obtiene la desigualdad

|bp(x) — f(z)| < e paratodo k> kyy todo z € [0, 1]
y, tomando supremo sobre x, concluimos que

1br — flloo <& paratodo k > k.

il

Nota 3.6.1. En el Contraejemplo 3.5.2 construimos en un e.v.n. una sucesién de Cauchy
que no era convergente. El teorema de Weierstrass-Stone nos muestra que en el e.v. de
los polinomios de una variable real definidos en [0, 1], dotado de la norma || - ||, es facil
construir sucesiones de Cauchy que no convergen. Basta para esto tomar una funcién
continua f de [0, 1] en R que no sea un polinomio y considerar la sucesién de polinomios
{bx} definida en (3.6.1). Esta sucesién serd convergente en C([0, 1], R) dotado de la norma
|||, & la funcién f y, como f no es un polinomio vemos que en el e.v. de los polinomios,
dotado de la norma || - ||oo, {bx} serd de Cauchy pero no convergente.
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3.7. EJERCICIOS

3.7

Ejercicios

Estudiar la convergencia puntual, la convergencia uniforme y la convergencia para la
norma || - [|1, de las siguientes sucesiones de funciones en C([0, 1], R) para fj definidas
de a) ae) y en C([0,2],R) para f; definida en f).

1 sizel0,1—1/k]
f) falx)=1% kx—k size[l—1/k1+1/kK]
1 size[l+1/k, 2|

Demuestre que si {fx} es una sucesién en C([a,b], R) uniformemente convergente a
una funcién f, entonces

/bf(x)dleilgn/bfk(x)dx.

Sean {f.} v {gn} dos sucesiones de funciones en A(A,R) uniformemente con-
vergentes a f y ¢ respectivamente. Demuestre que la sucesién {h,} definida por
hy := fn - gn es uniformemente convergente a la funcion h = f - g.

Sea F un e.v.n., {fn} una sucesién en A(A, F ) uniformemente convergente a una
funcién f y {g,} una sucesién de funciones de A en F' que verifica || f,, — gn|lcc — O.
Demuestre que la sucesién {g,} estd en A(A, F') y converge uniformemente a la
funcién f.
Sea {p,} una sucesién de polinomios de una variable real definidos por la formula
recurrente 1

p1=0, ppi1(x) = 5(33 +2pa(2) = pa(@)?).
Demuestre que para todo x € [0,1] se tiene

2V
0 <V —pu(r) < m
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3.7. EJERCICIOS

y que la sucesion {p,} en A([0, 1], R) converge uniformemente a la funcién f definida

por f(z) = /.

6. Sea {f,} una sucesién de funciones monétonas definidas en un intervalo [a,b] con
valores en R, convergente puntualmente a una funcién continua f : [a,b] — R.
Demuestre que {f,} converge uniformemente a f.
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CAPITULO 4

ESPACIOS DE HILBERT

4.1 Introduccién

Los espacios de Hilbert son los espacios vectoriales normados mas usados en los mo-
delos matematicos de la ingenieria y de la fisica. Este capitulo constituye una muy breve
introduccion a estos espacios.

Todo el capitulo gira en torno al hecho que en un espacio de Hilbert la proyeccion de un
punto sobre un conjunto convexo cerrado siempre existe, es tinica y puede caracterizarse
por la desigualdad (4.4.1).

Terminamos el capitulo con tres resultados importantes: el teorema de representacion
de Riesz, el teorema de Hanh-Banach y el lema de Farkas.

4.2 Producto interno en un espacio vectorial

Deﬁnlclon 4.2.1. Dado un e.v. E sobre el cuerpo R, se llama producto interno o producto
escalar en E a toda fun(non bilineal simétrica y deﬁmda positiva b : ExE — R, esto es,
para todo u, v, w € E y A € R se tiene:



4.2. PRODUCTO INTERNO EN UN ESPACIO VECTORIAL

(iii) b(u,v) = b(v, u);

(iv) b(, @) > 0 para todo @ # 0.

Nota 4.2.1. Las propiedades (i) y (ii) corresponden al hecho que b es bilineal, la propiedad
(iii) a la simetria de b y la propiedad (iv) al hecho de ser definida positiva.

Nota 4.2.2. En adelante usaremos para el producto interno la notacién (i, ¥) en lugar

de b(ii, 7).

Teorema 4.2.1. Todo producto interno en un e.v. E verifica la llamada desigualdad de
Cauchy-Schwarz: . .
(@, 0)| < (u,uw)2(v,0)2 para todo 4,V € E. (4.2.1)

Ademds, la igualdad se tiene si y solo siu y v son colineales, esto es, si 4 = AU para algin
AeER osiv=0.
Demostracién. Dados @, 7 € E no colineales, para todo A, € R\ {0} se tiene
0 < (NI — pi, Nl — p@) = N2(id, @) — 2@, 0) + p? (v, )

—

y como (U, 7) > 0y (u,d) > 0, haciendo A := (¥, 17)5 Vo= (u,u}é obtenemos

—
—

(u,v) < (d, u)%(ﬁ, 17>% para todo 1,7 € E no colineales.

—

—(, ﬁ)éw, 17>% < (u,v) paratodo U, U € FE no colineales
Se obtiene asi la desigualdad de Cauchy-Schwarz para u, ¥ no colineales.

La igualdad, cuando u y v son colineales, se obtiene trivialmente. []

Nota 4.2.3. Es facil demostrar que un producto interno b en un e.v. E, define una norma
en E, esta es ||if]| = [(i@,@)]"/2. Reciprocamente no toda norma se puede definir a partir
de un producto interno.
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4.2. PRODUCTO INTERNO EN UN ESPACIO VECTORIAL

Ejemplo 4.2.1. De las tres normas que hemos definido en R™ (ver Ejemplo 1.2.1) sélo la
norma || - ||2 se puede definir a partir de un producto interno, este es

(U, V) := uqv1 + ... + upvy

que usualmente se denota por 4 - .

De las dos normas que hemos usado en C([a, b], R), la norma || - ||o definida por (3.2.1)
y la norma || - ||; definida por (3.5.1), ninguna se puede definir a partir de un producto
interno. En este mismo e.v. se puede definir el producto interno

b

(f.9) = /f(as)g(x)dx (4.2.2)

que define en C([a, b], R) la norma

b

I£1= 1 [ 17

a

N

(4.2.3)

Definicién 4.2.2. Se llama espacio de Hilbert a todo espacio de Banach (ver Definicién
1.4.4) cuya norma esté definida por un producto interno.

Ejemplo 4.2.2. De acuerdo al Teorema 1.4.7, R™ con la norma || - ||z es un espacio de
Hilbert. Pero, de acuerdo a lo que decfamos en el Ejemplo 4.2.1, R™ con la norma || - [|; o
R™ con la norma || - ||« no son espacios de Hilbert.

Teorema 4.2.2. Sea E un espacio de Hilbert. Las funciones (-,-) de E x E en R y (b, -)
de E en R, con b e E fijo, son continuas.

Demostracion. Demostremos que la funcién bilineal (-, ) es continua en el e.v.n. pro-
ducto E x E. Para esto usemos el Teorema 2.3.5. Debemos probar entonces que dado
(@,b) € E x E, toda sucesién (Zy, §i,) — (@,b) verifica que (Zy, 7i) — (@,b). Aplicando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

—. -

(T, i) — (@, 0)| = [(Tr — @ k) + (@, Gk — 0)
< @k — allllgill + llalllze — bl

-

y si (@, Uk) — (@, b), del Teorema 1.4.3 vemos que T — @ e g — b, lo que nos permite
concluir
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4.3. PROYECCION DE UN PUNTO SOBRE UN CONJUNTO EN UN ESPACIO DE
HILBERT

La continuidad de la funcién lineal (b,-) es una consecuencia inmediata del teorema
anterior que nos dice que

(b, )| < ||b]|||Z|| para todo Z € E

y de la caracterizacién de la continuidad de una funcién lineal dada por el Teorema 2.7.1. []

4.3 Proyeccion de un punto sobre un conjunto en un espacio de
Hilbert

Definicién 4.3.1. Una parte C' de un e.v. E se dice convexa si para todo par de elementos
a,b € C se tiene que

-

@0 = {@a+\Nb—2a): xe[0,1]} c C. (4.3.1)

Nota 4.3.1. Los conjuntos convexos en un e.v. tienen una gran importancia. En el
préximo teorema veremos una de sus propiedades fundamentales. Mas adelante veremos
otras.

Nota 4.3.2. Recordemos que se llama proyeccién de un elemento @ de un e.v.n. E sobre
un subconjunto A de E a todo elemento p'€ A que verifica la igualdad

da(a@) = inf |7 —af| = ||p'— af (4.3.2)

y, que en el Teorema 2.5.4 demostramos que si A es compacto entonces p siempre existe.
Después, en la Nota 2.5.3 velamos que si E era de dimensién finita, bastaba con suponer
A cerrado para asegurar la existencia de p. En esta seccién daremos un nuevo teorema de
existencia de la proyeccién. Previamente necesitamos el siguiente lema técnico.

S

c

Lema 4.3.1. Sean a, (_;: C tres elementos en un espacio de Hilbert E y m = =< el punto
medio del trazo [b, c]. Entonces se tiene la iqualdad:

- 1 —
& =bl° + ll@ — al* = 2lla — | + 1o — &’

Demostracion.
l@d—b|>+|@a—al* = l|al*>—2(ab)+ |b]* + |la]* — 2(@,c) + ||a?
= 2l|a|]* = 2(a@, b+ +[[b+2l* —2(b,¢)
— - = — 1 ' '
= WMW—2@mw+WWﬂ+§M+aV—%@@

1

= 2l|a — |+ S||b - &’

(\V]
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4.3. PROYECCION DE UN PUNTO SOBRE UN CONJUNTO EN UN ESPACIO DE
HILBERT

[

Teorema 4.3.1. Si E es un espacio de Hilbert y C' un conjunto convexo cerrado en E,
entonces todo elemento a € E, tiene una proyeccion sobre C'. Esto significa, de acuerdo a
la igualdad (4.3.2), que existe un elemento p(d@) € C' que verifica

Se tiene ademds que esta proyeccion es unica.

Demostracion. De acuerdo a la definicién de do(a@) dada por (2.2.3), debe existir una
sucesiéon {7} en C' tal que
do(@) = lim [|7 — af] ()

Demostremos primero que toda sucesién {zy} en C' que verifica (*) es una sucesién de
Cauchy. Para esto apliquemos el lema anterior al trio @, Z;, Ty

LTy,

17 — 2l[* = 2ll@ — &|* + 2[l@ — Z]* — 4lla -

Como C' es un convexo se tiene que

lo que implica L
Al - S < a2 (@)

obteniendo la desigualdad

175 — Zell* < 20l@ — Z[I* + 2/|@ — ll* — 4d¢.(@). (**)
Asi entonces, dado € > 0, concluimos de la relacién (*) que existe ky € N tal que

| 2|@ — & |° + 2/|@ — Zxl|* — 4d%(@) | < e paratodo j,k > ko
y de la desigualdad (**) obtenemos
|Z; — Z|* < e paratodo j,k > ko

lo que muestra que {Z} es una sucesiéon de Cauchy.
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4.4. CARACTERIZACION DE LA PROYECCION SOBRE UN CONJUNTO
CONVEXO

Por ser E un espacio de Hilbert sabemos que {Z}} debe converger a un elemento p € E
y como C' es un conjunto cerrado, de acuerdo al Teorema 1.4.1, p € C. La continuidad de
la funcién || - —@|| nos permite concluir, de la relacién (*), que

de(d@) = [|p’'— dll
es decir, que p es una proyeccion de @ sobre C'.

Para terminar debemos demostrar la unicidad de la proyeccion. Si p’’, es otra proyec-
cién de @ en C, se tendra que la sucesién {7, }, definida por &, := T si k es pary 7, := j’
si k es impar, también va a verificar la igualdad (*) (puesto que ||p—a|| = ||p' —d]|) y, serd
entonces de Cauchy y por lo tanto convergente. Del Teorema 1.4.5 vemos que p'’ y p son
puntos de acumulacion de {fk/} y como ella es convergente, de la Nota 1.4.3 concluimos

que p' =p. ]

Nota 4.3.3. Es importante tener claro que en un espacio de Banach la proyeccion sobre
un convexo cerrado no es necesariamente tinica, como lo muestra el ejemplo 1) que vimos
en la Nota 2.5.2. El hecho que la norma pueda definirse a partir de un producto interno,
es entonces el punto clave para asegurar la unicidad.

4.4 Caracterizacion de la proyeccion sobre un conjunto convexo
Teorema 4.4.1. Si C es una parte convexa cerrada de un espacio de Hilbert E, entonces

la proyeccion de a € E sobre C es el inico elemento p € C que verifica la desigualdad

(@—p,@—p) <0 paratodo ¥ € C. (4.4.1)

Demostracion. Demostremos que (4.4.1) implica que p(a@) = p. De la identidad

la—z|* = lla—p—(@-pl
= lla—pl* — 2@ —p, & - p) + |7 — plI”

vemos que (4.4.1) implica que
|@d — || > ||@—p]| paratodo e C
lo que equivale a decir que p’es la proyeccién a@ sobre C.

Demostremos ahora que la proyeccién p(@) verifica la desigualdad (4.4.1).
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4.4. CARACTERIZACION DE LA PROYECCION SOBRE UN CONJUNTO
CONVEXO

Puesto que C' es convexo se tiene que p(d) + t(¥ — p(d)) € C para todo Z € C'y todo
t € [0, 1]. Se tendra entonces que

@ — [p(a) + ¢(z — pla)]|I* = lla — pl@)|*
y, desarrollando el cuadrado de la izquierda se obtiene para todo T € C' la desigualdad
—2(d@ — p(@), U - p(a@))) + )7 — p(@)|* = 0 vt € [0, 1]
y simplificando por ¢
2(a — pla), @ — pla)) < |7 —p(@)|* vt €]o,1]
lo cual implica, haciendo tender ¢ a cero, que p(d) verifica la desigualdad (4.4.1). []
Teorema 4.4.2. Si S es un iubespacz;o vectorial cerrado de un espacio de Hilbert E,
entonces la proyeccion de a € E sobre S es el inico elemento p € S que verifica
(@—p,@) =0 para todo & € S. (4.4.2)
Demostracién. Por ser S un conjunto convexo cerradg, podemos aplicar el teorema
anterior y concluir que la proyeccién p(@) es el unico p € S que verifica
(@— P, —p) <0 paratodo e S (*)
Como S es un subespacio vectorial y p' € S , es claro que
feS o i-peS o —(f—-p)es.

Haciendo entonces en (*) los cambios de variable ¥ = 7 — p'y 2 = —(Z — p) concluimos
que (*) es equivalente a “ (@ — p,y) < 0 paratodoy e S” ya “(d—p,2) > 0 para todo
7e S "7 respectivamente. Esas dos desigualdades nos muestran que (*) es equivalente a
(4.4.2) que es lo que queriamos demostrar. []

Nota 4.4.1. Se demuestra facilmente que todo subespacio vectorial de dimensién finita
de un e.v.n. E es un conjunto cerrado. En particular todo subespacio vectorial de R" sera
cerrado. Por otra parte, en la Seccién 3.6 vimos que el sub e.v. de los polinomios, en el
e.v. C([0,1],R) dotado la norma || - ||oe, n0 es cerrado.
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4.4. CARACTERIZACION DE LA PROYECCION SOBRE UN CONJUNTO
CONVEXO

Definicién 4.4.1. Dos elementos Ei,g en un espacio de Hilbert se diran ortogonales o

perpendiculares si .
(@,b) = 0. (4.4.3)

Un elemento @ € E se dird ortogonal o perpendicular a un subespacio vectorial S de E si
es ortogonal a todos los elementos de S, es decir si

(a,7) =0 para todo € 5. (4.4.4)

Dos subespacios vectoriales S , G de un espacio de Hilbert E se dirdn ortogonales si
(@,y) =0 paratodo 7€ S.7€eq.

Nota 4.4.2. Del teorema anterior y de la deﬁmclon anterior podemos decir que la proyec-
ciéon de un elemento a de un espacio de Hilbert E sobre un subespa010 vectorial S es el
elemento p € S tal que @ — p es ortogonal a todos los elementos de S.

Definicién 4.4.2. Se llama sistema ortonormado en un espacio de Hilbert E a todo
conjunto {E1, ..., B, } de elementos de F que son ortogonales entre si y de norma uno.

Teorema 4.4.3. Sea S el subespacio vectomal generado por un sistema ortonormado
{El,.. E.} en un espacio de Hilbert E. Entonces la proyeccion p(@) de un elemento
@€ E sobre S estd dada por

pla) =Y MNE; donde X = (d,E;) (4.4.5)
i=1
1y se tiene
la = p@|* = all* = Y _ 7. (4.4.6)
i=1

Demostracion. Como deciamos en la Nota 4.4.1, por ser S de dimensién finita, es
cerrado en E. Entonces de la relacién (4.4.2), que caracteriza la proyeccién de @ sobre S,
vemos que p(d@) = > A\ E; debe verificar

(@— Z)\iﬁi,ﬁj) =0 paratodo j=1,...n
i=1

y, como los F; son ortonormales, estas n igualdades se reducen a

(a, EJ) —X;=0 paratodo j=1,..,n
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4.5. CONTINUIDAD DE LA PROYECCION SOBRE UN CONJUNTO CONVEXO

lo que demuestra la férmula (4.4.5).

Calculemos ahora ||@ — p(a@)||* :

— ”2 — = —,

@ —p@)|” = (a—pla),a—pla)

= lal® - (p@,a = l|alP* - 3 \Ei )

que es lo que querfamos probar. []

Teorema 4.4.4. La proyeccion p(d) de un elemento @ de un espacio de Hilbert E sobre
la recta generada por un elemento b # 0, estd dada por

S
[

pla@) = (@, —-)

H (4.4.7)

=i
=i

Demostracion. Se trata de proyectar @ sobre el subespacio vectorial generado por el
b
[l
una consecuencia inmediata de la férmula (4.4.5). []

sistema ortonormado {—=-} formado por un solo elemento. La férmula (4.4.7) es entonces

4.5 Continuidad de la proyeccién sobre un conjunto convexo

Teorema 4.5.1. La funcion p(-) que a todo elemento de un espacio de Hilbert E le hace
corresponder su proyeccion sobre un subespacio S de dimension finita, es lineal y continua.

Demostracion. De acuerdo al Teorema 4.4.3 hay que demostrar que la funcién

i=1

donde {El, s En} es una base ortonormada de 3, es lineal y continua, lo que es una con-
secuencia inmediata de la linealidad y continuidad de cada una de las funciones (-, E;). []
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4.6. ESPACIOS SUPLEMENTARIOS Y PROYECCION

Teorema 4.5.2. La funcion p(-) que a todo elemento de un espacio de Hilbert E le hace
corresponder su proyeccion sobre un convexo cerrado C' de E, es Lipschitziana:

—

Ip(Z) — p(2)|| < ||& — Z|| para todo Z,7 € E. (4.5.1)

Demostracion. Si escribimos ¥ — 2 = p(¥) — p(Z) + @ vemos que

17— 21* = [Ip(@) — p(2)|* + 2(5(@) — p(2), @) + || ]|*
17(Z) — p(2)|* + 2(p(@) — p(2). ).
Por lo tanto, para obtener (4.5.1) bastara con demostrar que (p(Z) — p(2), 4) > 0. Puesto
que U = ¥ — p(Z) — (Z — p(Z)) se tendra

(p(7) — p(2), 4) = (T — p(T), p(T) — P(2)) + (7 = p(2), p(Z) — P(T))

y del Teorema 4.4.1 se desprende de inmediato que cada uno de los dos sumandos de la
derecha de esta igualdad son no negativos. []

vV
ﬁi

4.6 Espacios suplementarios y proyeccién

Deﬁn1c1on 4.6.1. Dos subespac1os vectoriales Sl, S, de un e.v. E se diran suplementarios
si S NS, = {O} y para todo ¥ € E existen 7, € 51, 7y € S, tales que T = T + Ts.

Teorema 4.6.1. Si 5’1 Y 52 son dos subespacios vectoriales cerrados suplementarios or-
togonales en un espacio de Hilbert E, entonces

—

7= p\(Z) + po(Z) para todo T € E

donde p\(Z) y pa(Z) denotan la proyecciones de T sobre Sy y Sy respectivamente.

Demostracion. Dado ¥ € E, sean I, € gl,fz € 52 tales que ¥ = ¥ + 7. Como 51 y
Sy son ortogonales (ver Definicién 4.4.1), se tiene

(¥ —¥1,Z) =0 para todo Z' € S,

(T —1,7) =0 para todo 7€ S,

lo que muestra, de acuerdo al Teorema 4.4.2, que Ty = p\(Z) y @2 = pa(Z). []
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4.7. TRES TEOREMAS IMPORTANTES

Definicién 4.6.2. Se llama hiperplano en un e. V. E a todo subespacio vectorial Hen E
de codimensién 1. Esto significa que existe a@ € E \ H tal que el subespacio vectorial de
dimension 1 generado por @ y el subespacio vectorial H son suplementarios en E.

Teorema 4.6.2. Sea [ una funcion lineal no nula de un e.v. E en R. Entonces el sube-
spacio vectorial H = {7 € F : I(Z) = 0} es un hiperplano en E. Si E es un e.v.n. y sil
es continua, entonces H serd un hiperplano cerrado.

Demostracion. Sea & € E tal que [(€) # 0 y definamos @ = (5) (de modo que (@) = 1).

Demostremos entonces que todo & € E se puede escribir £ =A@+ con A € R,y € H.
Pero esto es evidente pues basta con definir A = [(Z) e ¥ = & — [(Z)a.

Es inmediato verificar que H es cerrado usando el Teorema 1.4.1 que caracteriza los
conjuntos cerrados mediante sucesiones y el Teorema 2.3.5 que caracteriza las funciones
continuas mediante sucesiones. []

4.7 Tres Teoremas importantes

Teorema 4.7.1 (Representacién de Riesz). Sea E un espacio de Hilbert y [ : E — R una
funcion lineal continua. Entonces existe @ € E tal que

I(Z) = (&,7) paratodo 7€ E. (4.7.1)
Demostracion. Si | es la funcién nula, se tendra (4.7.1) con & = 0. Supongamos ahora
que I no es la funcién nula. De acuerdo al Teorema 4.6.2, H = {Z € E : I(Z) = 0} es

un hiperplano cerrado. Entonces, si @ € E \ Hysi p1(a@) es la proyeccién de @ en H, de
acuerdo al Teorema 4.4.2, el elemento b := @ — p1(@) genera un subespacio de dimensién
1 ortogonal a H. Del Teorema 4.6.1, se tiene

7 = p1(Z) + »(Z) paratodo € E (*)

donde pi (%) es la proyeccién de Z en el espacio generado por b y p2(Z) la proyeccion
de 7 sobre H. Del Teorema 4.4.4 vemos que py () = <Hb|| , )b 5 por lo tanto, definiendo

o= l(”lf”) T obtenemos, a partir de (*), la férmula (4.7.1). []
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4.7. TRES TEOREMAS IMPORTANTES

Teorema 4.7.2 (Separacion de Hanh-Banach). Sea C' una parte convera cerrada de un
espacio de Hilbert E que no contiene al origen. Existe entonces una funcion lineal continua
l:E—Rya>0 tales que

(%) >a para todo %€ C. (4.7.2)

Demostracion. Sea p' € C la proyeccién de 0 sobre C, cuya existencia estd garantizada
por el Teorema 4.3.1. Del Teorema 4.4.1 sabemos que

(—p, ¥ —p) <0 paratodo FeC
es decir

(p,z) > ||pl* paratodo Z € C.

Definiendo o := ||p]|* > 0y [ : E — R por I(Z) := (p, T), del Teorema 4.2.2 vemos que
[ es una funcién lineal continua que verifica (4.7.2). []

Nota 4.7.1. Si C' es un convexo cerrado de un espacio de Hilbert E y a ¢ C, aplicando
el teorema anterior es facil ver que existe una funciéon lineal afin continua h : E—>R y
a > 0 tales que

h(@) =0 y h(Z)>a paratodo &e€C. (4.7.3)

En efecto, si definimos ¢ = C' — {a} := {i’ € E : i = ¥ — @ para algin & € C}, puesto
que 0 ¢ C' debe existir [ € L(E,R) y o > 0 tales que [(¥) > « para todo & € C".
Definiendo entonces h(Z) := I(Z) — (@), se obtiene (4.7.3).

Teorema 4.7.3 (Lema de Farkas). Dadas n+ 1 funciones lineales continuas €y, (1, ..., Cy,
definidas en un espacio de Hilbert E con valores en R, la inclusion

{T€E:4;(7) <0 paratodo i=1.n}C{ZeFE:{(ZT) <0} (4.7.4)

implica la existencia de escalares \y > 0, ..., \,, > 0 tales que

lo=Y Nl (4.7.5)
=1

Demostracion. Del Teorema 4.7.1 sabemos que existen &y, d1,...,&, € E tales que
0;(¥) = (&;, &) para todo € E y todo ¢ = 1, ...,n. Si definimos el convexo

C:.={rfe ﬁ:f:Z/\icUi con A\; >0 paratodo i=1,..,n}

=1
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(4.7.5) equivale a demostrar que &y € C. Como C' es un convexo cerrado (ver Nota 4.7.2),
de acuerdo al Teorema 4.3.1 esto equivale a demostrar que la proyeccion p(dy) de &y
sobre C' es igual a &y. Escribamos p(@&y) = Y \i@; con A; > 0 para todo i = 1,...,n. Del
Teorema 4.4.1 sabemos que (Jy — p(do), Z — p(Wo)) < 0 para todo Z € C'y, aplicando esta
desigualdad a Z; := p(dy) + &; € C obtenemos

(Jo — plWp), ;) <0 paratodo j=1,...,n
es decir, ¢;(Jy — p(Wp)) < 0 para todo j = 1,...,n. De (4.7.4) podemos concluir que
(o — Pldo), o) < 0. (*)
Por otra parte, como 0 € C, se tiene que (o — p(do), —p(Wo)) < 0y suméndole la de-

sigualdad (*) vemos que ||&dy — p(&p)||*> < 0 lo que muestra que &y = p(dy). []

Nota 4.7.2. Probar que el conjunto C' de la demostracion del teorema anterior, es cer-
rado, es facil si los vectores &, ..., dJ, son linealmente independientes. Sin la hipdtesis de
independencia lineal, la dificultad aumenta.

4.8 Ejercicios

1. Demueste que la norma en un espacio de Hilbert verifica la igualdad

17 = glI* + 17 + g1* = 2(|Z]° + I7]*) ~ para todo 7,7

—

2. Demuestre que si E' es un e.v.n. cuya norma verifica la igualdad del Ejercicio 1,
entonces la funcién b: E x £ — E definida por

—

N S
b §) = 717+ 71° — 1Z - 1)
es un producto interno. Demuestre entonces que E es un espacio de Hilbert.

3. Dado un punto b en un espacio de Hilbert E, demuestre que [|(b,-)| = ||b]| (la
primera norma es la de L(E,R) y la segunda la de E).

4. Demuestre que la proyeccién en un espacio de Hilbert E, de un punto a, sobre la
bola cerrada B(¢, 1) (suponiendo que @ ¢ B(¢, 1)), esta dada por p(d@) = ¢+ Ta=ay-

5. Calcule en R3 dotado de la norma || - ||2, la proyeccién del punto (1,2,3) sobre el
plano de ecuacién x; + x5 + x3 = 0. Calcule la proyeccién del mismo punto sobre el
plano afin de ecuacion z1 + x5 + 23 = 1.

61



CAPITULO 5

DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIAL DE

FUNCIONES DEFINIDAS EN UN E.V.N. E CON
VALORES EN UN E.V.N. F

5.1 Introduccion

En este capitulo abordamos el céalculo diferencial de funciones definidas en un e.v.n.
con valores en otro e.v.n.

Las siguientes dos secciones definen las dos nociones fundamentales del capitulo. En la
primera definimos la derivada parcial de una funcién f en un punto @ de su dominio con
respecto a un vector ¥, que denotamos D f(a; ¥). En la segunda se define la diferencial de
una funcién en un punto @, que denotamos D f(a@). La diferencial D f(@) es una funcién
lineal continua que nos da una aproximacién de primer orden de la funcién en el punto
d (ver Nota 5.3.2) y la derivada parcial Df(@; ) es un vector en el espacio donde f
toma sus valores, que nos permite calcular en forma efectiva la diferencial mediante la
férmula D f (@) (V) = D f(a; V) para todo ¢ (férmula (5.3.5)). En estas secciones se entregan
también algunas formulas para el célculo de la derivada parcial y de la diferencial de la
suma de dos funciones, del producto de una funcién por un escalar, etc. El calculo para
la composicién de funciones (regla de la cadena) estd en la Seccién 5.5.

También se presenta el teorema del valor medio que es fundamental en calculo difer-
encial, este teorema solo es valido para funciones con valores en R. Una variante de este
teorema, para funciones a valores en un espacio vectorial, esta dado por el Teorema 5.3.7
llamado de los incrementos finitos.

La Seccién 5.4 se introducen las funciones de clase C! que constituyen la clase més
importante de funciones diferenciables.
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5.2. DERIVADA PARCIAL CON RESPECTO A UN VECTOR

Dos teoremas fundamentales se desarrollan en la Seccion 5.7, el teorema de la funcién
inversa y el de la funcién implicita.

Haciendo uso de la nocién de derivada de orden superior que se ve en la Seccién 5.8,
en la siguiente se define la nocién de desarrollo limitado de orden N de una funcién en un
punto de su dominio. El resultado fundamental de esta seccién esta dado por el Teorema
5.9.3 donde se calcula explicitamente el desarrollo limitado de orden dos de una funciéon

de clase C?.

5.2 Derivada parcial con respecto a un vector

Definicién 5.2.1. Dada una funcién f definida en un abierto A de un e.v.n. E con valores
en un e.v.n. F, se llama derivada parcial de f en d@ € A, con respecto al vector v € E, al
elemento de F' definido por:

(5.2.1)

cuando el limite existe.

Nota 5.2.1. Si definimos la funcién ¢ :] — e, e[— F por ¢(t) = f(@+ t7), es facil ver que
se tiene la formula D f(d; v') = ¢/(0), es la derivada de ¢ en 0 segun el célculo de funciones
de una variable real. Con esto vemos que cuando F = R y ||7]| = 1, la cantidad D f(a;7)
se interpreta como la pendiente de f en @ en la direccion v.

Definicién 5.2.2. La funcién f de la Definicién 5.2.1 se dird parcialmente derivable en
a, si D f(a;v) existe para todo ¢ € E.

Definicién 5.2.3. Si en la Definicién 5.2.1 consideramos que E=R" y si denotamos por
€1, ..., €, la base candnica de R™, entonces la derivada parcial D f(a; €;), cuando existe, la
of

denotaremos 3:-(a@) € F o bien 8;f(@) y, la llamaremos derivada parcial de f en @ con

respecto a x;.

Nota 5.2.2. De la férmula (5.2.1) vemos que la derivada parcial de f en @ con respecto
a T;

Of @) = 11816 = /(@
81'2' t—0 t
140
_ ltl_l%l f(al,...,ai—l—t,...,ani—f(al,...,ai,...,an)

t£0
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5.2. DERIVADA PARCIAL CON RESPECTO A UN VECTOR

corresponde a la derivada de la funcién de una variable f(ay,...,a;_1, ,a;s1, ..., a,) €n a;.

Nota 5.2.3. Cuando se habla de la derlvada par(nal de una funcién f con respecto a x;,
se entiende que se trata de la funmon cA— F que a cada & € A le hace corresponder

ami( 7)eF.

Teorema 5.2.1. Si Df(a;v) existe para la funcion f de la Definicion 5.2.1, D f(d; \v)
también existe para todo \ € R y se tiene la 1gualdad

Df(@ o) = ADf(@; 7). (5.2.2)

Demostracion. Si A = 0, la férmula es evidente. Si A # 0, hacemos el cambio de variable
s = At, y obtenemos

DF(E A7) = tim ALEESD = S@) Alim Na+s9) = 1@ _\p s o).
%—)0 S 55—
%750 s#0

il

—

Teorema 5.2.2. Dadas dos funciones f y g definidas en un abierto A de un ev.n. E,
con valores en un e.v.n. F y, dos elementos @ € A y ¥ € E tales que Df(a;v) y Dg(a;v)
existen, entonces
(i) D[f + g|(a;v) existe y se tiene
DIf + gl(@;v) = D f(a; v) + Dg(a; v); (5.2.3)
(ii) Para A € R, DI\f](@; V) existe y se tiene
DIMI(@ ) = D f(@: ) (5.2.4)
(iii) Si F =R, D[fq)(@;7) existe y se tiene
Dlfg](a;v) = g(a)Df(a;v) + f(@)Dg(d; v); (5.2.5)

(iv) Si F =R y f(@) # 0, D[1/f)(@;7) existe y se tiene

1

Df(@; ). (5.2.6)
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5.3. DIFERENCIAL

Demostracion. Las férmulas (5.2.3) y (5.2.4) son una consecuencia directa de la Defini-
cién 5.2.1 y del Teorema 2.3.2. Siguiendo la Nota 5.2.1, si definimos las funciones ¢(t) =
f@+1tv) y &(t) = g(a+ tv), vemos que las férmulas (5.2.5) y (5.2.6) se escriben

(@0 = 400 +o00) v (5) =50

respectivamente. Estas dos férmulas fueron demostradas en el curso de calculo de fun-
ciones de una variable real. []

1

Teorema 5.2.3. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n E, con valores
en R™ vy, si denotamos fi,..., fm las funciones componentes de f, entonces para a@ € A
yuve E, la derivada parcial Df(a;v) existe si y solo si las derivadas parciales D f;(a; v)
existen para todo i =1,...,m y, en ese caso se tiene que

Df(@ ) = (Df1(@;7), ..., Dfnl@ ) € R™. (5.2.7)

Demostracion. Es una consecuencia directa de la Definicién 5.2.1 y del Teorema 2.4.2.

il

5.3 Diferencial

Deﬁniciég 5.3.1. Una funcién f definida en un abierto A de un e.v.n. E_’_,» con valores en
un e.v.n. F| se dird diferenciable en @ € A, si existe una funcién ¢ € L(E, F') (¢ lineal y
continua de E en F') tal que para todo § € E, con d+ § € A, se tenga

f(@+90) = f(a@) +£(0) + o(6) (5.3.1)
donde o(-) es una funcién de E en F que verifica o(0) = 0 y

-

{ ﬂ:@ 5.3.2
1] (532)

g

1

59
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Qloy

Haciendo el cambio de variable = a + ¢ € A, la relacién (5.3.1) toma la forma
f(Z) = f(@) + (T —ad) +o(f—d) paratodo ¥ € A.

A la funcién lineal continua ¢ (més adelante veremos que es unica) se le llama diferencial
de f en @y se le denota usualmente D f (@) € L(FE, F) o bien df ().
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5.3. DIFERENCIAL

La funcién f se dird diferenciable si es diferenciable en todo punto de A y llamamos
diferencial de f a la funcién de A en L(E, F) que a cada ¥ € A le hace corresponder la
diferencial Df(Z) € L(E, F) de f en Z. A la diferencial de f la denotaremos D f o df.

Nota 5.3.1. La igualdad (5.3.1) junto con (5.3.2) equivale a

-

L@ +8) — 1@ — £09)
21 181

=0 (5.3.3)

lo que a su vez equivale a decir que: para todo € > 0 existe n > 0 tal que
1]l < n = [If(@+d) — f@) — &)l < elld]l. (5.3.4)

Ejemplo 5.3.1. Toda funcién ¢ € L(E, F) es diferenciable y se tiene D{(@) = (. Esto es

una consecuencia inmediata de (5.3.3) y de la identidad £(@ + §) — £(@) — £(0) = 0 para
todo 0 € E.

Teorema 5.3.1. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n E, con valores

en un e.v.n ﬁ, diferenciable en @ € A, entonces existe una unica funcion £ € E(E, ﬁ) que
verifica (5.3.1).

Demostracion. Si ¢4 y {5 verifican (5.3.1), usando (5.3.4) que es equivalente a (5.3.1),
se obtiene facilmente que para todo € > 0 existe n > 0 tal que

-

18] < = [[61(5) — £o(8)]| < e8]

y como ||HZT”17H < 7 para todo ¥ € E no nulo, vemos que para todo ¢ no nulo se tendra

|=

s n n .
141 (+=:0) — bo(7= V)| < 5”7“”

17| 141

y simplificando por ﬁ obtenemos

=

16,(7) — 6,(3)|| < e||7]]  para todo 7 € E
y como esto se tiene para todo € > 0, haciendo tender € a 0 concluimos que
161(7) — £o(8)]| =0 para todo 7 € E

es decir, £,(7) = €5(7) para todo 7 € E. []
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5.3. DIFERENCIAL

Nota 5.3.2. La diferencial de f en @ permite obtener la aproximacién lineal afin o aproxi-
macién de primer orden de la funciéon f en el punto a, que estda dada por la funcion
h:E — F definida por

h(z) := f(@) + Df(a)(Z — d)

es decir, la tnica funcién lineal afin que verifica h(d@ + 6) — f(d + d) = o(0).
Dos funciones f y h definidas en un abierto A de un e.v.n. E con valores en un e.v.n.

F, se dicen tangentes en @ € A si f(@+ 0) — h(@+ 0) = o(é) donde o es una funcién de
E en F que verifica 0(0) = 0 y la relacién (5.3.2).

De lo anterior vemos que la aproximacién de primer orden de la funciéon fen ad € A
corresponde a la funciéon lineal afin que es tangente a la funcién f en a.

Geométricamente, este hecho se expresa diciendo que en ExF , el subespacio afin
definido por el grafo de la funcién lineal afin h, es tangente al grafo de f en (@, f(a)).
Recordemos que el grafo de una funcién f de A en F es el conjunto {(#,2) € AxXF : Z=
f(@)}. Cuando F = R decimos que z = h(Z) es la ecuacién del hiperplano afin tangente

al grafo de f en (a, f(a)).

Nota 5.3.3. Si en la Definicién 5.3.1 cambiamos las normas en E y F por otras equi-
valentes, de (5.3.4) se desprende facilmente que f sigue siendo diferenciable en @ y, su
diferencial en ese punto es el mismo.

Teorema 5.3.2. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n E, con valores
en un e.v.n F, diferenciable en @ € A, entonces ella es continua en @, parcialmente
derivable en a vy, se tiene la igualdad

Df(@)(?) = Df(a@;¥) para todo v € E. (5.3.5)

Demostracién. Usando la expresion (5.3.4) y haciendo el cambio de variable & = @+ 0,
obtenemos que para todo € > 0 existe n > 0 tal que

|7 —all <n = |[f(@) - f(@) - Df@)(@ - a)|| <ell7 - a
= f(@) = fl@)ll = |1Df(@) (7 - a)|| <ell7 —d

y como D f(@) es una funcién lineal continua, aplicando la desigualdad (2.7.1) obtenemos
1F(Z) = f@I < UIDf@) +e)llz —all vz e Bla,n)

lo que implica que f es continua en d.
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5.3. DIFERENCIAL

Ahora, dado @ € E no nulo, para § = t7 la relacién (5.3.3) implica que

o 1@+ 19) = (@ = DI@) (D) _
o ][]

=11

multiplicando por ||¢]| y usando la linealidad de D f(a@) se obtiene

que prueba que f es parcialmente derivable en @ y que se tiene la igualdad (5.3.5).

El resultado para v = 0 es evidente. []

Nota 5.3.4. La férmula (5.3.5) nos da la relacién que existe entre la diferencial de una
funcién y su derivada parcial. Su importancia es crucial pues constituye la tnica forma de
calcular la diferencial de una funcién en un punto. En el teorema también demostramos
que si la diferencial de una funcién existe en un punto de su dominio implica que ella
es continua y parcialmente derivable en ese punto. Para apreciar cuanto més fuerte es
la diferenciabilidad que la derivabilidad parcial, en el proximo ejemplo veremos que esta
ultima no implica ni siquiera la continuidad.

Ejemplo 5.3.2. La funcién f : R? — R definida por f(z1,z) := Caks S (71, 2) # (0,0)

af+a§
y f(0,0) := 0, no es continua en (0,0) pero si es parcialmente derivable. En efecto,
k1, k) = . 0,0) para todo k € N, lo que muestra la discontinuidad
[ 2
N ’ 7)—f(0 ; dy103 ’ v1v3
de f en (0,0). Por otra parte Df(0;v) = ll_r%w = llgl_r,%ﬁi%#%g = 11_{%%5;723 =0

para todo U € E , lo que muestra que f es parcialmente derivable en (0,0).

Teorema 5.3.3. Dadas dos funciones [ y g definidas en un abierto A de un e.v.n E, con
valores en un e.v.n F', diferenciables en a € A, entonces

(i) f+ g es diferenciable en d@ y se tiene
D[f + g)(a@) = Df(a) + Dg(a); (5.3.6)

(ii) Para A € R, \f es diferenciable en a y se tiene

D[Af|(@) = ADf(a@); (5.3.7)
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5.3. DIFERENCIAL

(iii) Si F =R, entonces f - g es diferenciable en @ y se tiene
D[f - gl(@) = g(@)D f(a) + f(da)Dg(a); (5.3.8)

(iv) Si F =R y f(@) # 0, entonces 1/f es diferenciable en @ y se tiene
ﬂ (@ = — f21(a) D). (5.3.9)

|

Demostracion. Una forma directa de demostrar este teorema consiste en verificar
para cada uno de los cuatro casos la igualdad (5.3.3). De este modo se demuestra si-
multaneamente la diferenciabilidad de cada una de las cuatro funciones y su respectiva

férmula.
Los casos (i) y (ii) son los més faciles y los dejamos como ejercicio.
(i) . .
im 9@+ 0) = (f - 9)(@) — [9(@) D (@) + [(@)Dg(@)](0) _
= o
o T+ D@ +) ~ o(a@) = Do@E) _ g@lf(@+5) - 1(@) - D@
1511 1511
Lf@+9) = f@]Dg@() _ lim £(3 + 3) lim g@+9) — g(a@) — Dg(a)(9)
16]] 1511
)~ )= DD -5 - g 220

+9(@) lim =
0]
El ultimo limite de la expresién anterior es nulo debido a que la continuidad de la funcién
lineal Dg(a@) implica que el cuociente % es acotado y, la diferenciabilidad de f en @

implica su continuidad.

—

(iv
o TEE A @ f(@f — £+ 5@ + @+ HDr@)@)
8 151 7@+ 8)f(@p|a]
5) — £(@) — F@)£(@+5) — (@) - DF@E)] _

15]
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5.3. DIFERENCIAL

— - —

DI@G) 1 i
& s@r 9]

lim[ (@ + 6) — f(a)]

1
f@?
i

Teorema 5.3.4. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n E, con valores
en R™ vy, si denotamos f1, ..., f,n las funciones componentes de f, entonces f es diferen-
ciable en a € A si y solo si cada una de las m funciones f; es diferenciable en d y, en ese
caso se tendra

Df(@) = (Dfi(@), ..., Dfn(@)). (5.3.10)

Demostracion. La equivalencia de la diferenciabilidad de f con la de sus funciones
componentes y la formula (5.3.10) se obtienen en forma directa del Teorema 2.4.2 usando
la igualdad (5.3.3). []

Nota 5.3.5. Las cinco férmulas que se dan en los dos teoremas anteriores, se pueden
obtener facilmente a partir de la férmula (5.3.5) y de las respectivas férmulas de los
teoremas 5.2.2 y 5.2.3. No lo hicimos asi debido a que previamente habia que demostrar
la diferenciabilidad de cada funcién.

Nota 5.3.6. Dados m e.v.n. ﬁl, - F,, el teorema anterior se generaliza facilmente, de
acuerdo a la Nota 2.4.1, al caso en que f toma sus valores en el e.v.n. Fy X ... X F,,.

Teorema 5.3.5. Si f es una funcion definida en un abierto A de R™ con valores en un
e.v.n F, diferenciable en un punto a € A, entonces se tiene la formula

n

Di@®) = Y uil(@ (5.3.11)

n
para todo U = Y v;e; € R", donde €1, ...,€, es la base candnica de R™ que usamos en la

=1
Definicion 5.2.3.
Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Teorema 5.3.2. []

Definicién 5.3.2. Si f es una funcion definida en un abierto A de R™ con valores en R,
diferenciable en un punto @ € A, se llama gradiente de f en @ al vector

0 0
VI = (L@

P (5)) e R"™. (5.3.12)
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Nota 5.3.7. Con la definicién anterior, cuando F = R, la férmula (5.3.11) se escribe

Df(a)(v) = (Vf(a),v) (5.3.13)

donde (-, -) denota al producto interno usual en R". De este modo, vemos que el gradiente
de una funcién f diferenciable en @ es el vector asociado a la funcién lineal Df(a) €
L(R™ R), segin el Teorema 4.7.1.

Con esta notacion, la aproximacién de primer orden de f en @, definida en la Nota
5.3.2, se escribe

h(z) = (@) + (VF(@), 7 — @) (5.3.14)

y la ecuacién del hiperplano afin tangente al grafo de f en (d, f(@)), serd

2= (V(@),7 — @) + f(@). (5.3.15)

Denotando ahora (-,-) al producto interno en R" x R, esta ecuacion se escribe

(Vf(@), 1), (7, 2) — (@, f(@))) = 0

lo que muestra que el hiperplano afin en cuestién es aquel que pasa por (@, f(d@)) y es
paralelo al hiperplano ortogonal al vector (V f(@),—1). Por esta razon, se dice que el
vector (Vf(a@),—1), trasladado a (@, f(@)), es ortogonal al grafo de f en (a, f(a)).

Nota 5.3.8. Del Teorema 4.7.1 vemos que la férmula (5.3.13) puede generalizarse a toda
funcién f definida en un abierto A de un espacio de Hilbert E con valores en R. En efecto,
si f es diferenciable en @ € A, como Df(a@) es una funcién lineal continua de E en R,
definimos el gradiente de f en @ como el tnico elemento V f(a@) € E que verifica

Df(@)(?) = (Vf(@),7) paratodo @ e E (5.3.16)

y con esta definicién de gradiente, se deduce facilmente del teorema anterior que, cuando
E=R"y F =R,V f(d) estd dado por la igualdad (5.3.12).

Definicién 5.3.3. Si f es una funcion definida en un abierto A de R™, con valores en
R™, si denotamos f1, ..., f,, sus m funciones componentes y suponemos f diferenciable en
a € A, entonces llamamos Jacobiano de f en @ a la matriz de m x n

(@) = (5@ ) (5317

donde 1 <i:<myl<j<n.
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Nota 5.3.9. Con la definicion anterior, cuando F = R™ la formula (5.3.11) se escribe,
usando notacién matricial,

Df(a)(v) = Jg(a)v. (5.3.18)
El Jacobiano de una funcién f en @ es la matriz asociada a la funcién lineal Df(@) €

L(R™ R™), segin lo estudiado en el curso de algebra lineal. Con esta notacién, la aproxi-
macién de primer orden de f en d, definida en la Nota 5.3.2 se escribe

h(Z) = (@) + J;(a@)(Z — ). (5.3.19)

5.3.1 Teorema del Valor Medio

Teorema 5.3.6. Sea f una funcion definida en un abierto A de un e.v.n. E con valores
en R. Si f es diferenciable en todo punto de un segmento [d,b] C A, entonces existe
¢ €la, b tal que

F(b) = f(d@) = Df(@)(b - a). (5.3.20)

Demostracién. Si definimos la funcién ¢(t) = f(@+t(b—a)) para t € [0,1] y aplicamos
el teorema del valor medio para funciones de una variable real, obtenemos que existe
n €]0, 1] tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢'(n) lo que corresponde exactamente a la férmula (5.3.20)

con c=d+nb—a). []

Nota 5.3.10. Si en el teorema anterior E = R, de la férmula (5.3.13) vemos que (5.3.20)
puede escribirse

f(b) = f(@) = (Vf(),b - a).

Ejemplo 5.3.3. Demos un ejemplo que muestre que la férmula (5.3.20) no es en general
valida si f toma sus valores en un e.v.n. F. Sea f : R — R? definida por f(t) :=
(cos(t),sen(t)) y sean a := 0y b := 2m. Es facil constatar que f(b) — f(a) = (0,0) y
Df(c)(b— a) = 2n(—sen(c),cos(c)), lo que muestra que no existe ¢ € [0, 27| tal que se
tenga la igualdad (5.3.20).

Teorema 5.3.7. Sea f una funcion definida en un abierto A de un e.v.n. E con valores
en un e.v.n. F. Si [ es diferenciable en todo punto de un segmento [d,b] C A y si L es una

-

constante que verifica L > ||D f(Z)| para todo & € [d@,b], entonces se tiene la desigualdad

1£(0) — f(@)]| < L||b - a|. (5.3.21)
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—,

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existe 6 > 0 tal que||f(b) —
)

£(@)|| ~ LI~ = 6. Si definimos i = 5L, puesto que ||£(5) — £ () |+ [|7() — /(@) >
1F®) = F@ 115~ all = |I6— 73] + 17— ], se tendrs

1£(b) — f(m)|| — L||b — mi|| >

|

o bien

1) = f(@)l| = Lijm — al| >

l\')IO')

Si se tiene la primera de estas desigualdades definimos b; := b y @y := m, en caso contrario
definimos by := m y @ := d. Aplicando sucesivamente el mismo procedimiento obtenemos

IIb all

una sucesiéon de intervalos encajonados [@,, b,| con ||b, — @, || = y tales que

- . 5
1 (bn) = £(@)l = Lllbn — @ull = 57

Puesto que Han b, || — 0 sabemos que las sucesiones {@,} y {bn} deben converger a un
mismo W € [d, b] Por otra parte por ser f diferenciable en w, de la desigualdad anterior
podemos escribir

o < 1B~ 1)~ (F@) ~ F@)] ~ Ll —

= IDS(@)(Bn = @) + 0(by — @) = Df(@)(@n = F) = o(d@n = @)|| = Ll|bn — @l
< D@15 = dinll + [lo(Bn — @)]| + [lo(n — @)|| — LBy — |

y como ||by, — @]| < ||bn — @nl| v ||@0 — @ < ||bp — @n]|, dividiendo la desigualdad anterior
por ||b, — d,|| podemos escribir

Hdw—nw lo(w — @]l

)
5 < [|Df(@)] +

1o —all [0 — by

w — ay,

y tomando limite sobre n obtenemos una contradiccién con la hipétesis |[Df(Z)|| < L
para todo Z € [a@,b]. []

Nota 5.3.11. Del teorema anterior se deduce que si f es diferenciable en todo punto de
un conjunto convexo C' C Ay si L > ||Df(Z)| para todo x € C, entonces || f(Z) — f(¥)] <
L||# — 9| para todo &,y € C.

Definicién 5.3.4. Un conjunto C' en un e.v.n. E se dird conexo si no existen conjuntos
abiertos no vacios C7 y Cy en E que intersecten C', tales que C1NCy = ¢y C C C1UCh.
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Teorema 5.3.8. Sea f una funcwn diferenciable definida en un abierto A de un e.v.n.
E con valores en un e.v.n. F. Si el diferencial de f es nulo en todo punto de un conjunto
abierto conexo C' C A, entonces la funcion f serd constante en C.

Demostracion. Demostremos primero que f es constante en toda bola B(Zy,d) C C.
Sea Z € B(%y,d), puesto que [Zy, 2] C C'y Df(¥) = 0 para todo & € [Zy, Z], del teorema
anterior concluimos que || f(2) — f(Zo)|| <0, lo que equivale a decir que f(2) = f(Z).

Sea ahora d € C,Cy ={7 € C: f(¥) = f(a)} y Co ={Z € C: f(Z) # f(d)}. Puesto
que la funcién f es continua (ver Teorema 5.3.2) y C' es un conjunto abierto, es facil
demostrar que Cy es un conjunto abierto.

Mostremos finalmente que C} es también un conjunto abierto. Sea ¥y € Cy y B(Zy,d) C
(', de la primera parte de esta demostracién concluimos que f es constante en B(Zy,d), y se
tendra entonces f () = f(a) para todo ¥ € B(Zy,d), lo que implica que B(Zy,d) C C;. Lo
anterior muestra que C] es abierto. Como C1 NCy = ¢, como C' C C; UCy y como Cy # ¢
(en efecto, @ € C), del hecho que C' es conexo concluimos que Cy = ¢, es decir, C' = C}. []

5.4 Funciones de clase C!

Definicién 5.4.1. Una funcién f definida en un abierto A de R", con valores en un e.v.n
F se dird de clase C! si las n derivadas parciales de f con respecto a 1, ..., z, (ver Nota
5.2.3) existen y son continuas.

Teorema 5.4.1. Si f es una funcion de clase C', definida en un abierto A de R™ con
valores en un e.v.n I, entonces ella es diferenciable.

Demostracion. Con el inico objeto de simplificar la notacién, haremos la demostracién
para el caso en que n = 2 y usaremos la norma del maximo.

Dado un elemento cualquiera @ := a1€] + aséy € A, vamos a demostrar que f es
diferenciable en d@. De acuerdo al Teorema 5.3.5, debemos probar entonces que la funcion
lineal £(0) := 51%(5) + 526;9—;2(6) es la diferencial de f en d.

Dado 1 > 0 tal que B(@,n) C A, escribamos para 6 € R? con ||5H < n la desigualdad

=

1@+ 6) — f(@) — €05) - 1 £ (a1 + 61, a2 + 62) — f(ar, as + 62) — 61 5-(a)]|
1611 a 5]
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(@ a2+ 8) = flar, a2) = 855 @)
Il |

Para concluir debemos probar que el limite cuando § — 0 de cada uno de los dos sumandos
de la derecha de esta desigualdad es cero.

La desigualdad

If(ar, az + 62) — f(a1, a2) — 625 ()|
1]

flad+d:85) — f(@) Of
5 ~ o0 (@)l

<

y la definicion de 8‘9—9{2(6), nos muestra que el segundo de estos limites, es cero.

Definamos ahora la funciéon ¢(t) = f(a; + t,a9 + 62) — f(ay, a9 + 62) — taa—fl(d).
Como f es de clase C!, es claro que ¢ es diferenciable en todo punto del intervalo J
(donde J = [0,01] si 0y > 0, = [01,0] si 0y < 0) y Do(t)(v) = [g—jl(al +t,as + 02) —
91 (g)]v. Escribiendo entonces para la funcién ¢ la desigualdad ||¢(dy) — ¢(0)|| < L|éy|

Oz
con L = I?E%]X |Do(t)]|, dada por el Teorema 5.3.7, obtenemos
€

af . Of of .
— — 01— < —_— - .
| f(a1+ 91, a2+ 92) — flar,as+92) (51(%1 (@) <161] r?eaJXHaxl (a1 +t, a2+ d2) o (@]l
Puesto que 88—9{1 es una funcién continua en @ y que % < 1, dividiendo por ||8]| esta

desigualdad, vemos que el lado derecho tiende a cero cuando § — 0, lo que nos permite
concluir nuestra demostracion. []

Teorema 5.4.2. Si f es una funcién de clase Ct, definida en un abierto A de R™ con
valores en un e.v.n. F, entonces f es continua.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema anterior y del Teorema

5.3.2. []

Definicién 5.4.2. Una funcion definida en un abierto A de un e.v.n E, con valores en
un e.v.n F' se dird continuamente diferenciable si ella es diferenciable en todo punto de A
y si la funcién Df : A — L(FE, F) es continua.

Teorema 5.4.3. Si f es una funcion de clase Ct, definida en un abierto A de R™ con
valores en un e.v.n F', entonces ella es continuamente diferenciable.
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Demostracion. Del Teorema 5.4.1 sabemos que f es diferenciable en a. Verifiquemos
ahora la continuidad de Df en @ € A. De (2.7.2) y (5.3.11)

IDf(@) — Df(Z)| = b |[Df(@) — Df(@)](0)] _

T£0 ||77||
2L (@) — 2L(@)]or + .. + [2L (@) — 2L (&)]val)
= sup —
£0 (.
(@) — 2L(7))w 2L (@) — 2L(@)),,
< sup (55 (@) ﬁaxl( ))uall s (72— (a@) ﬂazn( ))vn|
540 17| 746 7]
of . of of . Of .
< —_— - — —
< Hax1 (@) oy @+ ... + Haxn(a) a%_n(ﬂc)ll
of

por lo tanto, haciendo tender ¥ a @ y puesto que las funciones 7:-(-) son continuas en @,
1
obtenemos

lim [[Df(@) = Df(@)] =0
lo que es equivalente a lim D f(Z) = D f(@) que de acuerdo al Teorema 2.3.1 significa que

Df es continua en a. []

Teorema 5.4.4. Si f es una funcion continuamente diferenciable, definida en un abierto
A de R™ con valores en un e.v.n. I, entonces f es de clase C*.

Demostracion. Vamos a demostrar la continuidad de la funcién % A — Fenun
punto @ € A. Del Teorema 5.3.2 deducimos que

0 0
Li- L@ - pr@e@ - pr@e@)
= [Df(@) = Df(a))(e)
y de la desigualdad (2.7.3), aplicada a la funcién lineal continua [D f(Z) — D f(a@)], vemos

e B B
122@ - L@ < 1ps@ - D@ e )

Como por hipétesis la funciéon Df : A — L(R™, F') es continua en @ € A, del Teorema
2.3.1 sabemos que lim D f(Z) = D f(a@), lo que implica a partir de (*) que

_of . Of
915‘1—% (9% (x) N 81’1 <a)

y de acuerdo al mismo Teorema 2.3.1, concluimos que % es una funcién continua en a.
K3

il
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Nota 5.4.1. Si f es una funcion definida en un abierto A de R™ con valores en un e.v.n.
F', entonces los teoremas 5.3.2, 5.4.1, 5.4.3 y 5.4.4 se resumen en el siguiente diagrama

fesdeclase C!' < f es continuamente diferenciable
= f es diferenciable
f es parc. derivable

=
= f es continua.

Teorema 5.4.5. Si f y g son dos funciones continuamente diferenciables definidas en un
abierto A de un e.v.n. E con valores en un e.v.n. F, entonces

(i) f+ g es continuamente diferenciable.

)
(i) Si A € R,\f es continuamente diferenciable.
(iii) Si F =R, f - g es continuamente diferenciable.
)

(iv) Si F =R y f(Z) # 0 para todo T € A, 1/ es continuamente diferenciable.

Demostracion. Del Teorema 5.3.3 vemos que las cuatro funciones del enunciado seran
diferenciables. Por otra parte las formulas (5.3.6) a (5.3.9) muestran que para todo ¥ € A

) DIf +4l(F) = Df(Z) + Dg(T)
(i) DIAFI(T) = ADf(T)
) DIf - gl(Z) = g(Z)Df(Z) + f(Z)Dy(Z).
) DI/fI(7) = 2 DI (@),
Dado que por hipétesis las funciones f, Df, g v Dg son continuas, de las férmulas anteri-

ores deducimos que D[f +g|, D[Af],D[f-g] vy D[%] son continuas. Lo anterior nos permite
concluir que f + g, \f, f- gy 1/f son continuamente diferenciables. []

Teorema 5.4.6. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n E con valo-
res en R™ vy, si denotamos fi,..., fm las funciones componentes de f, entonces ella serd
continuamente diferenciable si y solo si sus m funciones componentes son continuamente
diferenciables.
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Demostracion. Del Teorema 5.3.4 vemos que f es diferenciable si y solo si sus m
funciones componentes lo son. Por otra parte la férmula (5.3.10) muestra que

lo que significa, de acuerdo al Teorema 2.4.1, que D f es continua si y solo si las funciones
Dfi,...,Df, son continuas. Lo anterior nos permite concluir que f es continuamente
diferenciable si y solo si las funciones fi, ..., f,, también lo son. []

Nota 5.4.2. Dados m e.v.n. ﬁl, e ﬁm, el teorema anterior se generaliza facilmente, de

acuerdo a las notas 5.3.6 y 2.4.1, al caso en que f toma sus valores en el e.v.n. producto
Fi x ... x F,,.

Teorema 5.4.7. Si f es una funcion continuamente diferenciable, definida en un abierto
A de un e.v.n. E con valores en un e.v.n. F', entonces para todo @ € A y todo € > 0 existe
0 > 0 tal que

I,y € B(a,o) = |f(Z) = f@)I < (IDf@N + )|z —gl- (5:4.1)

La funcion f se dice entonces localmente Lipschitziana en A.

Demostracion. Sea @ € Ay € > 0. Como Df es una funciéon continua en @, existira
0 > 0 tal que
\IDf(2)|| < ||Df(@)|| + € para todo Z € B(d,9).

Como para todo Z, 7 € B(d,d) se tiene que [Z,y] C B(d,d), del Teorema 5.3.7 obtene-
mos la desigualdad (5.4.1). []

Teorema 5.4.8. Sea f una funcion continuamente diferenciable, definida en un abierto
A de R™ con valores en un e.v.n. F. Entonces ella es Lipschitziana en toda bola B(d,r) C A
(ver Definicion 2.6.2), con constante de Lipschitz L := méx || Df(2)]|.

ze

B(a,r)

Demostracion. Del Teorema 1.5.4 y del Teorema 2.5.2 aplicado a la funcién Df en
B(a,r), concluimos que L estd bien definido. El Teorema 5.3.7 nos permite entonces con-
cluir. []

78



5.5. COMPOSICION DE FUNCIONES DIFERENCIABLES

5.5 Composiciéon de funciones diferenciables

Teorema 5.5.1. Sea f una funcion de un abierto A de un e.v.n. E en un ev.n. F Y sea
g una funcion de un abierto B del e.v.n. F, en un ev.n. G (suponemos que f(A) C B).
Entonces si f y g son diferenciables en @ € A y f(d) € B respectivamente, la funcion
h:=g o f es diferenciable en @ y se tiene la formula

Dh(@) = Dg(f(@)) o Df(@). (5.5.1)

Demostracion. De acuerdo a la relacién (5.3.4) debemos probar que dado € > 0 existe
n > 0 tal que

18] <= l(go f)@+0)—(g o )@~ [Dy(f(@) o DF@]G) <ellgll.  (*)

Para simplificar la notacién escribamos h := go f, b = f(@) y 7 := f(@+ ) — f(a@).
Entonces

|1(@ + 8) — h(@) — [Dg(b) o Df @) (3)]| <
lg(6 + @) — g(b) — Dg()(@)|| + [|Dg(5)(¥) — [Dg(b) o Df(@)](5)]

y, como de la desigualdad (2.7.3) aplicada a la funcién lineal continua Dg(b) se tiene

- —

1Dg(b)(5) — [Dg(b) o DF@)](3)| = IDg(b)(@ — Df(@)(5))]

=,

< DB 11 f(a+d) - f(@) — Df(@)3)]

obtenemos la desigualdad

) @+ ) — h(@) — [Dg(F) o DF@)(G)] < sy
lo®+7) — 9(B) — Dg®)@) | + |Da®)| 1@ +0) ~ (@) ~ DF@ )|

Sea e > 0. Como f es diferenciable en @, de acuerdo al Teorema 5.3.2 (ver su demostracién),
ella sera también Lipschitziana en a@. Existird entonces n; > 0 tal que

Sl < my a+6)— f(@) — DF@)(S)| < 5.5.3
[0]] <m = ||f(@+0) — f(@) — Df(a)()]l 2||Dg()|||| il (5.5.3)

18] < m = 11£(@+6) - f(@)ll < LI|3]l. (5.5.4)

Por otra parte, como g es diferenciable en l; existird 1o > 0 tal que

-

19| < 112 = [lg(b+ ) — g(b) = Dg(B)(@)] < —H"UH (5.5.5)

De las relaciones (5.5.2), (5.5.3), (5.5.4) y (5.5.5) definiendo 7 = min{n;, 2} obtenemos
directamente la desigualdad (*). []
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Nota 5.5.1. De acuerdo a la Definicién 5.3.2 y a la Nota 5.3.9 vemos que si en el teorema
anterior £ = R", F = R™ y G = RP, entonces el jacobiano de la funcion h = go f en a,
serd igual al producto de los jacobianos de las funciones g y f, esto es

In(@) = Jo(f(@)) - (@) (5.5.6)
que corresponde a la férmula (5.5.1) escrita matricialmente. Se verifica facilmente que el

elemento (7, j) de la matriz J,, (@) (de p filas y n columnas) es Y 0,g:(f(@))0; fx(@) donde
k=1

0; fr(@) representa la derivada parcial en @ de la funcién cor;lponente fr con respecto
a la j-ésima variable y, Okg;(f(@)) representa la derivada parcial en f(d) de la funcién
componente g; con respecto a la k-ésima variable.

De (5.5.6) y (5.3.18) vemos que para todo ¥ € R" se tendréd
Dh(a) () = Jo(f(@))Jy(a)"V" (5.5.7)

que también se escribe

szja fk 8kg1( ZZU]a fk: akgp(f( )))

Jj=1 k=1 j=1 k=1

En particular, para v = €; € R", se tendra para todo j =1,...,nei=1,...,p la férmula

Zafk )Okgi(f(@)). (5.5.8)

Esta formula se llama usualmente regla de la cadena para el calculo de las derivadas
parciales de la funcién h = g o f.

Teorema 5.5.2. Si suponemos que las funciones f y g del teorema anterior son conti-
nuamente diferenciables, entonces h := f o g también sera continuamente diferenciable.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la férmula (5.5.1) y del Teorema

2.2.2, del que se deduce que por ser Dg, f y Df funciones continuas, entonces la funcion
compuesta Dh también serd continua. []

5.6 Diferencial Parcial

En esta seccion vamos a introducir la nocién de diferencial parcial de una funcién, que
en cierto sentido generaliza la nocién de derivada parcial y, daremos después un resultado
que generaliza el Teorema 5.3.5.
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Definicién 5. 6.1. Dados n+1ev.n. El, . ,En, ﬁ, una funcién f definida en un abierto

A del evan. E; x ... x E, con valores en F v @ € A, denotaremos por D;f(d) (para
Jj = 1,...,n) al diferencial en a; € E; (@ = (dy,...,d,) € Ey x ... x E,) de la funcién
f(a,...;dj—1,-, @41, ..., dy), cuando existe. Se tiene entonces que D; f(@) € L(E}, F).

Al diferencial D, f(a@) lo llamamos diferencial parcial de f en @ respecto a la variable
7

Nota 5.6.1. Con los datos de la definicién anterior definimos las tres funciones p; :
Elx...xEﬁn—>Ej, 1y By —Eyx..xE,el;: B - F x..xFE, por

pi(T1, s Tn) = T (5.6.1)
%(ZE‘}) = (6,...,6,5}‘,6,...,6) (562)
1;(T5) = a+i;(%; — a). (5.6.3)
Se deduce entonces facilmente que
D;f(@) = DIf o L;](p;(@)). (5.6.4)

Teorema 5.6.1. Dadosn+1 e.v.n. El, . En,ﬁ un abierto A en el e.v.n. Ey X ... X En,
un elemento ac A y una funcion f : A — F diferenciable en @ € A, entonces para todo
UE E1 X ... X E se tiene la formula

() = Y- D@5 (565
donde U; := p; (V) (ver (5.6.1)).

Demostracion. De la igualdad (5.6.4), usando el Teorema 5.5.1 y el Ejemplo 5.3.1 que
nos muestra que DI;(p;(@)) = i;, vemos que

D;f(@) = D[f o 1;](p;(a))
= D f(I;(p;(@))) o DI;(p;(a)) (*)
Si componemos la igualdad (*) con p; y sumamos sobre j, obtenemos

> Djf(@op; =Y Df(@oijop;
j=1 J=1
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n o o
y como D f(a) es lineal y > i; o p; es la identidad en Ey X ... x E,,, concluimos que
j=1

> Dif(@)op; = Df ()
j=1
que corresponde exactamente a la igualdad (5.6.5). []

Nota 5.6.2. Si en la Definicién 5.6.1 se tiene para todo j € {1,...,n} que E} = RN,
F=R™ysi fi,..., fm son las funciones componentes de f, entonces la férmula (5.6.5) se
escribe, usando notacién matricial

Df(@)@) = )_ Ji(@)' (5.6.6)

donde J; (@) es el jacobiano asociado al diferencial D; f(d), esto es la matriz de coeficientes
Opfi(@) donde el indice i = 1,....,m indica la filay £ :n;,...,n;1; — 1 indica la columna

(ns = 31

5.7 Teoremas de la funcién inversa y de la funcién implicita

Nota 5.7.1. Sea f : R — R una funcién continuamente derivable y tal que f'(a) # 0.
Del curso de calculo de funciones de una variable sabemos que existe un intervalo I :=
Ja —e,a + €[, tal que la restriccién f : I — f(I) de la funcién f es biyectiva y su funcién
inversa f~! es continuamente derivable. Se tiene ademés que (f~1)(f(@)) = 1/f'(d). En
el teorema que sigue vamos a generalizar este resultado al caso en que f es una funcion
continuamente diferenciable, definida en un abierto A de un espacio de Banach E (ver
Definicién 1.4.4) con valores en E.

Antes de enunciar el teorema vamos a demostrar en el Lema 5.7.1 una propiedad
importante de las funciones continuas.

FEjemplo 5.7.1. En este ejemplo mostraremos una funcién f : R — R que es derivable,
con derivada no nula en 0 y, que sin embargo no existe un intervalo I =] — ¢, €] tal que la
restriccion de f a I sea inyectiva. Esta funcién esta definida por la formula

z 2 1 i
fz) = { (2) + x*sen(;) Ssil xmzéo()
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Que no exista € > 0 tal que f sea inyectiva en | — ¢, €[ es equivalente a decir que en todo

intervalo de la forma | — ¢, ¢[ la funcién f no es estrictamente creciente (o decreciente) lo

que equivale a decir que en todo intervalo | — ¢, ¢[ la derivada f’ cambia de signo. Este
hecho es evidente puesto que

Flz) = { + 2asen(L) — cos(1) s'i x#0

si x = 0.

DO D0 | =

Lema 5.7.1. Sea f una funcion continua definida en un abierto A de un e.v.n. E con
valores en un e.v.n. F. Entonces, la imagen reciproca f~[O] de un conjunto abierto
O C F es un conjunto abierto de E.

Demostracién. Debemos probar que para todo ¥ € f~O] existe § > 0 tal que
B(%,8) C f7'[0]. Dado ¥ € f~'[0], se tiene que f(Z) € O y como O es abierto, debe
existir € > 0 tal que B(f(Z),e) C O. Por otra parte, como f es continua en &, debe existir

B(#,0) C A tal que f[B(,0)] C B(f(Z),e). Lo anterior nos muestra que f[B(Z,0)] C O
y por lo tanto B(#,6) C f~'[0]. [

Teorema 5.7.1. Sea f una funcion continuamente diferenciable, definida en un abierto
A de un espacio de Banach E con valores en E. Si Df(d@) € L(E, E) es biyectiva, entonces
existe un abierto V en E que contiene a @ y, tal que la restriccion f V — f(V) de la
funcion f es biyectiva y su funcion inversa f es continuamente diferenciable. Se tendra
ademds para b= f(a) que

Df\(6) = [Df(@) ™. (5.7.1)

Demostracion. Haremos la demostracion en cuatro etapas. En la primera veremos que
sin perder generalidad podemos suponer que @ = 0, f(@) = 0y Df (@) = I (funcién
identidad en E), con lo cual la demostracion se simplifica notablemente. Luego, en la
segunda parte, encontraremos ¢ > 0 tal que la restriccién f, de la funcién f al conjunto
abierto V := f~1[B/(0, N B'(0,6), (ver lema anterior), es una biyeccién de ese conjunto
en f(V). En la tercera etapa mostraremos que fvil es Lipschitziana con constante de
Lipschitz 2. Finalmente probaremos que f~! es continuamente diferenciable.

la. Parte. Por razones pedagdgicas la desarrollaremos al final.

2a. Parte. De acuerdo a la primera parte, podemos suponer @ = 0, f (0 ) Oy Df (0 0) =
(funcién identidad en E). Definamos entonces la funcién g de A en E por g( ) r—f f)

Como g es continuamente diferenciable y Dg(0) = 0 (funcién constante en E igual a 0),

del Teorema 5.4.7 vemos que existe 0 > 0 tal que
- > " _, Lo .
7,y € B(0,0) = [lg() — 9] = 3lI7 -4 (*)
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y como ¢(0) = 0, si hacemos 7 = 0 en (*) vemos que 9(B(0,0)) c B(0, 3 C B'(0, 9).
tal

Vamos ahora a demostrar que para todo 4 € B’ (0 %) existe un tnico ¥ € B(0,6)

' 2
que 4 = f(Z), lo que implica que la restriccién f de la funcién f al conjunto V :=

FUB(0, )N B'(0,6) es biyectiva de V en f(V). Para esto definamos la funcién ¢ de
B(0,6) en E por £(§]) := g(#) + @. Como ¢ también verifica la desigualdad (*), vemos por

una parte que ||7] < 6 = [[4(7)| < 5[17]| + [|@]] < 6 lo que significa que ¢ es una funcién

de B(0,6) en B(0,9) y por otra parte (*) nos muestra que ¢ es contractante. Estos dos
hechos nos permiten concluir de acuerdo al teorema del punto fijo (Teorema 2.8.1), que
existe un unico ¥ € B(0,0) tal que ¢(Z) = &, lo que equivale a decir que @ = f(Z). El
Lema 5.7.1 garantiza que el conjunto V' es abierto.

3a. Parte. Mostremos que
@, g€ f(V)= | @ - @) < 2ll@ - 7.

Dados @, 7 € f(V), sean 7,5 € f(V) tales que @ = f~1(@) y 7 = f~1(¥), puesto que de la
segunda parte sabemos que f 4+ g =i y que g verifica (*), concluimos que

[l I +9)(@) = (f + 9) (@)
< lg(@) = 9@ + /(&) = F@)l

1
< SlE=gl+1f@) - f@)

lo que muestra |7 — ]| < 2||f(Z) — f(¥)]| que equivale a escribir

If~H @~ F @l < 2l - 3.

4a. Parte. Demostremos ahora que f~! es diferenciable. Dado b € B'(0, 2 $) probemos
que Df'(b) = [D f (@ )] 1 donde @ = f~(b). Dados by b+ k € B'(0, %), definiendo
h:=f"Y(b+Fk)— f~(b) vemos que, de acuerdo a la tercera parte de la demostracion

12l = 1771 @+ k) = F @) < 2|[El
por lo tanto

If 6+ k) = f(6) = Df@ ()| _ 20k~ Df(@) " (f(@+h) — f@)

1] - 17|

< o IDF@ M DF@)R) — (f(@+ k) = f@)]]
17|

< 9pf@) e fH<h|>| — Df(@)(h)|
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Como f es diferenciable y como cuando k — 0 se tiene que h — 0, obtenemos

PR = P - Dr@

i k
el %]
k#0

=0

que muestra que f~1 es diferenciable y que Df~1(b) = D f ().

la. Parte. Si definimos la funcién h : A — @ — E por h(Z) := Df(@)"'[f(@+ %) — f(a)]
vemos que h(@) = 0y que h es continuamente diferenciable si y solo si f es continuamente
diferenciable, en efecto Dh(Z) = Df(@)~' o Df(d@+ Z) y en particular Dh(0) = I. Vemos
también que si existen abiertos By, By C E que contienen a 0 tales que la restriccién h, de h
a By sea una biyeccién de By en B,, entonces la restriccién f, de f a Ay := B;+d, serd una
biyeccién de Ay en Ay := D f(@)(By)+f(@), en efecto f~1(@) = b1 (D f (@)~ (i—f(&)))+d.
Finalmente, de la tltima igualdad queda claro que si h~! es continuamente diferenciable,
entonces f —1 también lo serd y se tiene

Df(@) = Dh="(Df(a@)~" (@ — f(@))) o D f(a@)".
0

Nota 5.7.2. Dada una funciéon f : R x R — R nos preguntamos si es posible despejar la
variable y (en funcién de la variable x) en la ecuacién

f(z,y) =0 (5.7.2)

es decir, jexiste una funcién ¢ : R — R tal que “f(x,¢(x)) = 0 para todo z € R”, o lo
que es equivalente, tal que “f(z,y) =0 <y = ¢(x)"?

Es facil ver que “globalmente” esto no es posible, en general no existe ¢ que verifique
f(z,¢(x)) = 0 para todo = € R.

Sin embargo, cuando f es continuamente diferenciable, dado (a,b) € R x R que verifica la
ecuacién (5.7.2), es decir f(a,b) =0, si 02 f(a,b) # 0, entonces existe € > 0 y una funcién
continuamente derivable ¢ : [a — ,a + €] — R tal que

b=¢(a) v f(z,¢(x)) =0 paratodo z € [a—c¢c,a+ ¢ (5.7.3)
Aplicando la regla de la cadena para derivar la funcién nula x € [a—e,a+¢| — f(x, ¢(x)),

se tendra o1 f(a.b)
/ _ Y a,
¢'(a) = Dflal) (5.7.4)

Desarrollemos esta idea para la ecuaciéon f(x,y) = 0 definida por la funcién de clase
C' f(z,y) == (x —1)* 4+ (y — 1)®> — 1. Consideremos entonces (a,b) := (3,1 — \/75), que
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evidentemente verifica f(a,b) = 0 y ademés dyf(a,b) = —v/3 # 0. De acuerdo a lo que
decfamos, debe entonces existir una funcién ¢ : [a —e, a+¢| — R continuamente derivable
tal que ¢(a) = by f(z,¢(x)) = 0 para todo x € [a — &,a + €]. No es dificil deducir
que la funcién ¢ : [3,%] — R definida por ¢(z) = 1 — /1 — (z — 1)? cumple con este

L %fGAVD)

requerimiento. Se tiene ademads qb’(%) = AT T ardad)
2f(3:1="5"

Este mismo razonamiento lo podemos hacer para cualquier punto (a,b) € R x R de la
forma (a,1 £ /1 — (a — 1)?) con a €]0, 2], pues todos esos puntos verifican la ecuacién
f(x,y) =0y ademads la derivada parcial de f con respecto a la segunda variable, en esos
puntos, no se anula. Esto no serfa posible sin embargo, en (0,1) y (2,1) donde 0, f se
anula, hecho que en este ejemplo es facil de evaluar directamente.

El teorema de la funcién implicita que daremos a continuacion generaliza este problema a
la ecuacién f(,y) = 0, definida por una funcién continuamente diferenciable f : A — Ej,
donde A es un abierto en el e.v.n. Ey x Ey, siendo E; y Fy dos espacios de Banach.

Teorema 5.7.2. Dados dos espacios de Banach E, Y Eg, un abierto A C E; x By Y una
funcion continuamente diferenciable f : A — FEs, definimos la ecuacion

f(#1,7) = 0. (5.7.5)
Entonces, sia = (dy, ds) € A verifica la ecuacion (5.7.5) y si Do f(d) (ver Definicion 5.6.1)
es biyectiva en Es, se tiene que existe una bola B(dy,e) C Ey y una funcion continuamente
diferenciable ¢ : B(dy,e) — Ey tales que
dy = ¢(d) y f(Z,6(F) =0 para todo T € B(d,e). (5.7.6)
Se tiene ademads la formula

D¢(ar) = Daf(@)~" o Dy f(a). (5.7.7)

Demostracién. Definamos la funcién ¢ : A C Ey x Ey— Ey x By por (%) := (&4, f(Z)),
es decir, ¢ := (p1, f) (ver (5.6.1) para la definicién de p;). Entonces, de la Nota 5.4.2
concluimos que ¢ es continuamente diferenciable y Do(@) = (p1, Df(@)). Por otra parte,
del Teorema 5.6.1 sabemos que Df(a@)(v) = D;f(a)(vh) + Dof(@)(vh) para todo ¢ €

E; x E,, lo que muestra que Dy(d) es biyectiva y
Dy(a@)~! (1, @z) = (@, [~Daf(@)~" o D1 f(@)](th1) + Do f (@)~ (a@2))-

Concluimos entonces, del Teorema 5.7.1 que existe un abierto V' C El X EQ que contiene
a @ tal que la restriccién @ : V — (V) de la funcién ¢, es biyectiva y o1 : (V) — V
es continuamente diferenciable. Ademas se tiene que

D& (b) = Dp(a)™
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donde b := ¢(@). Es facil entonces verificar que la funcién ¢ : B(d@y,e) — Ey definida
por ¢(iy) == @5 (@1,0), donde @;' es la funcién componente de ¢! en Ej (es decir
¢t = (P, Py1) v donde € > 0 es tal que B(ap,e) x {0} C o(V), verifica (5.7.6) y

%
(5.7.7). []

5.8 Derivadas parciales de orden superior

Definicién 5.8.1. Una funcion f definida en un abierto A de R™ con valores en un e.v.n.

F, se dird de clase C? si ella y sus derivadas parciales (98—;1, - % son de clase C!. La
. . ., . 2
derivada parcial de la funcién % con respecto a la variable z; la denotaremos 85 afx- 0

7 J [

bien 8?1 f. Estas funciones se llaman derivadas parciales de segundo orden de la funcién
f. Por recurrencia sobre k, diremos que f es de clase C* si ella es de clase C*~! y sus
derivadas parciales de orden k£ — 1, que denotaremos por

akflf

m para todo i17 ceey ik—l € {]_, ceey n}, (581)

ok f

son de clase C'. Las derivadas parciales de orden k de f las denotaremos BB
i OTig_q Oy

bien 9%

Uy l—1,---501 f

Nota 5.8.1. Es una consecuencia casi inmediata de la definicién anterior que si f y g
son dos funciones de clase C¥, definidas en un abierto A de R™ con valores en un e.v.n. F,
entonces :

1) las funciones f + Af también son de clase C* vy se tiene
(i) gy y

o s (f+g)a@)=0 , f@+0f ,9(@ paratodode A (5.8.2)

,,,,,

OF L OAN@) =M f(@ paratodo @ € A. (5.8.3)

.....

(ii) Cuando F = R la funcién f - ¢ también es de clase C*.

Cuando F' = R™ se tendrd que f es de clase C* si y solo si cada una de sus m
funciones componentes es de clase C*, y en ese caso

Opr,..n [(@) = (05, [1(@), - OF s, (@) (5.8.4)

.....
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Teorema 5.8.1. Sea f una funcion de clase C?, definida en un abierto A de R? con
valores en un e.v.n. F. Entonces se tendrd para todo a € A, la formula

o*f ) = 0*f )
0r10zy° ~ Oxy0xy

(5.8.5)

Demostracion. Sean @ € Ay € > 0. Por continuidad de las derivadas parciales de
orden dos, existird n > 0 tal que

[Zloe <n = 1105, f(@+7) =05, f(@)|| <e y |072f(@+T) =07, f(@)] <e (586)
Si €1 y & son los vectores de la base candnica en R? y & = x1€] + 226, denotemos
A f(Z) == f(@+ 2181 + 226) — f(@+ 218)) — [(@ 4 2262) + f()

y demostremos que

|Zlloe <0 = [A*f(Z) — 212205, f(@)]| < elan]|22]. (5.8.7)

Si definimos ¢(t) := f(a + €1 + 12€3) — f(d +t€y) — tx,05, f(d), aplicando el teorema del
valor medio (t.v.m.) a esta funcién, vemos que existe ¢ € [0, x1] tal que

AP f(Z) — 212005 1 f(@) = (1) — 9(0) = ¢/ (D)
= [81f<5+ 1?61 + Izgg) — 81f(67+ t_(?l) — 82271‘](.(6)1’2]1}1

y si definimos (1) := 01 f(@ + té1 + 76,) — 705, f(@) aplicando el t.v.m. a esta funcién,
vemos que existe 7 € [0, xs] tal que

A*f(T) — xlx?ag,lf(a) = [0(x2) — 0(0)]ay = 0"(T)wazy
= (02, (@ + 18 +7) — 82, [ (@) 2.

De esta tltima igualdad, usando la primera desigualdad en (5.8.6), obtenemos facilmente
la implicacion (5.8.7).

Del mismo modo se puede obtener la implicacién

1Z]loe < 1 = |A*(Z) — 212207, f(@)]] < €lzs||2]. (5.8.8)
De (5.8.7) y (5.8.8), sumando se obtiene que
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Ha§,1f(5) - aiQf([i)” < 2e

y como ¢ es cualquiera, concluimos que 03 , f(@) = 07, f(@). []

Teorema 5.8.2. Sea f una funcion de clase C*, definida en un abierto A de R™ con
valores en un e.v.n. F'. Entonces para toda k-tupla (iy, ..., 1) € {1,...,n}* y toda biyeccién
o en{l,...,k} se tendrd para todo a € A la formula

ok f

@ =5t @)

aiCig(l) .. .Gxio(k)

Demostracion. Si k = 2 es una consecuencia inmediata del teorema anterior. Si k > 3,
se deduce del teorema anterior por induccién sobre k. []

5.9 Desarrollos limitados

Definicién 5.9.1. Se llama polinomio de grado N € N, (conjunto de los naturales in-
cluyendo el 0) en R™ con coeficientes en R a toda funcién P : R™ — R de la forma

Py, .y 00) = Y a7 & 6. 0l (5.9.1)
lij<Nn

— — n
donde ¢ := (i1, ...,7,) € N} es una n-tupla de componentes naturales, |i| = > i; y oz € R.
j=1

Definicién 5.9.2. Sea A un conjunto abierto en R" y f una funcién de A en R. Se llama
desarrollo limitado de orden N de la funcién f en un punto @ € A a todo polinomio
P :R" — R de grado N tal que para todo 0 € R™ con @+ 6 € A se tiene

F(@+06) — P(6) = o™ (0) (5.9.2)
donde o es una funcién de R™ en R que verifica oV (0) =0 y
NS
Ifm 2 0 _y (5.9.3)
i
#0
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Nota 5.9.1. De la definicién anterior es evidente que en (5.9.3) se puede usar cualquier
norma en R” y por lo tanto el desarrollo limitado de una funcién f no depende de la
norma. Ademads es facil ver que P es un desarrollo limitado de orden N de f en a,
entonces P(0) = f(@) y, se deduce facilmente del Teorema 2.3.1, que f es continua en @.

Nota 5.9.2. De la Definicion 5.3.1 se desprende de inmediato que f tiene un desarrollo
limitado de orden 1 en un punto @ € A si y solo si es diferenciable en @. En este caso se
tendra

- -

P(6) = f(@)+ Df(a)(9) (5.9.4)

que de acuerdo a la féormula (5.3.13), podemos escribir

—

P(8) = £(@) + (V (@), 0) (5.9.5)

que efectivamente es un polinomio de grado 1 en R™.

Nota 5.9.3. De la Nota 5.3.2 vemos que el desarrollo limitado de orden 1 en @ de una
funcién f, dado por (5.9.5), define la aproximacién de primer orden de f en @, mediante
la féormula h(Z) = P(Z — @). Del Teorema 5.3.1 concluimos que el desarrollo limitado de
orden 1 de una funcién en un punto (que estd dado por (5.9.4)) es siempre tnico.

Nota 5.9.4. Dada una funcién f definida en un abierto A de R™ con valores en R, su
desarrollo limitado de orden N en @ € A define la llamada aproximacion de orden N de
f en @ que estd dada por la funcién h(Z) := Py (% — a).

Dos funciones f y h definida en un abierto Ade R™ con valores en R, se dicen tangentes
de orden N en un punto @ € A, si f(@+9) — h(@+ ) = 0™ () donde 0" es una funcién
de R™ en R que verifica o™ (0) = 0 y la relacién (5.9.3).

De lo anterior vemos que la aproximacién de orden N de la funcién f en @ € A, corres-
ponde al polinomio de grado N que es tangente de orden N a la funcién f en da.

Teorema 5.9.1. Sea f una funcion definida en un abierto A de R™ con valores en R. Si
el polinomio
Py(0) ==Y az 6} 6%... oI
lil<N

es un desarrollo limitado de orden N de la funcion f end € A, entonces para todo K < N,
el polinomio
Pr(8) =" a; oy 0. oir
i <K

es un desarrollo limitado de orden K de la funcion f en d.
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Demostracion. Puesto que

) ) P . )
f(d+ )7 af 5;1 5:,‘" Cl{; 6;1 6%{"
7I<K K+1<[|i|<N

131% 131%
60 )

=0

y también (usando la norma infinito)

1 i

K+1<[{|<N

1m =
-0 1511

deducimos que

F@+6) — 3 az i g
, i<k
lim -
50 | o]

lo que equivale a decir que Pk es un desarrollo limitado de orden K de la funcién f en a@. []

Teorema 5.9.2. Si una funcion f definida en un abierto A de R™ con walores en R,
admite un desarrollo limitado Py de orden N en d € A, entonces éste es unico.

Demostracion. Hagamos la demostracion por induccién. En la Nota 5.9.3 vimos que la
unicidad se tiene cuando N = 1. Supongamos ahora que f admite un desarrollo limitado
Py de orden N y que su desarrollo limitado Py_q de orden N — 1 es tinico. Demostremos
entonces la unicidad de Pl.

Si denotamos Py y P}, dos desarrollos limitados de orden N de f en @, del Teorema 5.9.1
y del hecho que el desarrollo limitado de orden N — 1 es tinico, podemos escribir

PN<5’) = PNfl(g) + Z az S‘il 5;{1

lil=N
PL(8) = Pya(d)+ Y abdi.. o
lil=N

y aplicando a Py y P} la igualdad (5.9.2) y luego restando, se obtiene

6(8) = D oz = al) 07 . 8 = (). *)
=N

-

De este modo para todo § € R” y todo A € R se tiene ¢(A5) = AV (8), es decir ¢(0)

%}\Vg). De la igualdad (*) se obtiene entonces
lim 200 _ 1511 lim o) _
A—0 AN A=0 (INS|Y
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5.9. DESARROLLOS LIMITADOS

Esto implica que qb(g) = ( para todo 5 € R" y por lo tanto todos los coeficientes del
polinomio ¢ deben ser nulos, esto es a; — a% = 0 para todo i € N” con |i| = N. Todo esto
nos permite concluir que Py = Py. []

Teorema 5.9.3. Sea f una funcion de clase C* definida en un abierto A de R™ con valores
en R. Entonces para todo a € A, f tiene un desarrollo limitado Py de orden dos en a. Se
tiene ademds que

=

By(0) = f(a) + (Vf(a), >+ 3 H (@) (5.9.6)

donde H(d) es la matriz de n X n, llamada matriz Hessmna de f en @, cuyos coeficientes
son las derivadas parciales de orden dos de f en d, esto es

82f - 82f — 82f =
8;5 ((1) 8&2:18932 (a) 8561259&n (a)
°f 7y 2i(z OF (g
H(@) _ 8x28$-1 <a) 85!3% (CL) 8x2855n.<a> (597)

2p . 2 '_, 2 ‘_,
T (@D Tt @ (@)
Demostracion. Sea r > 0 tal que B(@;r) C A. Sea § € R tal que ||§]| < r. Definamos

entonces la funcién ¢ : [0,1] — R por (t) := f(@ + t5). Esta funcién es de clase C* y de
acuerdo al teorema fundamental del calculo se tiene

w@zw@+/¢@ﬁ (%)

donde ¢'(t) = > 77 o -(d@ + t6)5;. Como las funciones g L son de clase C', ellas son diferen-
i=1
ciables y por lo tanto, para cada i € {1,...,n} se tiene
of
0@»

@+15) = L@+ 5 2 (2@, + oed)

y reemplazando en (*) obtenemos

- H? o
f(@+9) / Z[a% ’ axjgxi(&’)5jt+oi(t )] &;dt
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De acuerdo a la Definicién 5.9.2. Para terminar la demostraciéon debemos probar que la

funcién
1

o (8) :/Zoltéédt
011

Por definicién de o;(+), para todo € > 0 existe n > 0 tal que
18] <n = |o:(0)] <e||d]| paratodo i€ {l,.., n}

entonces, con 7 := min{n, r} obtenemos, usando como ha sido habitual la norma oo en
R?’L
)

1
18] < 7 = |o(5) /Z 6l & [10]] ¢ dt < e n||5||2

021

—

lo que demuestra que lim ” 5(||
5—>O
540

< &3, como ¢ es cualquiera, concluimos que el limite es 0. []

Nota 5.9.5. Del teorema anterior vemos que si f es una funcién de clase C? definida
en un abierto A de R™ con valores en R, su aproximaciéon de orden 2 o aproximacion
cuadratica en @ € A, definida en la Nota 5.9.4, esta dada por la féormula

h(Z) = f(@) + (Vf(@), 7 — @) + (T — @) H(T)(T — a). (5.9.8)

Nota 5.9.6. Es facil verificar que la aproximacion cuadréatica de una funcién cuadratica
definida en R™ con valores R es, en todo punto de R”, ella misma.

Teorema 5.9.4. Sea f una funcién de clase C* definida en un abierto A de R™ con valores
en R. Entonces la funcién V f definida en A con valores en R"™ es de clase C y

DIV f(£)(7) = H(2)¥". (5.9.9)

Demostracion. Si f es de clase C? se tendra que las funciones 9, f, ..., 9, f son de clase
C!, lo que es equivalente de acuerdo a los teoremas 5.4.1 y 5.4.3, a decir que ellas son
continuamente diferenciables. Aplicando entonces el Teorema 5.4.6 a la funcién Vf :=
(O1f,...,0nf) concluimos que ella es continuamente diferenciable y de la féormula (5.3.10)

vemos que
DIV f](@) = (DO, fI(Z), ..., D9 f1(7))-
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5.9. DESARROLLOS LIMITADOS

Aplicando ahora el Teorema 5.3.5 a las funciones 0, f, obtenemos para cada i =1,...,n

Do, f|(Z)(v) = Zaj,if(f)vj
= (00 f(D), ., D i f (D)7

que no es otra que la férmula (5.9.9) escrita componente a componente. []

Nota 5.9.7. Terminaremos esta secciéon enunciando el teorema que generaliza la férmula
(5.9.6) al caso en que la funcién f es de clase CV.

Teorema 5.9.5. Sea f una funcion de clase CV definida en un abierto A de R™ con
valores en R. Entonces para todo a@ € A, f tiene un desarrollo limitado de orden N en a,
dado por el polinomio

Py(d) =Y a7 66300 (5.9.10)
li<N
donde i
1 (2

az = 0 f ag = f((_l') (5.9.11)

con la convencion 0! = 1.

Nota 5.9.8. Del Teorema anterior vemos que si f es una funcién de clase CV definida en
un abierto A de R™ con valores en R, su aproximacién de orden N en @ € A, definida en
la Nota 5.9.4, esta dada por la férmula

WE) = o — ) (22 — az)...(z, — a,)™ (5.9.12)

<N
donde los coeficientes oy estan definidos por (5.9.11).

El polinomio (5.9.12) con los coeficientes definidos por (5.9.11) se llama también desarrollo
de Taylor de orden N de la funcién f en a.
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CAPITULO 6

CONVEXIDAD Y EXTREMOS DE FUNCIONES
DIFERENCIABLES

6.1 Introduccion

En el siguiente capitulo se introduce una clase muy importante de funciones definidas
sobre un e.v.n. a valores en R. Aquella de las funciones convexas (y concavas). Esta clase,
que es mas general que la de las funciones lineales a valores en R, aparece notablemente
en numerosos modelos de las matematicas aplicadas.

En primer lugar, se definen las funciones convexas, y se dan diversas caracterizaciones
de aquellas que son diferenciable. También se muestran caracterizaciones de funciones
convexas de aquellas funciones que son de clase C?. Luego, se presentan una serie de
condiciones necesarias y suficientes para que un elemento del e.v.n. sea minimo de una
funcién convexa sobre un conjunto determinado. Estos mismos resultados son extendibles
a la clase de funciones concavas. Finalmente, cerramos el capitulo con el resultado mas
importante de esta parte. El Teorema de Kuhn-Tucker, el cual nos entrega una condi-
cién necesaria y suficiente para los minimos de una funcién sobre un conjunto dado por
desigualdades de funciones convexas.

6.2 Funciones Convexas

Definicién 6.2.1. Una funcién f definida en una parte convexa (ver Definicién 4.3.1) Q)
de un e.v. E con valores en R, se dirda convexa en () si para todo T,y € () se tiene la
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6.2. FUNCIONES CONVEXAS

desigualdad
fOAZ+ (1 =NY) < Af(@)+ (1 —=Nf(y) paratodo Xe]0,1]. (6.2.1)
Si la desigualdad anterior es estricta cuando # # ¢ y A €]0, 1], diremos que la funcién f

es estrictamente convexa.

Definicién 6.2.2. Se llama epigrafo de una funcién f definida en una parte A de un e.v.
E con valores en R, al conjunto

epi(f) ={(Z,2) € AxR: f(Z) < z}. (6.2.2)

Geométricamente, esto se interpreta como el conjunto de los puntos (Z,z) € A x R que
estdn “sobre” el grafo de f (recordemos que el grafo de una funcién f es el conjunto

{(Z,2) e AxR: f(Z) = z})

Nota 6.2.1. De acuerdo a la definicién anterior, la desigualdad (6.2.1) es equivalente a
AT+ (1 =Ny, M(Z)+ (1 =N f(@) € epi(f)
que escrito de otro modo toma la forma
A, f(2) + (1= N7, (7)) € epi(f).

Vemos entonces que f sera convexa si y solo si para todo Z,y € @ el trazo que une los
puntos (Z, f(Z)) e (¥, f(¥)) en el grafo de f, pertenece al epigrafo de f. No es dificil en-
tonces ver que la convexidad de una funcién f es equivalente a la convexidad del conjunto
epi(f) en E x R.

Teorema 6.2.1. Dadas dos funciones convezas (resp. estrictamente convezas) f, g definidas
en un conjunto convexo () de un e.v. E con valores en R y dado t € Ry, entonces

(i) la funcion f 4+ g es convezxa (resp. estrictamente convezxa,).

(i) la funcion tf es convexa (resp. estrictamente conveza).

Demostracion. Dados Z,5 € Q y A € [0, 1], se tiene (i)

f+9lAT+ (A =Ny) = FOZ+ (1= N7) + 9T+ (1= A)g)
< M@ + (=N F@) + Ag(@) + (1= Ng(¥)
= Af+9l(@) + (1= Nf +4](¥
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6.3. CARACTERIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS DIFERENCIABLES

(i)

IA
= =
>
~

[LFIAT + (1 = A)7)

il

Teorema 6.2.2. Dada una familia {g: }rer de funciones convezas definidas en un conjunto
convezxo Q) de un e.v. E con valores en R, si para cada ¥ € Q el conjunto {g;(%) : t € T}
es acotado superiormente, entonces la funcion f : QQ — R definida por

f(Z) = sup{ge(Z) : t € T'}

es convexra.

Demostracion. De acuerdo con la Nota 6.2.1 basta con demostrar que epi(f) es un

conjunto convexo en F x R. Vamos a mostrar entonces que epi(f) = [ epi(g:) vy, co-
teT
mo la interseccién de conjuntos convexos es siempre convexa, habremos concluido que

epi(f) es convexo. La igualdad en cuestion es una consecuencia inmediata de la cadena
de implicaciones

(Z,z) €epi(flef(B)<z & q@) <z VteTs(Z,z2) cepi(gy) VteT

& (7,2) € ) epi(g)

teT

6.3 Caracterizacion de funciones convexas diferenciables

Nota 6.3.1. En los dos teoremas que siguen daremos una caracterizacion importante de
la convexidad (resp. estricta convexidad) para funciones diferenciables.

Teorema 6.3.1. Sea [ una funcion diferenciable definida en un abierto convexo ) de un
e.v.n. B con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea convera
(resp. estrictamente convexa) es que

@) = f) + DF)(@ —4)  para todo  T,§ €@ (6.3.1)
(resp. f(Z) > f(§) + Df ()T —4)  paratodo T,§ € Q con T #7)
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Demostracion. Supongamos primero que f es convexa. Entonces para todo &, € Q y
todo A €]0, 1] se tiene de acuerdo a la desigualdad (6.2.1).

F@+ AT =) = f(§) < ASE) = F(@))-

Dividiendo por A\ y tomando limite cuando A — 0 con A > 0, obtenemos la desigualdad
Df(y; @ —vy) < f(Z) — f(¥), que de acuerdo a la férmula (5.3.5) es equivalente a (6.3.1).

Supongamos ahora que f verifica (6.3.1). Sean 7,4 € Q v Z := y + ANZ — ¢) con
A € [0, 1]. Entonces

@) = f(2)+Df(E)(F - 2)
@) = fE+DfE)Y-72)
y multiplicando estas desigualdades por A y (1 — \) respectivamente y sumandola, se
obtiene gracias a la linealidad de la funcién D f(Z)
Af(Z) + (1= f(H) > F@)+DfE)ME - 2) + (1= A)(y - 2))
= f(Z)+ Df(2)(0)

= AT+ (1= XN)7)

que corresponde exactamente a la convexidad de f. []

Nota 6.3.2. Si en el teorema anterior £ = R”, la férmula (6.3.1) se escribe
@) = f)+(Vf(©),Z—y) paratodo I §eq (6.3.2)
(vesp. f(7) > f(J) + (V)& —§) paratodo 5 € Q con T £ 7).

Nota 6.3.3. En la Nota 5.3.2 vefamos que la ecuacién z = h(Z), donde h : E — F
es la funcién definida por h(Z) := f(y) + Df(y)(Z — ¥) (con ¥ € Q fijo), representa el
hiperplano afin tangente al grafo de una funcién diferenciable f : Q@ — Ren (7, f(¥)). Esto
nos muestra, de acuerdo al teorema anterior, que una funcién diferenciable f es convexa
si y solo si para todo ¥ € @ el hiperplano afin tangente al grafo de f en (¥, f()) esta
por debajo del grafo de f, es decir, para todo y € @) la funcién lineal afin A minora a la
funcién f.

Teorema 6.3.2. Sea f una funcion diferenciable definida en un abierto convexo @) de un
e.v.n. B con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea convera
(resp. estrictamente convexa) es que

[Df(&) = Df()I(E —¢) >0  para todo T,y € Q (6.3.3)

(resp. [Df(Z) — Df()|(Z—9y) >0 para todo Z,4€Q con T #7Y).
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Demostracion. Supongamos que f es convexa. Aplicando dos veces el teorema anterior
podemos escribir para todo Z,y € @

—

sumando y teniendo en cuenta la linealidad de D f(Z) y Df(i) se obtiene la desigualdad
(6.3.3).

Supongamos ahora que f verifica (6.3.3). Dados Z, 7 € @ definamos la funcién ¢ :
[0,1] — R por ¢(A) := f(Z+ ANy — &)). Del Teorema 5.5.1 vemos que ¢ es derivable y
¢'(N) = Df(Z+ Ny — Z)) (¢ — Z). Aplicando entonces (6.3.3) deducimos que para todo
A € [0, 1] se tiene

¢ (N)—¢'(0) = [DF(@+ Ay — 1)) — D@y - ©)
1 " L N LN
= DFE+AY - 7)) = DF@IT + Ay - 2) - 2)
> 0.

Aplicando ahora el teorema del valor medio a la funcién ¢ en [0, 1], vemos que existe
A €]0,1] tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢'(\) y de la desigualdad anterior concluimos que

¢(1) — 6(0) = ¢/(0)
que corresponde exactamente a la desigualdad (6.3.1). La funcién f serd entonces convexa.

i

Nota 6.3.4. Si en el teorema anterior £ = R”, la férmula (6.3.3) se escribe
(V@) —=Vf(y),7—9y) >0 paratodo Z,j€Q (6.3.4)

(resp. (Vf(Z) —Vf(y),7—y) >0 paratodoZ,y€ @ con I #7Y).

En el préximo teorema daremos una caracterizaciéon importante de la convexidad (y de
la estricta convexidad) para funciones de clase C?. Como los vectores en R™ los denotamos
por una columna, el producto de una matriz H de n X n con un vector 5 de R lo
escribimos Ho y el producto escalar del vector H § con un vector i en R" lo escribiremos
indistintamente @t Hd o bien (H 5; @), donde @' representa el traspuesto del vector #, es
decir el vector @ escrito como fila.

Teorema 6.3.3. Sea f una funcion de clase C* definida en un abierto convexo Q de
R™ con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea convera (resp.
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estrictamente convexa) es que para todo T € @ su Hessiano H(Z) sea definido no negativo
(resp. definido positivo), es decir

S'H(Z)6 >0  para todo 6 € R” (6.3.5)

(resp. O'H(Z)d >0  para todo 5 €R™ con 0§ #0).

Demostracion. Supongamos que f es convexa. Dados T€ Q) y SER" (5 #* 6), definamos
la funcién ¢ : [0,e] — R, donde € > 0 es tal que ¥+ e € Q, por o(N) = (Vf(@+ )\5), (§>
Como f es de clase C_?,qu§ando los teoremas 5.9.4 y 5.5.1 se deduce que ¢ es derivable
y ¢'(A) = (H(Z + Xd)0,6). La desigualdad (6.3.5) equivale entonces a demostrar que
¢'(0) > 0. Puesto que o) o)

/ . P — ¥
#10) = fiy FE D
y como del teorema anterior se tiene

— —

P(A) —(0) = (Vf(@+ ) = Vf(Z), J)
_ §<Vf(:z+ ) — V(&) T+ A\ — &)
> 0

concluimos que ¢'(0) > 0.

Supongamos ahora que para todo ¥ € @) la matriz H(Z) es definida nonegativa. Dados
T,y € @, si definimos 0 := y — T y ¢ como en la parte anterior con € = 1, vemos que
aplicando el teorema del valor medio a ¢ en [0, 1], existird A €]0, 1] tal que

(1) = 0(0) = '(N).

- - =

Puesto que ¢'(\) = (H(Z4X0)d, d) > 0 para todo A €]0, 1], concluimos que ¢(1)—¢(0) > 0
lo que equivale exactamente a la desigualdad (6.3.3) del teorema anterior. La funcién f
serd entonces convexa. []

Nota 6.3.5. Del teorema anterior vemos que una forma cuadratica ¢ definida en R™ con
valores en R, esto es ¢(Z) := a + (¢, Z) + ' HZ, es convexa si y solo si la matriz H es
definida nonegativa.

Nota 6.3.6. Del teorema anterior y de la Nota 5.9.5 vemos que una funcién f de clase
C? definida en un abierto convexo @ de R™ con valores en R, serd convexa si y solo si en
todo punto de ) la aproximacion cuadratica de f es convexa.

100



6.4. FUNCIONES CONCAVAS

6.4 Funciones Concavas

Definicién 6.4.1. Una funcién f definida en una parte convexa () de un e.v.E con valores
en R, se dird céncava (resp. estrictamente céncava) en @ si la funcién — f es convexa (resp.
estrictamente convexa) en Q.

Nota 6.4.1. Todo lo dicho en las dos secciones anteriores para las funciones convexas
(resp. estrictamente convexas) es valido para las funciones céncavas (resp. estrictamente
concavas) cambiando f por —f. Asi entonces, en el Teorema 6.2.1 habrd que cambiar el
término convexas por concavas; en el Teorema 6.2.2 habra que cambiar el término convexas
por céncavas y el supremo se cambia por un infimo; en el Teorema 6.3.1 habra que cambiar
el término convexa por concava y el sentido de la desigualdad (6.3.1); en el Teorema 6.3.2
habra que cambiar el término convexa por céncava y el sentido de la desigualdad (6.3.3) y
finalmente; en el Teorema 6.3.3 habra que cambiar el término convexa por céncava, H (%)
definido no negativo por H(Z) definido no positivo y el sentido de la desigualdad (6.3.5).

6.5 Minimos y maximos de una funcién

Definicién 6.5.1. Dada una funcién f definida en un conjunto A de un e.v.n. E con
valores en R, un punto #* € A se dird minimo local (resp. minimo local estricto) de f en
una parte D de A si ¥ € D y existe B(Z*, ) tal que

f(@) < f(¥) paratodo 7€ B(z*,e)ND (6.5.1)

(resp. f(Z) < f(¥) paratodo &€ B(z*,e)ND con I #I).

Definicién 6.5.2. Si la desigualdad (6.5.1) de la definicién anterior se verifica en sentido
contrario, el punto #* € D se dird maximo local (resp. maximo local estricto) de f en D.

Nota 6.5.1. De las definiciones anteriores se deduce facilmente que un punto 7* € D es
méximo local (resp. méximo local estricto) de f en D siy solo si es minimo local (resp.
minimo local estricto) de la funcién —f.

Definicién 6.5.3. Dada una funcién f definida en un conjunto A de un e.v.n. E con

valores en R, un punto * € A se dird minimo (resp. minimo estricto) de f en una parte
Dde Asi?* e Dy
f(@*) < f(¥) paratodo Ze€D (6.5.2)

(resp. f(Z*) < f(¥) paratodo €D con I#I").
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Definicién 6.5.4. Si la desigualdad (6.5.2) de la definicién anterior se verifica en sentido
contrario, el punto * € D se dird méximo (resp. maximo estricto) de f en D.

Nota 6.5.2. De las dos ultimas definiciones se deduce facilmente que un punto ¥ € D
es un maximo (resp. maximo estricto) de f en D si y solo si es un minimo (resp. minimo
estricto) de la funcién —f.

Nota 6.5.3. De las definiciones anteriores se deduce facilmente que todo minimo (resp.
minimo estricto) es también minimo local (resp. minimo local estricto) y que todo méximo
(resp. maximo estricto) es también maximo local (resp. méaximo local estricto).

Teorema 6.5.1. Sea f una funcion convexa definida en una parte convexa () de un e.v.n.
E con valores en R. Entonces, todo minimo local (resp. minimo local estricto) de f en
una parte convexa D de QQ serd un minimo (resp. minimo estricto) de f en D.

Demostracion. Sea 2 un minimo local de f en D. Existe entonces B(Z*, ¢) tal que
f(@*) < f(¥) paratodo &€ B(x*,e)ND. (*)

Para concluir debemos demostrar que la desigualdad anterior también se tiene para todo
7 € D\ B(xz*¢). Sea entonces & € D con & ¢ B(z*,¢). Como D es un conjunto convexo
Y A= € [0,1], es facil ver que AT + (1 — X\)Z* € D N B(&*,¢). Asi entonces, de (*)

y de la convexidad de f, se tiene
f@) < fOT+ (1= MN)7") < Af(@) + (1= N f(E") < f(7)

que es lo que queriamos demostrar. []

Teorema 6.5.2. Sea f una funcion diferenciable definida en un abierto A de un e.v.n.E
con valores en R. Una condicion necesaria para que T* € A sea un minimo local de [ en
una parte convera D de A, es que ©* € D y

Df(@)(Z—2") >0 para todo T € D. (6.5.3)

Demostracion. Sea ©* un minimo local de f en D. Dado & € D definamos la funciéon
¢ :[0,1] = R por ¢(A) := f(Z* + A& — &*)). Del Teorema 5.5.1 vemos que ¢ es derivable
y que ¢'(0) = Df(Z*)(Z — &*). Por otra parte, como ¢(\) > ¢(0) para todo A € [0, 1],

concluimos que
Qb,(O) _ %\11% (b()\) ; (b(())

A>0

>0

lo que corresponde exactamente a la desigualdad (6.5.3). []
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Nota 6.5.4. De acuerdo a la interpretacion que se di6é en la Nota 5.2.1 a la cantidad
Df(z*; & — &) = Df(2*)(& — &) (ver férmula (5.3.5)), vemos que la desigualdad (6.5.3)
corresponde al hecho que las pendientes de f en Z*, en todas las direcciones interiores al
convexo D, son no negativas.

Nota 6.5.5. Es facil ver que la condicién (6.5.3) no es suficiente para que ¥* € D sea
un minimo local de f en D. Un ejemplo simple que muestra este hecho esta dado por la
funcién f: R — R definida por f(Z) = x*, que verifica (6.5.3) para * = 0.

El préximo teorema nos muestra que para una clase particular de funciones esta condi-
cién es suficiente para que £ € D sea minimo.

Nota 6.5.6. Si en el teorema anterior £ = R", la desigualdad (6.5.3) se escribe

(Vf(@),?—2") >0 paratodo TeD. (6.5.4)

Teorema 6.5.3. Sea f una funcion convexa y diferenciable definida en un abierto convezro
Q@ de un e.v.n. E con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que &* € @)
sea un minimo de f en una parte convexa D en Q, es que T* € D y verifique (6.5.3).

Demostracion. Del teorema anterior y, aplicando el Teorema 6.5.1, deducimos que la
condicion es necesaria.

Supongamos ahora que z* € D verifica (6.5.3). Puesto que f es convexa, del Teorema
6.3.1 y de (6.5.3) se deduce

f(@) > f(&)+ Df(Z")(#— &) > f(&*) paratodo €D

que es lo que queriamos probar. []

Teorema 6.5.4. Sea f una funcion diferenciable definida en un abierto A de un ev.nE
con valores en R. Una condicion necesaria para que T* € A sea un minimo local de f en
A es que

Df(z*) =0 (6.5.5)

—

donde 0 representa la funcion nula en L(E,R).

Demostracion. Sea ©* € A un minimo local de f en A. Puesto que A es un conjunto
abierto, existe B(Z*, &) C A tal que

f(Z*) < f(¥) paratodo T € B(T"¢)
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y como B(x* ) es un conjunto convexo, usando el Teorema 6.5.2, concluimos que

Df(z*) (¥ —2*) >0 paratodo &€ B(Z"e).

Haciendo el cambio de variable ¥ = & — Z* en la relaciéon anterior, vemos que ella es

equivalente a
Df(z*)(v) >0 paratodo o€ B(0,¢) (*)

lo que solo puede ocurrir si D f(Z*) es la funcién nula. En efecto, si existiera Z' € E tal
que Df(z*)(Z) > 0, definiendo ¢ := —epZ tendriamos que v € B(0,¢) y
€

Df(E*)(v) = —WDf(f*)(??) <0

lo que contradice la relacién (*). []

Nota 6.5.7. De acuerdo a la interpretacién que se dié en la Nota 5.2.1 a la cantidad
Df(z*;v) = Df(2*)(U) (ver férmula (5.3.5)), vemos que la igualdad (6.5.5) corresponde
al hecho que las pendientes de f en 7, en todas las direcciones, son nulas.

De acuerdo a la Nota 5.3.2, la relacién (6.5.5) equivale a decir que la aproximacién lineal
afin de f en Z* estd dada por la funcién constante h(Z) = f(2*). Geométricamente, (6.5.5)
equivale a decir que en E x R el hiperplano afin tangente al grafo de f en (Z*, f(7*)), es
el hiperplano horizontal de ecuacién z = f(*).

Nota 6.5.8. El mismo ejemplo de la Nota 6.5.5 nos muestra que la relacién (6.5.5) no es
suficiente para que ¥* € A sea un minimo local de f en A.

El préoximo teorema nos muestra que para una clase particular de funciones esta condi-
cién es suficiente para que * sea un minimo de f en el abierto A.

Nota 6.5.9. Es importante tener claro que el teorema anterior no es valido si &* es
un minimo local de f en una parte convexa D de A. En efecto, si definimos la funcion
f:R — R por f(z) = 2%y el conjunto D = [1,2], es evidente que z* = 1 es un minimo
de fen D y sin embargo Df(1)(v) = 2v no es la funcién nula en L(R,R).

Nota 6.5.10. Si en el teorema anterior E = R" de acuerdo a la férmula (5.3.13), la
igualdad (6.5.5) es equivalente a

=TI

V(@)= (6.5.6)

Teorema 6.5.5. Sea f una funcion conveza y diferenciable definida en un abierto convexo
Q de un e.v.n.E con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que & € ()
sea minimo de f en Q) es que se tenga la relacion (6.5.5).

104



6.5. MINIMOS Y MAXIMOS DE UNA FUNCION

Demostracion. Del teorema anterior, aplicando el Teorema 6.5.3 con D = @), deducimos
que la condicién es necesaria.

Supongamos ahora que £* € () verifica (6.5.5). Puesto que f es convexa, del Teorema
6.3.1 y de (6.5.5) se deduce

f(@) = f(@) + Df(@*) (7 - 77) = f(&")  paratodo Teq

que es lo que queriamos probar. []

Teorema 6.5.6. Sea f una funcion de clase C? definida en un abierto A de R™ con valores
en R. Una condicion necesaria para que T* € A sea un minimo local de f en A es que el
Hessiano H(Z*) sea definido no negativo.

Demostracion. Sea * un minimo de f en A. Como A es abierto, existe B(z*,¢) C A.
Del Teorema 5.9.3 y la Definicién 5.9.2 deducimos que para todo 6 € B(0,¢) se tiene

— -

F(T+06) = f(T°) + (Vf(T),6) + %(?H(f*)m 0*(0)

y como f es convexa, aplicando la férmula (6.3.2), obtenemos

-

S H(T9)6 > —20°(8) para todo 0 € B(0,¢) (*)
de lo cual se desprende facilmente que H(#*) es definida no negativa.

En efecto, sea d € R™ diferente de 0, aplicando la desigualdad (*) a § := Ad, donde

0< A< ||fT|| de modo que & € B(0,¢), se deduce

2
FHE)T > —2|dpe )
P

y tomando limite cuando A tiende a 0, de la igualdad (5.9.3) obtenemos la desigualdad
dH(Z)d >0

que es lo que queriamos demostrar. []

Nota 6.5.11. El mismo ejemplo de la Nota 6.5.5 nos muestra que la condicién necesaria
para minimo local dada por el teorema anterior, no es una condicién suficiente.
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Nota 6.5.12. El mismo ejemplo de la Nota 6.5.9 nos muestra que la condicién necesaria
para minimo local dada por el teorema anterior, deja de serlo si £* es un minimo local de
f en una parte D del abierto A.

Teorema 6.5.7. Sea f una funcién de clase C* definida en un abierto A de R™ con valores
en R. Una condicion suficiente para que ¥* € A sea un minimo local estricto de f en A

es que Vf(Z*) =0 y H(Z*) sea definido positivo.
Demostracion. Vamos a demostrar primero que si H es una matriz n x n definida
positiva, entonces existe a > 0 tal que
5'HS > a|6||> para todo 6 € R™ (*)

Para esto, definimos la funciéon ¢ : R” — R por ¢(5) = §tH§. Puesto que ¢ es una funcion
continua en el compacto ¢ = {0 € R" : ||§]] = 1} y ademds ¢(d) > 0 para todo ¢ € C,
concluimos que existe a > 0 tal que

$(6) > o paratodo beC

)=

0«:1|C>1¢

lo que es equivalente a (*) puesto que para todo 5 € R" se tiene que -2 H 5|| eCy <z§(
9(6)
1612

Tal como deciamos en la demostracién del teorema anterior, como A es abierto existe
B(#*,e) C Ay, del Teorema 5.9.3 y la Definicién 5.9.2 deducimos que para todo ¢ €
B(0,¢)

F@@ +8) = F(7) + (Vf(T),0) + 5 SH(E) + (0.
Aplicando ahora a la matriz H(Z*) lo que demostramos en la parte anterior y del hecho
que V f(2*) = 0, vemos que existird « > 0 tal que
F@* +0) > f(&) + alld]|> + 0*(8) paratodo 0 € B(0,e).

Para terminar la demostracién bastard con mostrar que existe £ €]0, ] tal que «|d]|? +
02(5) > 0 para todo ¢ € B(O 5) diferente de 0. Si no fuera asi, existirfa una sucesién
5, convergente a 0, con 6, # 0 para todo n, tal que a||0,]12 + 02(5,) < 0 para todo n;
dividiendo esta desigualdad por ||6]|2 y tomando limite sobre n obtenemos que a < 0, lo
que muestra una contradiccion. []

Nota 6.5.13. La condicion suficiente para minimo local estricto dada por el teorema
anterior, no es una condicién necesaria como lo muestra la funcién f : R — R definida
por f(x) = z* que tiene como minimo local estricto a #* = 0 y en ese punto el Hessiano
no es definido positivo, en efecto H(0) = 0.
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Nota 6.5.14. De las notas 6.5.1 y 6.5.2 deducimos facilmente que los siete teoremas
que hemos visto en esta seccién se pueden enunciar cambiando el término “minimo” por
“maximo”, el termino “funciéon convexa” por “funcién céncava’ y el sentido de las de-
sigualdades (a este tltimo tipo de cambio corresponde el reemplazo del término “definido
no negativo” por “definido no positivo” y “definido positivo” por “definido negativo” en
los teoremas 6.5.6 y 6.5.7 respectivamente).

6.6 Minimos con restricciones de tipo desigualdad. Teorema de
Kuhn-Tucker

Nota 6.6.1. Los seis teoremas que en la seccién anterior establecen condiciones necesarias
y/o suficientes para minimo local, se pueden dividir en dos grupos, los dos primeros
(teoremas 6.5.2 y 6.5.3) y los cuatro ultimos (teoremas 6.5.4 a 6.5.7). En los dos primeros,
el minimo o el minimo local en cuestion esta restringido a un subconjunto D del dominio
de la funcion f. En los restantes, se trata de un minimo o minimo local no restringido, es
decir en todo el dominio de la funcién f.

En esta seccién vamos a dar una condicién necesaria (y suficiente si la funcién es
convexa) para minimo local restringido de una funcién cuando el conjunto D toma una
forma particular de gran importancia en el estudio de modelos matematicos de la fisica y
de la ingenieria.

Problema: Dadas n funciones convexas diferenciables fi, ..., f,,, definidas en un abierto
convexo () de un e.v.n. E con valores en R, vamos a estudiar los minimos y minimos
locales de una funcion diferenciable fy : Q — R, en el conjunto D definido por

D=1{Fe€Q: fi(F) <0,... fa(¥) < 0. (6.6.1)

Las funciones f1, ..., f,, se llaman restricciones del problema y fj se llama funcién objetivo.

Definicién 6.6.1. Si D es el conjunto definido en (6.6.1), dado #* € D definimos en E
los conjuntos

D(E):={€E:3u>0 talque fi(&+ud)<0 paratodo i:1,..,n} (6.6.2)

T(i*) :={v € E: Dfy(i*)(¥) <0 paratodo i€ I(z*)} (6.6.3)

donde
I(@*) ={i: fi(&") =0}, (6.6.4)
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Diremos entonces que las restricciones del problema en cuestion verifica la hipdtesis de
calificacion en * € D, si se tiene la igualdad

D@ = T(&). (6.6.5)

Nota 6.6.2. En los teoremas 6.6.2 y 6.6.3 daremos condiciones suficientes bastante sim-
ples para que nuestro problema verifique la hipdtesis de calificacion de las restricciones en
un punto 7* € D. Para esto necesitaremos tres lemas previos que damos a continuacion.

Lema 6.6.1. El conjunto D definido por (6.6.1) es convezo.

Demostracién. @b € D = f;(@) <0y f;(b) <0 paratodoi=1,...n

=,

= \;(@) <0y (1—-MN)f;(b) <0 paratodo A €[0,1] y todoi=1,...n

-,

= fi(Ad+ (1 = A\)b) <0 para todo A € [0,1] y todoi=1,...,n

-

= A\d + (1 — A\b) € D para todo A € [0,1]. []

Lema 6.6.2. Si f es una funcion convera definida en un convexo () de un e.v.n. E con
valores en R y si 2* € Q y U € E verifican las desigualdades f(2*) <0y f(&* + uv) <0
para algun p > 0, entonces

f(Z 4+ M) <0 para todo X € [0, . (6.6.6)

Demostracion. Del lema anterior sabemos que el conjunto D = {¥ € @ : f(¥) < 0} es
convexo. Para concluir basta ver que &* + \v' = %f* + (1 — %)(f* + pv) € D. []

—

Lema 6.6.3. Si f es una funcion diferenciable definida en un abierto A de un e.v.n. E
con valores en R, y si ¥ € A y U € E wverifican la desigualdad D f(Z*)(V) < 0, entonces
existe p > 0 tal que

fx"+ M) < f(Z*)  para todo A €0, pl. (6.6.7)

Demostracion. Denotemos r := D f(Z*)(7) < 0. De la férmula (5.3.5) y de la definicién
de limite vemos que existe p > 0 tal que

f@ + M) — f(@)
A
Puesto que £ < 0, multiplicando por A obtenemos la desigualdad (6.6.7). []

< g para todo A €]0, p.
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Teorema 6.6.1. Los conjuntos D(z*) y T (z*) definidos por (6.6.2) y (6.6.3) respectiva-
mente verifican la inclusion

D@ C T(x"). (6.6.8)

Demostracion. Puesto que 7 (Z*) es un conjunto cerrado, serd suficiente demostrar que
D(x*) C T(&*). Sea v € D(Z*) y u > 0 tal que f;(&* + pv) < 0 para todo i € I(Z*).
Del Lema 6.6.2 se tiene para cada funcién f; con i € I(z*) la relacién (6.6.6), entonces
dividiendo por A €]0, 1] y tomando limite cuando A — 0, de la férmula (5.3.5) obtenemos
que Df;(Z*)(¥) < 0 para todo i € I(z*). Esto nos muestra que v € 7 (z*). []

Teorema 6.6.2. Una condicion suficiente para que las n restricciones de nuestro proble-
ma verifiquen la llamada hipdtesis de calificacion en ©* € D, dada por la igualdad (6.6.5),
es que exista Ty € E tal que

fi(Zo) <0  para todo i=1,...n (6.6.9)
(la relacion (6.6.9) se llama condicion de Slater vy, es equivalente a decir que el interior

del congunto D definido por (6.6.1) es no vacio).

Demostracion. Si I(Z*) = ¢, el resultado es evidente. Supondremos entonces I(Z*) # ¢.
Como la inclusién (6.6.8) se tiene siempre, s6lo debemos demostrar la contraria.

Dado v € 7T (Z*) probaremos que ¢ € D(&*). Dividiremos la demostracién en tres
partes.

+

)
—’*)’

(i) De la relacién (6.6.9), usando el Teorema 6.3.1 vemos que 0 > f;(Zy) > fi(Z*
D fi(2*)(¥y — &) para todo i = 1,...,n y como f;(Z*) = 0 para todo ¢ € I(
definiendo vy := 7y — £, concluimos que

Dfi(Z*)(th) <0 paratodo i€ I(Z").

(ii) Es facil ver ahora que si definimos v, := U + %170 se tiene para todo k € N y todo

i€ (")

DIE)@) = DI+ %)

= Df(7) (@) + %Df(ffr”“)(ﬁw
< 0 para todo i € I(Z)

y, de acuerdo al Lema 6.6.3, esto implica que para cada k € N y cada ¢ € I(Z)
existe ug,; > 0 tal que

fi(Z 4+ AU) < 0 para todo A €]0, uy ;] (A)
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(iii) Por otra parte, sii ¢ I(2*) se tiene que f;(z*) < 0y, por continuidad de las funciones
fi en @, deducimos que para cada k € Ny cada i ¢ [(Z*) existe u; > 0 tal que

fi(@* 4+ AU) <0 paratodo X €0, pug ). (B)
Si para cada k € N definimos py, = IIllfIl pri > 0, de las relaciones (A) y (B)

vemos que T
fl(f* + ,ukﬁk) <0

lo cual muestra que v}, € D(*) para todo k € N. Como ¥ = lim v}, concluimos que
v € D(a¥).

il

Teorema 6.6.3. Cuando E es un espacio de Hilbert, una condicion suficiente para que
las n restricciones de nuestro problema verifiquen la hipdtesis de calificacion en ©* € D,
dado por (6.6.5), es que Dfi(Z*) con i € I(Z*) sean linealmente independientes.

Demostracion. No es dificil demostrar que si D f;(#*) con i € I(z*) son linealmente
independientes, entonces debe existir ¥y € E tal que D f;(#*)(th) < 0 para todo i € I(Z*).
La demostracién sigue entonces como la del teorema anterior (partes (ii) y (iii)). []

Teorema 6.6.4 (Karush-Kuhn-Tucker). Si las restricciones de nuestro problema verifi-
can la hipdtesis de calificacion en ©* € D, dada por la igualdad (6.6.5), entonces una
condicion necesaria para que T* € D sea un minimo local de fy en D es que existan
escalares \; > 0 para i € 1(Z*), llamados multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker, tales
que

Dfy(Z)+ Y MDfi(i) =0. (6.6.10)

iel(@*)

Si fo es una funcion convexa en @, entonces (6.6.10) es una condicion suficiente para que
" € D sea minimo de fo en D.

Demostracion. Demostremos primero que cuando fj es convexa en (), entonces (6.6.10)
es una condicién suficiente para que £* € D sea minimo de fy en D. Para ésto, de acuerdo
al Teorema 6.5.3, bastard demostrar que D f(z*)(Z — &*) > 0 para todo & € D. Como
todas las restricciones de nuestro problema son convexas, de acuerdo al Teorema 6.3.1, la
igualdad (6.6.10) implica para todo & € D.

Dfo(F) (@ — &) = =Y ANDf(i) (& — &)
> Z)\z(fz(f*) — fi(Z))
= — ZAifi(f) >0
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que es lo que queriamos probar.

ii) Supongamos ahora que ©* € D es un minimo local de fy en D, donde se verifica la
hipétesis de calificacion de las restricciones. Del Teorema 6.5.2 sabemos que

Df(z*) (¥ —z*) > 0 paratodo T € D (A)
y no es dificil demostrar, usando el Lema 6.6.3, que esto equivale a decir que
Df(z*)(v) >0 paratodo o€ D(T").

Usando entonces la hipétesis de calificacién de las restricciones concluimos que (A) equi-
vale a la inclusién

(T e E:—Df(&*) (@) <0} Cc {7 € E: Dfy(*)(¥) <0 para todo i € I(i*)}.

El Teorema 4.7.3 (Lema de Farkas) nos permite concluir. []
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CAPITULO 7

INTEGRACION

7.1 Introduccion

Este ultimo capitulo esta dedicado a la Teoriia de integracién de Lebesgue en R™. En la
proxima seccion se introduce la medida de Lebesgue definida a partir de conjuntos bastante
simples como los n-rectangulos hasta llegar a definirla sobre una familia de conjuntos que
llamaremos medibles. Luego, se introducen los primeros conceptos de integraciéon donde
destaca el importante y util Teorema de Fubini, el cual a grandes rasgos permite ver una
integral en varias variables como varias integrales en una sola variable. Finalmente se
expondran diversos resultados que permitiran facilitar el calculo de integrales, como por
ejemplo el teorema de cambio de variable.

7.2 Medida de Lebesgue en R"

Definicién 7.2.1. Sean a y b € R™ tales que a; < b; para todo i = 1,...,n. Se define el

-

n-rectangulo [d, b] por

-

[&’,b}:{fERn : algxlgbz Z:1,,7’L}

Su medida jiy estarda dada por

po([, b)) = (b — a1)(by — az) ... (by — an) = H(bz‘ — a;).
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Nota 7.2.1. De la definicién anterior, se deduce que {da} es un n-rectdngulo y que

po({ay) =0

Definicién 7.2.2. Sean Pi, P,,..., Py, n particiones, es decir, P; = {zj,21,..., 2, }
donde xp <z} < ... <, . Se llama reticulado a un conjunto de la forma
_ 1 1 2 2 n n
R = U [T, 1,5, X (25, g, 25,] X o x [l 2 ]
Ji€{l,...m;}

n

Nota 7.2.2. Observe que el reticulado descrito en la definicién anterior, contiene [] m;
i=1
n-rectangulos.

Definicién 7.2.3. Una figura es un conjunto de R™ que proviene de escoger algunos
n-rectangulos de algun reticulado.

Dada una figura F' = |J I donde cada I} es un n-rectangulo, se define su medida por
k=1

m

p(F) = polly).

k=1

Nota 7.2.3. Se demuestra facilmente que para toda figura F, F} y F, se tenien las si-
guientes propiedades:

L m(F) = 0;

2. Fi C Fy= (k) < i (Fy);

3. F1 N F2 = (Z) = ,u/l(Fl U FQ) = /,Ll(F1> +IM1(F2)

Definicién 7.2.4. Sea # C R™ un conjunto abierto no vacio. Se define su medida por

po = sup{u1(F) : F esuna figura, F' C 0}. (7.2.1)

Nota 7.2.4. Dado que un conjunto abierto no vacio siempre contiene a una bola, es claro
que el conjunto de las medidas de las figuras inscritas es no vacio, es decir,

0 # {pu(F) : F esuna figura, FF C 0} = J.

El conjunto J puede o no ser acotado superiormente. Si asi fuese, el supremo en (7.2.1)
serd un nimero real mayor o igual que cero (u2(f) € R,). Si el conjunto J no es acotado
superiormente, diremos que la medida de 6 es +00, con la convencién 400 > y para todo
y € R. En general, se tendrd que la medida de un abierto pertenece a R U {+o0}.
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Definicién 7.2.5. Sea A C R™ un conjunto acotado. Diremos que A es medible si
Ve>0,3K, 0 CR" K compacto, § abierto, donde K C A C 0 tales que us(0\K) < e.
En tal caso, definimos la medida de A por

ps(A) = inf{us(f) : 6 abierto, A C 6}. (7.2.2)

Nota 7.2.5. Se prueba facilmente que las propiedades indicadas en la Nota 7.2.3 para la
medida pq también son vélidas para us v ps.

Teorema 7.2.1. Todo conjunto abierto acotado  C R™ es medible y se tiene que u3(0) =
pi2(6).

Demostracion. Sea ¢ > 0, y F; C 6 una figura, la cual serd compacta, tal que
p1(F) > pua(0) —e. Estimemos la medida ps del abierto 6\ F7. Consideremos F' una figura
tal que F C 0\ Fy, ast F C 0y F1NF = (. De la Nota 7.2.3 tenemos que pu;(Fy U F) =
p1(F1) + p(F) y debido a la Nota 7.2.5 podemos escribir p1(F) < pua(0) — pr(F1) < e.
Como esta tultima desigualdad se tiene para toda figura F' C 6\ F; concluimos que
w2(0\ F1) < ey por lo tanto 6 es medible. La igualdad u3(0) = u2(0) es evidente de la
definicién (7.2.2). []

La pregunta que naturalmente uno se puedo plantear es si todos los conjuntos acotados
son medibles. La respuesta es no, como lo muestra el siguiente ejemplo en R.

Ejemplo 7.2.1. Sea ~ la relacién de equivalencia en [0, 1] definida por
x ~y< x—y esun numero racional.

Sea {Eq}aer €l conjunto con las clases de equivalencia definidas por ~. Para cada a € [
elijamos un sélo elemento z,, € E, y consideremos el conjunto £ = {z, : « € I}. Sean
71,79, n, ... una numeracién de los racionales en [-1,1] y

E,=r,+F n=12,...

De manera directa se prueba que E, N E,, = 0sin # my E, C [-1,2]. Si z € [0,]1]
entonces x € E, para algin € [ y por lo tanto x ~ z,, o, € E. Pero -1 <z — 2, <1
por lo que deducimos que z € E, para algiun n, asi

0.1 c | JE, c[-1,2]. (7.2.3)

n>1
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Si E es medibe, entonces lo serd cada E,, y us(E) = us(E,). Si us(E,) = ps(E£) > 0, por
las propiedades presentadas en la Nota 7.2.5 y las inclusiones de (7.2.3) se tendria que

+oo = ZM3(En) = /3 (U En> <3,

n>1 n>1

lo que no puede suceder. Por otro lado, si us(E) = 0, entonces pz(E,) = 0 para todo n y
por lo tanto

1= p3((0,1]) < ZNs(En) =0,

n>1

lo que es imposible. Concluimos que el error fue suponer £ medible.

Definicién 7.2.6. Sea A C R”, diremos que A es medible si para todo r > 0, AN B(0,r)
es medible. En tal caso, su medida se define por

w(A) = lim ps(ANB(0,7)). (7.2.4)

r—-400

Esta medida es la llamada medida de Lebesgue. El limite definido por (7.2.4) puede que
sea +00.

Nota 7.2.6. Claramente, si A es un conjunto medible acotado, F' una figura y R un
n-rectangulo, entonces ia(A) = u(A), juy(F) = 13(F) = u(F) y pio(R) = is(R) = p(R).

Nota 7.2.7. Si Ay C R™, Ay C R™, ... A,, C R", u,, la medida de Lebesgue en R™
y i la medida de Lebesgue en R™ x R™ x ... x R™ se calcula sin gran dificultad que

(AL X Ag x oo x Ay) = [T tn, (As).
=1

Teorema 7.2.2. Sea, {Ay} una familia de conjuntos medibles. Entonces:

1. A§ es medible;

2. U Ak es medible;

keN

3. N Ax es medible.

keN

Demostracion. Para simplificar la demostracién supondremos A; acotado y |J Ag
kEN
cerrado y acotado.
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1. Sea € > 0, entonces existe un compacto K y un abierto # tales que K C Ay C 0y
WO\ K) <e.Sear >0y Bx(0,r) la bola de centro 0 y radio r con la norma || - ||,
es decir, B (0,7) = [—r,7]", entonces

0° N Bso(0,7) C AN Boo(0,7) C KN — (r+ ), (r+ )", Vd>0
y como
(KN] = (r+06), (r+6)[")\ (0°N B (0,7)) C (O\K)U (] = (r+6), (r+0)["\Bso(0, 7))
se obtiene
p((KN)=(r+0), (r+0)[")\(0°NBx(0, 7)) < p(O\K)+p(]—(r+0), (r+6)["\Bx(0,7)) =

w@\ K)+ (2r)" — (2r +20)" V6 >0,

debido a que u(A\B) = u(AUB)—u(B) (ver Nota 7.2.3 propiedad 3). Asi concluimos
w((Ken] = (r+9),(r+0)[")\ (0°N By(0,7))) < ey por lo tanto A] N By (0,7) es
medible para todo r > 0.

2. Sea € > 0, entonces para todo k € N existe un compacto My y un abierto 6 tales
que My, C Ay, C 0,y u(0r \ M) < e/2%. Debido a que

U\ Mec 0\ M [0\ M),

keN keN keN keN keN

concluimos p( | 0 \ U Mg) < ey por lo tanto |J Ax es medible.
keEN  keN kEN

3. Se obtiene gracias a los dos resultados anteriores.

A continuacién presentamos un resultado cuya demostracién escapa a los objetivos de
este capitulo.

Teorema 7.2.3. Sea {Ax} una familia de conjuntos medibles, tales que A N A, =0 si

k # p. Entonces,
I (U Ak) = n(Ag).

keN keN

Proposicién 7.2.1. p(0) =0 y u(A+ Z) = u(A) para todo conjunto medible A C R™ y
7 eR"
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Demostracion. Es directo (ver Nota 7.2.1). []

Teorema 7.2.4. Sea {Ax} una familia de conjuntos medibles creciente, es decir, Ay C
Ay C ... Ay C A1 C ... Entonces

a (U Ak) - kgrfoou(Ak)'
keN

Demostracion. Sea By = Ay, By = As \ Ay ... By = Ay \ Ax_1. Observamos que
U B =] 4
keN keN

Como los conjuntos B, son disjuntos, utilizando el Teorema 7.2.3 se obtiene

1t (U Ak> = 1L (U Bk) = u(By)

keN keN keN

N—+oco N—+oo
k= k=2

N N
= M > p(B) = dim (A + ) p(Ay) — p(Ar) = Jim p(Ay).
=1

il

Teorema 7.2.5. Sea {Ax} una familia de conjuntos medibles decreciente, es decir, Ay D
As D ... A D Ags1 D ... Entonces

1 <ﬂ Ak) = Jim_p(Ay).

keN

Demostracion. Definamos By = (), By = A \ As..., A, = A1\ Ap que resultard ser
una familia creciente de conjuntos medibles. Utilizando el teorema anterior, se obtiene
que

I (U Bk) = lm p(By) = p(Ax) — Hm p(Ay).

k—+4o00 k—4o00
keN

Por otro lado

UBk:Al\ﬂAlm

keN keN

concluyendo asi el resultado. []
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7.3. INTEGRAL DE FUNCIONES POSITIVAS

7.3 Integral de funciones positivas

Definicién 7.3.1. Sea f : R® — R, una funcién positiva, denotamos
0, f]={(Z,y) eR" xRy : 0<y < f(D)}.

Diremos que la funcién f es medible, si el conjunto [0, f] es medible en R™ x R. Si ademas,
1([0, f]) < +oo se dird que f es integrable y su integral en R™ estard definida por

/f:u@Jn (7.3.1)

Notaremos por M, (R™) al conjunto de todas las funciones positivas medibles.

Ejemplo 7.3.1. Sea A C R™ un conjunto medible y 8 > 0. Definamos la funcién f : R" —

R, por
o | B siTeA
f(x)_{() so T ¢ A.

Entonces, debido a que pu(A¢ x {0}) = 0 se tendra

/f:mmJD:MAxmﬁuqumbzﬁmm

Teorema 7.3.1. Sea { fy} una sucesion de funciones positivas integrables tal que { f.(Z)}
es una sucesion decreciente y f el limite puntual, es decir, f(¥) = kh’m fr(Z). Entonces,
—400

[ = din_[ £

f es integrable y

Demostracion. Se observa que

(Zy)€[0,fle0<y< fi(@)VEeN&s (Z,y) €[0,fi] VEeN& (7,y) € ﬂ[o,fk],
keN

por lo tanto, utilizando el Teorema 7.2.5, obtenemos

(0, f]) = lim p([0, fi]) < oo
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Teorema 7.3.2. Sea {fr} una sucesion creciente de funciones positivas medibles e inte-
grables convergiendo puntuamente a la funcion positiva, medible e integrable f. Entonces,

[=din_[ £

Demostracion. Claramente [0, f] = |J [0, fx], por lo que utilizando el Teorema 7.2.4 se
k>1
obtiene el resultado. []

7.4 Funciones simples

Definicién 7.4.1. Una funcién f : R® — R se dice una funcion simple, si existe un

numero finito de conjuntos medibles disjuntos en R", Ay, A, ..., A,,, vy la misma cantidad
de ntimeros reales y1, 4o, . . ., Yy, tales que
Yi si @ c Az
F@E=90 s #¢ U A (7.4.1)
i=1
Si para un conjunto A C R"”, escribimos su funcién indicatriz
- 1 si e A
U(7) = { 0 si F¢ A (7.4.2)
la definicién anterior se reduce a poder escribir la funciéon f de la forma
F@) =) v ().
i=1
Si para todo ¢ = 1,...,m se tiene u(A;) < 4+00, diremos que f es integrable y su integral

estarda definida por

/f ::iyiu(fli).

Teorema 7.4.1. Sean f y g dos funciones simples e integrables, entonces para todo A € R
se tiene que f + Ag es una funcion simple e integrable y

/(fﬂg)z/fﬂ/g

Demostracion. Es directo. []
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