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Topoloǵıa

Problema 1

Dados A y B conjuntos en un e.v.n. ~E , demuestre que:

int(A ∩ B) = int(A) ∩ int(B).

int(A ∪ B) ⊇ int(A) ∪ int(B) (dé un ejemplo donde no hay igualdad).

adh(A ∪ B) = adh(A) ∪ adh(B).

adh(A ∩ B) ⊆ adh(A) ∩ adh(B) (dé un ejemplo donde no hay igualdad).

adh(A) = int(A) ∪ Fr(A)
donde Fr(A)= { ~x ∈ ~E : B(~x, ε) ∩A 6= ∅ y B(~x, ε) ∩Ac 6= ∅ ∀ε > 0 } .

A ⊆ B =⇒ int(A) ⊆ int(B) y adh(A) ⊆ adh(B).

int(A) ∩ B = ∅ ⇔ int(A) ∩ adh(B) = ∅.

adh(A) = → E y int(B) ∩ A = ∅ =⇒ int(B) = ∅.

int(Ac)= adh(A)c.

adh(Ac)= int(A)c.

Problema 2

a) Demuestre que en el e.v. IR2 la función:

||~x||c = [
x1

2

9
+ 4x2

2]
1
2

es una norma. Dibuje B(0,1).
b) Demuestre que en el e.v. C([a, b], IR ) la función:

||f ||2 = [
∫ b

a

f(t)2dt]
1
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es una norma.



Problema 3
Dado:

A = { (−1)n

n
}

n∈IN
∪ ((
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2

,
1
2
) ∩Q)

(donde Q son los racionales). Hallar int(A), adh(A), Fr(A).

Problema 4
Sea ~E un e.v.n., diremos que A ⊆ ~E es denso si adh(A)= ~E.

a) Demuestre que si A ⊆ B y A es denso entonces B es denso.
b) Demuestre que su A ⊆ IRn es denso ⇔ Para todo B abierto no vaćıo se verifica que B ∩A 6= ∅.
c) Probar que si A es denso y U es abierto =⇒ U ⊆ adh(A ∩ U).
d) Dé un ejemplo de denso en IR.
e) Se dice que ~E es separable si ∃ A denso numerable contenido en ~E, ¿es IR separable ?, ¿y IRn ? .

Sucesiones

Problema 5

En el e.v. C([0, 1], IR), se define:

||f ||1 = [
∫ b

a

|f(t)|dt]

a) Demuestre que || • ||1 es una norma.
b) Demuestre que la sucesión {fk} definida por:

fk(x) =

 1 si x ∈ [0, 1
2 ]

−2k(x− 1
2 ) + 1 si x ∈ [ 12 , 1

2 + 1
2k ]

0 si x ∈ [ 12 + 1
2k , 1]

es de Cauchy con la norma || • ||1, y que no es convergente.

Problema 6

a) Sea || • ||1 una norma en el e.v. ~E, y {ak} una sucesión de Cauchy respecto a dicha norma. Demostrar
que si ||• ||2 es otra norma equivalente a ||• ||1, entonces {ak} es sucesión de Cauchy también con respecto
a || • ||2. Si ~E es Banach con la norma || • ||1, ¿es ~E Banach con respecto a || • ||2?.
b) Demuestre que dos sucesiones de Cauchy (xk), (yk) ⊆ IRn tienen el mismo ĺımite si y solamente si:

ĺım
k→∞

||xk − yk|| = 0


