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1. Topología

(a) Para los siguientes conjuntos, determine interior, adherencia y frontera

i. A = f(x1; x2) 2 R2 : x1 = x2 ; x1 > 0g
ii. B = f(x1; x2) 2 R2 : x1 2 Q g
iii. C = f(x1; x2) 2 R2 : x1 > 0 ; x2 � 0 ; x2 � 1

x1
g

(b) Dados A;B � RN demuestre que

i. int (A \B) = int (A) \ int (B)
ii. int (A [B) � int (A) \ int (B), y de un ejemplo donde no haya
igualdad.

iii. adh (A [B) = adh (A) [ adh (B)
iv. adh (A \B) � adh (A)\adh (B), y de un ejemplo donde no haya

igualdad.

(c) Una seminorma en RN es una función f de RN a valores en R que
satisface

(a) f(x) � 0 para todo x 2 RN .
(b) f(cx) = jcj f(x) para todo c 2 R , x 2 RN .
(c) f(x+ y) � f(x) + f(y) para todo x; y 2 RN .

Sea f una seminorma y sea

K = fx 2 RN : f(x) � 1g
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Pruebe que K es cerrado, y además muestre que K es compacto si y
sólo si f satisface

f(x) = 0) x = 0

2. Límites y Continuidad

(a) Sea f : RN ! R continua, pruebe que para todo � 2 R

i. S� = fx 2 RN : f(x) � �g es un conjunto cerrado.
ii. I� = fx 2 RN : f(x) = �g es un conjunto cerrado.
iii. A� = fx 2 RN : f(x) < �g es un conjunto abierto.

(b) Sea f : A � RN ! B � RM , donde A es compacto, f es continua y
biyectiva. Pruebe que f�1 : B ! A es continua.

(c) Sea f : R2 ! R de�nida por

f(x; y) =

(
x2 + y2 si y � x
x2+y2

jxyj+jxj+jyj si y < x

Estudie la continuidad de f en R2

(d) Sea f : R2 ! R dada por

f(x; y) =
xp
x2 � y

i. Encuentre el conjunto donde f está bien de�nida, es decir en-
cuentre Dom (f), encuentre además adh (Dom (f)).

ii. Encuentre las curvas de nivel de f .

iii. Re�érase a la continuidad de f en Dom (f). Extienda f donde
sea posible.

(e) Sea U � Rn abierto no vacío. Sea h : U ! Rn un "homeomor�smo",
es decir, h es biyectiva y tanto h como h�1son contínuas. Además,
h es uniformemente contínua, esto es, h veri�ca que 8� > 0;9� >
0;8x; y tales que jjx � yjj < � ) jjh(x) � h(y)jj < � (la diferencia
con la continuidad es que el � no depende ni de x ni de y). Queremos
demostrar que bajo estas hipótesis, U debe ser igual a todo Rn: Para
esto:
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i. Pruebe que si U � Rn es abierto y cerrado a la vez, entonces
U = Rn ó U = ;:

ii. Pruebe que si {xn}n es una sucesión de Cauchy y h es uniforme-
mente contínua, entonces {h(xn)gn es también una sucesión de
Cauchy (en los espacios correspondientes).

iii. Recordando que en Rn una sucesión es convergente si y solo si es
de Cauchy, deduzca que U es cerrado y concluya.

3. Derivadas

(a) Pruebe que la función x 2 RN ! kxk 2 R no es diferenciable en 0.

(b) Una función f : RN ! R se dice homogénea de grado p 2 R si para
todo x 6= 0 y t > 0 si f(tx) = tpf(x). Pruebe que si f es diferenciable
y cumple

Df(x;x) = pf(x) 8 x 6= 0

entonces f es homogénea de grado p.

(c) Sea Q(x) =
Pn
i;j=1 cijxixj , donde cij = cji y Q(x) > 0 para todo

x 6= 0. Sea f(x) = [Q(x)]
p
2 , calcule Df .

(d) Sea f(x; y) = (xy)1=3

i. Usando la de�nición de derivada direccional, pruebe que

@f

@x
(0; 0) = 0 ;

@f

@y
(0; 0) = 0

Además muestre que �e1;�e2 son las únicas direcciones en las
cuales la derivada en (0,0) existe.

ii. Demuestre que f es continua en (0,0).

(e) Sea f : R2 ! R de�nida por

f(x; y) =

�
xy log jx� yj si y 6= x

0 si y < x

i. Justi�que que el dominio de f es R2 y demuestre que el conjunto
donde f es continua es

C = R2 n f(x; y) : x = yg
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ii. Calcule las derivadas parciales de f y pruebe que f es diferencia-
ble en C.

(f) Sea f : R2 ! R dada por

f(x; y) =

(
x+ y sinx

x2+y2
si (x; y) 6= (0; 0)

0 si (x; y) = (0; 0)

i. Muestre que las derivadas parciales de f existen en todo R2.
ii. Encuentre el conjunto donde f es diferenciable.

(g) Sea � > 0 y f : R2 ! R de�nida por

f(x; y) =

(
xjyj�
x2+y2

si (x; y) 6= (0; 0)
0 si (x; y) = (0; 0)

i. Determine para qué valores de � f es continua en 0.

ii. Calcule las derivadas parciales de f .

iii. Determine para que valores de � f es diferenciable en 0.

(h) Sea f(x; y) = x2y2

x2+y2
si (x,y)=(0,0) y f(0; 0) = a

i. Encuentre a de modo que f sea contínua en todo R2:
ii. Calcule @f

@x ;
@f
@y en todo punto (x,y) 6= (0; 0):

iii. Calcule, si existen, @f@x (0; 0);
@f
@y (0; 0):

iv. ¿Son @f
@x ;

@f
@y contínuas?.

(i) De�namos

u = 1
2 log(x

2 + y2); x > 0;

v = arctan( yx); x > 0;

Sea g(x; y) = f(u(x; y); v(x; y)) donde f = f(u; v) es diferenciable en
R2: Pruebe que

( @g@x)
2 + (@g@y )

2 = 1
x2+y2

((@f@u)
2 + (@f@v )

2)
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