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1. Topologia
(a) Para los siguientes conjuntos, determine interior, adherencia y frontera

1. A={(z1,22) €ER? : 21 =29, 21 > 0}
1. B= {(ZCl,xQ) cR? : 1 €Q }
III.C:{(iL'l,x2>€R2 : .’131>0,£L‘220,.’L‘2§%}

(b) Dados A, B € RY demuestre que

I. int (AN B) =int (A) Nint (B)

1. int (AU B) D int (A) Nint (B), y de un ejemplo donde no haya
igualdad.

1. adh (AU B) = adh (4) U adh (B)

1v. adh (AN B) C adh (A)Nadh (B), y de un ejemplo donde no haya
igualdad.

(c) Una seminorma en RY es una funcién f de RV a valores en R que
satisface

(a) f(x) > 0 para todo € RV,
(b) f(cx) = |c| f(z) para todo c € R , x € RV,
(c) f(z+y) < f(x)+ f(y) para todo 2,y € RN,

Sea f una seminorma y sea

K={zeRY: f(z)<1}



Pruebe que K es cerrado, y ademéds muestre que K es compacto si y
sélo si f satisface
fz)=0=2=0

Limites y Continuidad

Sea f : RY — R continua, pruebe que para todo A € R

. Sy ={x €¢RY : f(x) <A} es un conjunto cerrado.
. Iy ={zx € RN : f(x) = A} es un conjunto cerrado.
. Ay ={r € RV : f(x) < A} es un conjunto abierto.

Sea f: Ac RN — B c RM, donde A es compacto, f es continua y
biyectiva. Pruebe que f~!: B — A es continua.

Sea f : R?2 — R definida por

2?2+ siy>a

flz,y) = { z2+y?

FolHlelryl S1Y <2
Estudie la continuidad de f en R?
Sea f:R? — R dada por
x
fla.y) =~
e =y

I. Encuentre el conjunto donde f estd bien definida, es decir en-
cuentre Dom (f), encuentre ademas adh (Dom (f)).

11. Encuentre las curvas de nivel de f.

111. Refiérase a la continuidad de f en Dom (f). Extienda f donde
sea posible.

Sea U C R™ abierto no vacio. Sea h : U — R™ un "homeomorfismo",
es decir, h es biyectiva y tanto h como h~!son continuas. Ademsds,
h es uniformemente continua, esto es, h verifica que Ve > 0,30 >
0,Vz,y tales que ||z — y|| < 6 = ||h(z) — h(y)|| < € (la diferencia
con la continuidad es que el § no depende ni de x ni de y). Queremos
demostrar que bajo estas hipdtesis, U debe ser igual a todo R™. Para
esto:



I. Pruebe que si U C R" es abierto y cerrado a la vez, entonces
U=R"6U = .
11. Pruebe que si {x,}, es una sucesién de Cauchy y h es uniforme-

mente continua, entonces {h(z,)}, es también una sucesién de
Cauchy (en los espacios correspondientes).

1. Recordando que en R™ una sucesién es convergente si y solo si es
de Cauchy, deduzca que U es cerrado y concluya.

3. Derivadas

(a) Pruebe que la funcién z € RY — ||z|| € R no es diferenciable en 0.

(b) Una funcién f : RY — R se dice homogénea de grado p € R si para
todox # 0y t>0sif(tr) =tPf(z). Pruebe que si f es diferenciable
y cumple
Df(w:x) = pf(z) ¥ 40
entonces f es homogénea de grado p.
(c) Sea Q(z) = > I, cijxiz;, donde ¢;j = ¢j; y Q(z) > 0 para todo
z # 0. Sea f(z) = [Q(z)]?, calcule Df.

(d) Sea f(z,y) = (xy)'/?

I. Usando la definicién de derivada direccional, pruebe que

of _ of _

Ademds muestre que =eq, £es son las unicas direcciones en las
cuales la derivada en (0,0) existe.

11. Demuestre que f es continua en (0,0).
(e) Sea f:R? — R definida por

| ayloglz —y| siy#«x
f(x,y)—{ 0 siy<ux

1. Justifique que el dominio de f es R? y demuestre que el conjunto
donde f es continua es

C=R>\{(z,y) : 2=y}



11. Calcule las derivadas parciales de f y pruebe que f es diferencia-
ble en C.

(f) Sea f:R? — R dada por

- _ m“‘gQSJi:l:g si (x7y)7é(0a0)
fz,y) { 0" si(ny) -

I. Muestre que las derivadas parciales de f existen en todo R2.

11. Encuentre el conjunto donde f es diferenciable.

(g) Sea a >0y f:R? — R definida por

)2 si(ay) #(0,0)
flwy) = { :)Fy si (z,y) =

I. Determine para qué valores de o f es continua en 0.
11. Calcule las derivadas parciales de f.

111. Determine para que valores de o f es diferenciable en 0.

(h) Sea f(z,y) = Sz si (x.y)=(0,0) y £(0,0)=a

1. Encuentre a de modo que f sea continua en todo R?.
11. Calcule %, % en todo punto (x,y)# (0,0).
1. Calcule, si existen, %(0, 0), %5(0’ 0).

IV. jSon %, % continuas?.

(i) Definamos
u= $log(z® +y?), >0,
v = arctan(¥), = >0,

Sea g(x,y) = f(u(x,y),v(x,y)) donde f = f(u,v) es diferenciable en
R2. Pruebe que

(922 + (9202 = s ()2 + ()



