
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas U. de Chile

Ejercicios capitulo 2

Profesores: Rafael Correa, Pedro gajardo

auxiliares: Gonzalo Sánchez, Rodolfo Gainza

1. Sea f una función continua definida en un e.v.n. ~E con valores en un e.v.n ~F . Demuestre
que

a) Si B ⊂ ~F es cerrado, entonces f−1[B] ⊂ ~E también es cerrado.

b) Si B ⊂ ~F es abierto, entonces f−1[B] ⊂ ~E también es abierto.

c) f(Ā) ⊂ f(A) para todo A ⊂ ~E.

d) f−1[intB] ⊂ int(f−1[B]) para todo B ⊂ ~F .

e) f−1[B] ⊂ f−1[B̄] para todo B ⊂ ~F .

2. Demuestre que la función f : R2 → R definida por f(~x) = x1x2
2

x2
1+x4

2
si ~x 6= ~0 y f(~0) = 0 es

continua en todo punto de R2 salvo en ~0.

3. Demuestre que la función f : R2 → R definida por f(~x) = x1x2
‖~x‖2 si ~x 6= ~0 y f(~0) = 0, es

continua.

4. Demuestre que la función f : R2 → R2 definida por f(~x) = 1
‖~x‖2 (x2

1, x
2
2) si ~x 6= ~0 y

f(~0) = ~0, es continua.

5. Considere la función f : R2 \ {~0} → R definida por f(~x) = x1x2
‖~x‖22

. Demuestre que
ĺım

x1→0
( ĺım
x2→0

f(~x)) = ĺım
x2→0

( ĺım
x1→0

f(~x)) = 0 y que ĺım
~x→~0

f(~x) no existe.

6. Considere la función f : R2 \ {~0} → R definida por f(~x) = x2
1−x2

2
‖~x‖22

. Demuestre que
ĺım

x2→0
( ĺım
x1→0

f(~x)) = −1, ĺım
x1→0

( ĺım
x2→0

f(~x)) = 1 y, que ĺım
~x→~0

f(~x) no existe.

7. Sea f una función continua definida en un e.v.n. ~E con valores en un e.v.n. ~F . Demuestre
que el conjunto G(f) = {(~x, ~y) ∈ ~E × ~F : ~y = f(~x)} es cerrado en el e.v.n. ~E × ~F .

8. Sean f, g dos funciones continuas definidas en un e.v.n. ~E con valores en un e.v.n. ~F y,
sea A ⊂ ~E tal que f(~x) = g(~x) para todo ~x ∈ A. Demuestre que f(~x) = g(~x) para todo
~x ∈ Ā.

9. Sean ~E1, ..., ~En espacios vectoriales normados y sea pi la función del e.v.n. ~E = ~E1×...× ~En

en ~Ei, que a cada ~x ∈ ~E le asocia su componente ~xi ∈ ~Ei. Demuestre que esta función es
continua.
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10. Sea f una función continua definida en un e.v.n. ~E con valores en R. Demuestre que

a) Sλ = {~x ∈ ~E : f(~x) ≤ λ} es un conjunto cerrado para todo λ ∈ R.

b) Iλ = {~x ∈ ~E : f(~x) = λ} es un conjunto cerrado para todo λ ∈ R.

c) Aλ = {~x ∈ ~E : f(~x) < λ} es un conjunto abierto para todo λ ∈ R.

11. Sea f una función continua y biyectiva, de un compacto A de un e.v.n. ~E en un conjunto
B de un e.v.n. ~F . Demuestre que la función f−1 : B → A es continua.

12. Sea f una función continua definida en Rn con valores en R. Si f verifica la propiedad:
para todo L ∈ R+ existe k0 ∈ N tal que ‖~x‖ ≥ k0 ⇒ f(~x) ≥ L, demuestre que el
conjunto Sλ definido en el Ejercicio 10 es un compacto y que la función f alcanza su
mı́nimo en Rn.

13. Dado un e.v.n. ~E y dos puntos ~a,~b ∈ ~E demuestre que la función λ ∈ R 7→ ~a+λ(~b−~a) ∈ ~E

es continua. Con esto, demuestre que el intervalo [~a,~b] = {~a + λ(~b−~a) ∈ ~E : λ ∈ [0, 1]} es
compacto.

14. Demuestre que la función f : R+ → R definida por f(x) =
√

x es uniformemente continua
pero no es Lipschitziana.

15. Demuestre que toda función Lipschitziana es uniformemente continua.

16. Sea f una función uniformemente continua en una parte A de un e.v.n. ~E con valores en
un e.v.n. ~F . Demuestre que si {~xk} es una sucesión de Cauchy en A, entonces {f(~xk)} es
una sucesión de Cauchy en ~F . Demuestre que esta propiedad no se tiene necesariamente
si f no es uniformemente continua en A.

17. Sea l una función lineal definida en un e.v.n. ~E con valores en R. Demostrar que l es
continua si y solo si el conjunto N(l) := {~x ∈ ~E : l(~x) = 0} es cerrado en ~E.

18. Sea l una función lineal definida en el e.v.n. (C([a, b], R), ‖ · ‖1) con valores en R, por

l(f) =
b∫

a

f(x)dx. Demuestre que l es continua.

19. Sea l una función lineal definida en el e.v.n. (C([a, b], R), ‖ · ‖∞) con valores en R, por

l(f) =
b∫

a

g(x)f(x)dx, donde g es una función fija en C([a, b], R). Demuestre que l es

continua.

20. Sea l una función lineal definida en el e.v.n. (C([0, 1], R), ‖ · ‖1) con valores en R, por
l(f) = f(0). Considere en C([0, 1], R) la sucesión {fn} definida por fn(x) = 1 − nx si
x ∈ [0, 1/n], f(x) = 0 si x ∈ [1/n, 1]. Usando esta sucesión demuestre que l no es continua.

21. Usando el teorema del punto fijo de Banach demuestre que dado α > 0, la sucesión {xk}
constrúıda por la fórmula recurrente xk+1 = 1

2

(
xk + α

xk

)
, a partir de un valor x1 ≥

√
α,

converge a
√

α.
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Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas U. de Chile

Anexo capitulo 2 del apunte del curso MA22A año 2005

Profesores: Rafael Correa, Pedro gajardo

auxiliares: Gonzalo Sánchez, Rodolfo Gainza

P1 a) Sea B ⊆ ~F cerrado. Sea (~xn)n∈N ⊆ f−1(B) convergente a ~x ∈ ~E.
Como f es continua.

~xn−→ ~x⇒ f(~xn)−→ f(~x)

Además f(~xn) ∈ B ∀n ∈ N, y B es cerrado.

⇒ f(~x) ∈ B ⇒ ~x ∈ f−1(B)⇒ f−1(B) es cerrado.

b) Sea B ⊆ ~F abierto. Sea ~x ∈ f−1(B). Como B es abierto, ∃ ε > 0 tal que:
B(f(~x), ε) ⊆ B. Pero como f es continua,

(∃ δ > 0) tal que f(B(~x, δ)) ⊆ B(f(~x), ε) ⊆ B

luego:
B(~x, δ) ⊆ f−1(B)⇒ f−1(B) es abierto.

c) Sea A ⊆ ~E. Sea ~y ∈ f(A) ⇔ ∃ ~x ∈ A tal que f(~x) = ~y.
Como f es continua,

(∀ ε > 0) (∃ δ > 0)tal quef(B(~x, δ)) ⊆ B(f(~x), ε) ⊆ B.

Además como ~x ∈ A, ∀B(~x, η), B(~x, η)
⋂

A 6= φ.

⇒ φ 6= f(B(~x, δ)
⋂

A) ⊆ f(B(~x, δ))
⋂

f(A) ⊆ B(f(~x), ε)
⋂

f(A)

⇒ B(~y, ε)
⋂

f(A) 6= φ⇒ ~y ∈ f(A).

d) Sea B ⊆ ~F . Por (ii) f−1(
◦
B) es abierto. Además

◦
B⊆ B ⇒ f−1(

◦
B) ⊆ f−1(B).

Y como
◦

f−1(B) es el abierto más grande contenido en B ⇒ f−1(
◦
B) ⊆

◦
f−1(B).

e) Sea B ⊆ ~F . Como B ⊆ B ⇒ f−1(B) ⊆ f−1(B), este último es cerrado por (i).
Ahora bien f−1(B) es el cerrado más chico que contiene a f−1(B)
⇒ f−1(B) ⊆ f−1(B).
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P2 Por álgebra de funciones continuas, f es continua en todo R2\{(0, 0)}.
Para estudiar la continuidad en el punto {(0, 0)}consideremos la sucesión siguiente:
~xn = {( 1

n2 ,
1
n
)}−→{(0, 0)}, con esto:

f(~xn) =
( 1

n2 ) ∗ ( 1
n
)2

( 1
n2 )2 + ( 1

n
)4

=
1
n4

2
n4

=
1

2

Luego, f(~xn)−→ 1
2
6= 0, por lo que f no es continua en 0.

P3 Por álgebra de funciones continuas, f es continua en todo R2\{(0, 0)}.
Para estudiar la continuidad en el punto {(0, 0)}, sea (~xn)n∈N ⊆ R2, (~xn)−→{(0, 0)}

0 ≤ |f(~xn)| =
∣∣∣∣xn

1 ∗ xn
2

‖~xn‖

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ xn
1 ∗ xn

2√
(xn

1 )2 + (xn
2 )2

∣∣∣∣∣
Pero como a2 + b2 ≥ 2ab

0 ≤ |f(~xn)| ≤
∣∣∣∣ xn

1 ∗ xn
2√

2 ∗ xn
1 ∗ xn

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣√∗xn
1 ∗ xn

2√
2

∣∣∣∣−→ 0

Luego, f es continua en 0.

P4 Para ~x 6= 0 cada una de las funciones componentes es continua, por álgebra de funciones
continuas. Para ~x = 0 basta estudiar una de las funciones componentes, pues son analogas.
Sea (~xn)n∈N ⊆ R2, (~xn)−→{(0, 0)}

0 ≤ f1(~x
n) =

(xn
1 )2∥∥ ~xn

∥∥ =
(xn

1 )2√
(xn

1 )2 + (xn
2 )2
≤ (xn

1 )2√
(xn

1 )2
= |xn

1 | −→ 0

Por lo tanto,
f1(~x

n)−→ 0 y f2(~x
n)−→ 0

Con lo que
f(~xn)−→(0, 0) ⇒ fes continua en 0

P5 Sea (~x) = (x1, x2), se tiene:

ĺım
x1→0

ĺım
x2→0

f(~x) = ĺım
x1→0

ĺım
x2→0

x1 ∗ x2

x2
1 + x2

2

= ĺım
x1→0

x1 ∗ 0

x2
1 + 02

= ĺım
x1→0

0 = 0

ĺım
x2→0

ĺım
x1→0

f(~x) = ĺım
x2→0

ĺım
x1→0

x1 ∗ x2

x2
1 + x2

2

= ĺım
x2→0

0 ∗ x2

02 + x2
2

= ĺım
x2→0

0 = 0

Notemos ahora que,
ĺım
~x→~0

f(~x) no existe.
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Si el ĺımite existiera se tendŕıa:

ĺım
x1→0

ĺım
x2→0

f(~x) = ĺım
x2→0

ĺım
x1→0

f(~x) = ĺım
~x→~0

f(~x)

Pero, notemos que no es aśı, sea (~xn)n∈N = (( 1
n
), ( 1

n
)) −→

n−→∞
(0, 0), se tiene:

ĺım
n→∞

f(~xn) = ĺım
n→∞

( 1
n
) ∗ ( 1

n
)

( 1
n
)2 + ( 1

n
)2

=
1

2

Por lo tanto,
ĺım
~x→~0

f(~x) no existe.

P6 Sea (~x) = (x1, x2), se tiene:

ĺım
x1→0

ĺım
x2→0

f(~x) = ĺım
x1→0

ĺım
x2→0

x2
1 − x2

2

x2
1 + x2

2

= ĺım
x1→0

x2
1 − 02

x2
1 + 02

= ĺım
x1→0

x2
1

x2
1

= ĺım
x1→0

1 = 1

ĺım
x2→0

ĺım
x1→0

f(~x) = ĺım
x2→0

ĺım
x1→0

x2
1 − x2

2

x2
1 + x2

2

= ĺım
x2→0

02 − x2
2

02 + x2
2

= ĺım
x2→0

−x2
2

x2
2

= ĺım
x2→0
−1 = −1

Como los limites son distintos, ĺım
~x→~0

f(~x) no existe.

P7 Sea (~xn, ~yn) ∈ G(f) convergente a (~x?, ~y?) ∈ ~E × ~F es decir,

~xn−→ ~x? y ~yn−→ ~y?

por la definición de G(f) f(~xn) = ~yn ∀ n ∈ N
Ahora bien, como f es continua,

ĺım
n→∞

f(~xn) = f(~x?)

Luego,
ĺım

n→∞
~yn = ĺım

n→∞
f(~xn) = f(~x?) = ~y?

Por lo tanto (~x?, ~y?) ∈ G(f)⇒ G(f) es cerrado.

P8 Sea ~x? ∈ A, y sea ~xn−→ ~x?, con ~xn ∈ A ∀n ∈ N.
Como f y g son continuas, f − g es continua, y verifica que:

∀n ∈ N (f − g)(~xn) = 0

En el ĺımite, se tiene:
0 = ĺım

n→∞
(f − g)(~xn) = (f − g)(~x?)

⇒ f(~x?) = g(~x?)⇒ f(~x) = g(~x) ∀ ~x ∈ A
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P9 Sea ~x? ∈ ~E , ~x? = (~x?
1, ~x

?
2, . . . , ~x

?
n) , y sea ε > 0

Ocupando ‖ · ‖∞ , tomamos δ = ε y tenemos:

Si ~y ∈ pi(B(~x?, δ))⇒ ∃ ~x ∈ B(~x?, δ) tal que pi(~x) = ~y

Además se tiene

‖~y − pi(~x
?)‖ ≤ ‖~x− ~x?‖∞ < δ ⇒ ‖~y − pi(~x

?)‖ < δ = ε⇒ ~y ∈ B(pi(~x
?), ε)

Por lo tanto, pi es continua.

P10 a) Sea (~xn)n∈N ⊆ Sλ convergente a ~x ∈ ~E ⇒ ∀n ∈ N f(~xn) ≤ λ
Ocupando la continuidad de f

ĺım
n→∞

f(~xn) = f(~x)

Supongamos f(~x) > λ

⇒ ∃ ε > 0 tal que f(~x)− λ ≥ ε

Pero
f(~xn)−→ f(~x)⇒ ∃ N > 0 tal que ‖f(~xn)− f(~x)‖ <

ε

2

⇒ −ε

2
+ f(~xn) < f(~x) <

ε

2
+ f(~xn)⇒ f(~xn) +

ε

2
− λ ≥ ε

⇒ f(~xn) +−λ ≥ ε

2
∀n > N ⇒ f(~xn) > λ ∀n > N →←

⇒ f(~x ≤ λ⇒ ~x ∈ Sλ)

b) Sea (~xn)n∈N ⊂ Iλ , convergente a ~x? ∈ ~E ⇒ f(~xn) = λ ∀n ∈ N.
Como f es continua,

ĺım
n→∞

f(~xn) = f(~x?) = ĺım
n→∞

λ = λ⇒ ~x? ∈ Iλ ⇒ Iλ es cerrado.

c) Sea ~x ∈ Aλ ⇒ f(~x) < λ. Luego,

∃ ε > 0 tal que λ− f(~x) =
ε

2

Como f continua en ~x,

∃ δ > 0 tal que ‖~y − ~x‖ < δ ⇒ |f(~y)− f(~x)| < ε

2

Luego, ∀~y ∈ B(~x, δ),

f(~y)− λ = f(~y)− f(~x) + f(~x)− λ <
ε

2
− ε

2
= 0

⇒ f(~y) < λ⇒ ~y ∈ Aλ ⇒ Aλ es abierto.
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P11 Sea (~yn)n∈N una sucesión en B convergente a ~y?.

f biyectiva⇒ ∀n ∈ N ∃ ~xn ∈ A tal que f(~xn) = ~yn

Como (~xn)n∈N es una sucesión en A, y este es compacto, (~xn)n∈N tiene un punto de
acumulación ~z ∈ A. Sea (~xα(n))n∈N subsucesión de (~xn)n∈N, convergente a ~z.
Como f es continua

~yα(n) = f(~xα(n))−→ f(~z)⇒ f(~z) = ~y?

y por inyectividad ~z es único.

⇒ (~xn)−→ ~z ⇒ f−1(~yn)−→ f−1(~y?)⇒ f−1 es continua.

P12 Notemos que como Sλ ⊆ Rn para mostrar que es compacto, basta mostrar
que Sλ es cerrado y acotado. Por el problema 10 sabemos que Sλ es cerrado.
Por la propiedad, para L = λ + 1

∃M ∈ R tal que ‖~x‖ ≥M ⇒ f(~x) ≥ L = λ + 1

Suponiendo Sλ no acotado, ∃ ~xM ∈ Sλ tal que ‖~xM‖ ≥M

⇒ f(~xM) ≥ λ + 1⇒ ~xM /∈ Sλ →←

Aśı se tiene Sλ acotado, con lo que se concluye, Sλ compacto.
Como f es continua, alcanza su mı́nimo en Sλ es decir

∃ ~x? ∈ Sλ tal que f(~x?) ≤ f(~x) ∀~x ∈ Sλ

Además para ~y ∈ Sc
λ f(~y) > λ luego se tiene:

f(~x?) ≤ f(~x) ≤ λ < f(~y) ∀~x ∈ Sλ ∀~y ∈ Sc
λ

⇒ f(~x?) ≤ f(~x) ∀~x ∈ Rn

P13 Sea h~a~b : R−→ ~E definida por h~a~b(λ) = ~a + λ ∗ (~b− ~a)
Sea λ̄ ∈ R y (λn)n∈N−→ λ̄ , λn ∈ R ∀n ∈ N

ĺım
n→∞

h~a~b(λn) = ĺım
n→∞

(~a + λn ∗ (~b− ~a)) = ~a + ĺım
n→∞

(λn ∗ (~b− ~a))

= ~a + ĺım
n→∞

(λn)(~b− ~a) = ~a + (λ̄)(~b− ~a) = h~a~b(λ̄)

Por lo que h~a~b es continua. Notemos además que h~a~b([0, 1]) = [~a,~b]:

~x ∈ h~a~b([0, 1])⇔ ∃ λ ∈ [0, 1], h~a~b(λ) = ~x⇔ ~x = ~a + λ ∗ (~b− ~a)⇔ ~x ∈ [~a,~b]

Luego, como [0, 1] es compacto y h~a~b es continua , h~a~b([0, 1]) = [~a,~b] es compacto.
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P14 En el intervalo [0, 1
4
] la funcion

√
x es continua, y como [0, 1

4
] es compacto, es uniformemente

continua.
Para x ≥ y ≥ 1

4
notemos que:∣∣√x−√y

∣∣
|x− y|

=
1

2
∗ 1√

ξ
ξ ∈ [y, x]

Como ξ ∈ [y, x] ⊆ [1
4
, +∞]

⇒
∣∣√x−√y

∣∣
|x− y|

≤ 1

2
∗ 1√

1
4

= 1

Luego, se tiene que en [1
4
, +∞[ es Lipschitz, por lo tanto, uniformemente continua.

Asi en R+ es uniformemente continua.
Para ver que no es Lipschitziana en R+ notemos que con x = 1

n2 , y = 0∣∣∣√ 1
n2 −

√
0
∣∣∣∣∣ 1

n2 − 0
∣∣ =

1
1
n

= n

Como n es arbitrario, vemos que el cuociente no es acotado, por lo que no es Lipschitz.

P15 Como f Lipschitziana, ∃M > 0 tal que:

‖f(~x)− f(~y)‖ ≤M ∗ ‖~x− ~y‖

Sea ε > 0. Con δ = ε
M

‖~x− ~y‖ ≤ δ =
ε

M

⇒ ‖f(~x)− f(~y)‖ ≤M ∗ ‖~x− ~y‖ ≤M ∗ δ = M ∗ ε

M
= ε

Con lo que se concluye que f es uniformemente continua.

P16 Sea (~xk)k∈N una sucesión de Cauchy en A. Como f es uniformemente continua.

∀ε > 0 ∃ δ > 0 tal que ‖~x− ~y‖ ≤ δ ⇒ ‖f(~x)− f(~y)‖ ≤ ε

Como (~xk) es de Cauchy,

∃ N > 0 tal que ∀n, m > N ‖~xn − ~xm‖ ≤ δ

⇒ ‖f(~xn)− f(~xm)‖ ≤ ε

Por lo que (f(~xk))k∈N es de Cauchy.
Para ver un contraejemplo, basta considerar la funcion ln y la sucesin (xk)k∈N ⊆ ]0, 1[ con
(xk) = 1

k
que es de Cauchy.

|ln(xn)− ln(xm)| =
∣∣∣∣ln(

1

n
)− ln(

1

m
)

∣∣∣∣ = |ln(1)− ln(n)− ln(1) + ln(m)| =
∣∣∣ln(

m

n
)
∣∣∣

Luego, (ln(xk))n∈N no es de Cauchy.
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P17 Si ` es continua, basta notar que N(`) = `−1({0}). Y como un punto en R es cerrado, y la
preimagen por una función contina de un cerrado, es cerrado, se concluye.
Para la otra implicancia, supongamos que ` no es continua. Luego

∃ (~xk)k∈N ⊆ ~E tal que
‖`(~xk)‖
‖~xk‖

−→+∞⇒ ‖`(~xk)‖
‖~xk‖

= αk−→+∞

⇒ ∃ (~xk)k∈N ⊆ ~E tal que ‖~xk‖ = 1 ∀k ∈ N |`(~xk)| = αk−→+∞

Sea ~a ∈ ~E tal que `(~a) = α 6= 0

⇒ ~yk =
~xk

αk

− ~a

α
∈ N(`)

y además.

~yk−→
−~a

α
y `(

−~a

α
) = −1 6= 0→←

Pues ~yk ∈ N(`) ∀k ∈ N, que es cerrado.

P18 Basta notar que:

|`(f)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx = ‖f‖1

Luego, ` es continua.

P19 Se Tiene:

|`(f)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(g ∗ f)(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|(g ∗ f)(x)| dx =

b∫
a

|g(x)| ∗ |f(x)| dx

≤ sup
x∈[a,b]

f(x) ∗
b∫

a

|g(x)| dx = ‖f‖∞

b∫
a

|g(x)| dx

Luego, ` es continua.

P20 Veamos que fn−→~0 donde ~0 es la funcion constante 0.

‖fn − 0‖1 =

1∫
0

|fn(x)| dx =

1
n∫

0

|fn(x)| dx +

1∫
1
n

|fn(x)| dx =

1
n∫

0

|1− n ∗ x| dx +

1∫
1
n

|0| dx

= x− n

2
∗ x2

∣∣∣∣ 1
n

0

=
1

n
− n

2
∗ 1

n2
=

1

2 ∗ n
−→ 0
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Pero
`(fn) = fn(0) = 1 ∀n ∈ N y `(~0) = 0

Luego, ` no es continua en 0.

P21 Definamos f(x) = 1
2
(x + α

x
). Como f ′(x) = 1

2
(1− α

x2 ) para x >
√

α es positiva
⇒ f es monotona creciente en [

√
α, +∞[

Además f(
√

α) =
√

α⇒ f([
√

α, +∞[) ⊆ [
√

α, +∞[.
Para ver que es contractante,

x ≥ y ≥ 0
|f(x)− f(y)|
|x− y|

= f ′(ξ) ξ ∈ [y, x] ⊆ [
√

α, +∞[

⇒ 1

2
(1− α

x2
)
|f(x)− f(y)|
|x− y|

≤ 1

2
(1− α

ξ2
) ≤ 1

2

Por lo tanto f tiene constante de Lipschitz menor o igual a 1
2
. Ocupando el teorema de punto

fijo de Banach, f posee un único punto fijo, y es
√

α.
Pero si

xk ≥
√

α⇒ α

xk

≤
√

α ≤ xk

⇒ xk+1 − xk =
1

2
∗ (xk +

α

xk

− 2 ∗ xk) =
1

2
∗ (−xk +

α

xk

) ≤ 0

Por lo que xk es monotona decreciente, y acotada por 0 ⇒ xk es convergente. Por lo tanto
converge al unico punto de fijo de f ,

√
α.
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