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Instrucciones: Usted debe responder obligatoriamente las preguntas 1, 2 y 3. Ademas,
debe elegir entre las preguntas 4 y 5, y responder solamente una de ellas.

1. Sea A una matriz de n X n simétrica. Considere el siguiente problema de maximizacion:

(a)

(b)

Max TtAT
s.a. |||, =1
T eR"

Justifique por qué el méximo se alcanza.
Hint: Defina bien la funcion a la cual se le esta calculando el mazximo y considere
su dominio.

Demuestre utilizando multiplicadores de Lagrange, que el valor médximo de la fun-
cién objetivo es el mayor valor propio de A.

Hint: ||Z||, =1 & T'7 = 1. Ademds recuerde que A es valor propio de A ssi
3?0 € R” tal que A?O = )\?0

Considere ahora la descompocicion de A : A = P!DP, con P invertible y D una
matriz diagonal que contiene a los valores propios de A en su diagonal. Pruebe
que el Z'con el que se alcanza el méximo es tal que P = ¢; (con € el vector
canénico i) y tal que el maximo valor propio de A este en la posicion i,i de la
matriz D (i.e. D;; = Amax)-

2. Considere el cambio de variables a coordenadas elipsodiales:

T(r,0) = (z,y) = (arcosb,brsinb)

Las que son ttiles para trabajar con una elipse de semi-ejes de medida a,b en los ejes
x,y respectivamente.

(a)
(b)

Encuentre |det J(r, )| donde J(r, ) es el Jacobiano que representa a este cambio
de variables.

Demuestre, usando integrales multiples y estas coordenadas, que el drea de una
elipse de semi-ejes a y b es wab.

Hint: Para encontrar el limite superior de integracion para r, le puede ser til ver
cudnto debiera valer r en los vértices de la elipse.

3. Considere el sélido dado por:

V= {(@y,2)eR:224+y2+22<3,2>0,y>0,2>0}U
{(z,y,2) eER®:1<a? +y?+ 22 <4,2>0,y > 0,2 <0}

Se define la densidad de carga superficial p(z,y, z) como la cantidad de carga por unidad
de volumen de este sélido. Suponga que

pz,y,2) = K (2% +9°) (2% +y° + 2°)

con K una constante conocida y positiva. Calcule la carga total contenida en el sélido,
es decir, calcule

/Z/ p(x,y, z)dzdydz



4. Considere el problema:

min  —2x — 6y + 22 — 2zy + 2y% + 222
s.Q. z+y<2
—x+2y<2
z2<3

(P)

Use el teorema de Karush-Kuhn-Tucker para determinar si
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5. Sea f:R? =R, f = f(u,v), una funcién de clase C? y arménica en R?, es decir:

son soluciones de (P).

82 f

ou?

W)+ LWy =0 v(u0) cR?
u,v) + 55 (u,0) = V(u,v

Sea g(z,y) = (e cosy, e”siny). Demuestre que f o g también es arménica en R2.

Tiempo: 3 horas.



