
PAUTA CONTROL 2 PREGUNTA 1

i) Sea n 2 N. Como sabemos que gn 2 A(�!E ;�!F ) 9 � > 0 t.q.gn(x) <

� 8x 2 �!E ) gn(
�!
E ) es un conjunto acotado ) gn(

�!
E ) es un conjunto acotado.

Además gn(
�!
E )es un conjunto cerrado (pues la adherencia de todo conjunto es

cerrado), y como
�!
F es de dimensión �nita, se tiene que gn(

�!
E )es un conjunto

compacto. Luego, f toma valores en un conjunto compacto, y como es continua,
y la función jj � jj también es continua, se cumple entonces que 9 ' > 0 tq

f(z) � ' 8 z 2 gn(
�!
E )) f(z) � ' 8 z 2 gn(

�!
E )) (f � gn) 2 A(

�!
E ;
�!
G):

Sea " > 0: PDQ: 9 n� 2 N tq jjf(gn(x))� (f(g(x))jj < " 8 x 2
�!
E ;8 n � n�:

En efecto:

f es uniformemente continua ) 9 � > 0 tq 8 u; v 2 �!F ; jju � vjj < � )
jjf(u) � f(v)jj < ". Pero gn converge uniformemente a g ) 9 n� tq jjgn(x) �
g(x)jj < � 8 x 2 �!

E ;n � n�:Así, tomando en la de�nición de continuidad
uniforme de f , u = gn(x) y v = g(x), se cumple que 8 n � n�;8x 2

�!
E ; jjgn(x)�

g(x)jj < � ) jjf(gn(x))� (f(g(x))jj < ": Que es lo que queríamos demostrar.

ii) a) Sean g; h 2 C([0; 1];R):jT (g)�T (h)j = j
1Z
0

f(t)g(t)dt�
1Z
0

f(t)h(t)dtj =

j
1Z
0

f(t)[g(t) � h(t)] �
1Z
0

jf(t)j � (jg � h(t)j)dt � jjg � hjj1 �
1Z
0

jf(t)jdt (por

de�nición de jj jj1)) T es Lipschitzeana ) T es continua.

b) Sea pk sucesión de polinomios convergente a f (que sabemos que existe

por el teo. de Weirstrass). Sea pk =
mkX
n=0

anx
n:Así, T (pk) =

1Z
0

f(x)

mkX
n=0

anx
ndx =

mkX
n=0

an

1Z
0

f(x)xndx = 0 (por hipótesis). Pero como T es continua, 0 = limk!1 T (pk) =

T (limk!1 pk) = T (f). Es decir, tenemos que T (f) = 0 ,
1Z
0

f2(x)dx = 0 )vuuut 1Z
0

f2(x)dx = 0 ) jj f jj2 = 0) f = 0:

iii) Sea f una función continua en [0; 1] no diferenciable. Por Weirstrass,
9 qk sucesión de polinomios convergente uniformemente a f . Sabemos que todos
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los polinomios son C1, i.e., tenemos una sucesión de funciones C1convergente
uniformemente a f no diferenciable, que es lo que queríamos encontrar.
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