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1. Sea
�!
E = C0([0; 1];R) = f f j f : [0; 1]! R; f es continua en [0; 1]g espacio vectorial normado, con la norma:

kfk1 = sup
x2[0;1]

jf(x)j

Muestre que el conjunto Ar = ff 2
�!
E j 8x 2 [0; 1]; f(x) < rg; con r 2 R+; es abierto.

2. Sea
�!
E un espacio vectorial.

De�nición: Se dice que A � �!E es un conjunto convexo si para cada par de puntos x; y 2 A y todo escalar � 2 [0; 1] se
cumple que �x+ (1� �)y 2 A (o de forma equivalente, 8�; � � 0 tal que �+ � = 1; �x+ �y 2 A).

(a) Sea k�k una norma en �!E : Muestre que el conjunto B(0; 1) = fx 2 �!E j kxk � 1g es un conjunto convexo.

(b) Sea � :
�!
E ! R+ [ f0g una función que veri�ca:

i. �(x) = 0, x = 0

ii. 8x 2 �!E ; 8� 2 R; �(�x) = j�j �(x)
Demuestre que :

C := fx 2 �!E : �(x) � 1g es convexo , �(�) es una norma en �!E :

Hint: Para la implicancia hacia la izquierda, para cualquier x; y 2 �!E nf0g considere el punto z := 1
�(x)+�(y) (x+ y)

y demuestre que existen escalares �; � � 0; tal que �+ � = 1 y tal que

z = �
x

�(x)
+ �

y

�(y)

y note que x
�(x) 2 C;

y
�(y) 2 C:

3. Dado p > 0 se de�ne en Rn (n � 2) la "norma":

kxkp =
 

nX
i=1

jxijp
!1=p

, kxk1 = max
1�i�n

jxij ; donde x = (x1; :::; xn):

(a) Considere n=2 y haga un bosquejo de la bola unidad Bp = fx 2 Rn j kxkp � 1g para p = 1
2 ; 1;

3
2 ; 2; 3;1:

(b) Muestre que para 0 < p < 1; k�kp no es una norma. Para demostrar esto considere los puntos x = (1; 0; 0; :::; 0),
y = (0; 1; 0; :::; 0) y muestre que kx+ ykp > kxkp+kykp : (Esto también se puede notar en un dibujo, cuando n=2,
y p=1/2, veri�cando que B1=2 no es un conjunto convexo, y asi contradice P2(a)).

(c) Muestre que 8x 2 Rn; limp!1 kxkp = kxk1 : Para esto primero demuestre que kxk
p
1 �

Pn
i=1 jxij

p � n kxkp1 :
(d) Muestre que para p � 1; k�kp si es una norma. Para demostrar la desigualdad triangular:

i. Veri�que que la función t 7�! tp de�nida en (0;1) es convexa (Hint: derive). Luego, de la de�nición de
convexidad (vista en el curso de cálculo) resulta que 8a; b 2 (0;1); 8�; � � 0 tal que �+ � = 1; se tiene que:

(�a+ �b)p � �ap + �bp

ii. Con lo anterior muestre que 8�; � � 0 tal que �+ � = 1; 8x; y 2 Rn

nX
i=1

j�xi + �yijp �
nX
i=1

(� jxij+ � jyij)p �
nX
i=1

(� jxijp + � jyijp)

y concluya que k�x+ �ykpp � � kxk
p
p + � kyk

p
p :

iii. Considere x; y 2 Bp y muestre que entonces k�x+ �ykp � 1: De aquí concluya que la bola unidad Bp es
convexa y utilizando el problema 2 concluya.


