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. . . 1Gp_2+tb .
1. Demostrar que la sucesion {a, } definida por la recurrencia a,, = M, agp = a1 = 1 es diver-

2

gente si b>1

Solucién: Supongamos que existe el limite de la sucesidén. Sea L este limite luego se tiene que:
liMmp—osctn = liMp—acln_1 = liMp_ocpn_2 = L

de este modo, en el limite la recurrencia se reduce a la ecuacion

_ L-L+b
L= 2

resolviendo la ecuacién anterior se concluye que si el limite existe debe tener la forma
L=1+£v1-0

ahora si b es mayor que 1 = L ¢ R pues 1 — b < 0 y asf la sucesién diverge
2. Calcular los siguientes limites
a) limy_son(l — (1 —a/n)/?3)

(a)
(b) limp—oov/n(vn+1—/n)
)

. 2 —
() limn—oo(ft5ng)"

(d) limn oo 7o - cos(n’m)

Solucién:
(a) Recordando del colegio la factorizacién de la diferencia de cubos 23 —y3 = (z —y) (2% + 2y +y°)

se tiene

. —a/n)/? —a/n)?/? . nil—1lra/n
limp—oon(1 — (1 — a/n)l/g) : 118_4,1;1/318_(1;";2/3 = liMy—oo 1+(1_a/53)1/13+_~_(/1_)a/n)2/3

lo cual equivale a escribir

limpy—oon(l — (1 — a/n)Y3) = lim, o0 1+(17a/n)1/g+(17a/n)2/3 =4

Vnti+yn

(b) Multiplicamos la expresién por NEsERy I asi
iMoo V(W F T = /) - SELEVE — lim,, oo Y20

lo cual es lo mismo que

14+1/n+1
() Comon?+2n—-3=(n+3)(n—1)yn*—5n+4=(n—4)(n— 1) luego la expresién queda

n?42n-3 n+3 Ry

it oo (B 2880 = L, oo (BE3)™ = Limy oo (527
recordando que lim,, (1 + £)" = e, Vo € R sigue que

2 -
- n“4+2n—3 I
Limy—oo (1inry)" = limn oo




(d) Recordando que el recorrido de la funcién coseno es [—1,1] se deduce que la sucesién u, =
2

2

cos(n’m) es acotada, como ademds la otra sucesién v, = 51 ©s convergente a cero por un

. Ve 2
resultado estudiado en catedras se deduce que n?—ﬂ - cos(n?r) — 0 cuando n — oo

3. Sea {a,} una sucesién de niimeros reales que diverge a +o0o pruebe las siguientes propiedades

(a) Pruebe en estas condiciones la sucesién {%} converge a cero y muestre que la reciproca no es
n

valida

(b) Pruebe que si b, — [ > 0 entonces a,b, — +00

(¢) (Propuesto) Muestre con ejemplos que si b, — 0, pueden tenerse los casos a,b, — 0, a,b, —

400y apby, = 1#0

Solucién:
Lo primero que debemos saber es que si una sucesién {a,} tiende a 400 entonces cumple que
(VM > 0)(3ng € N)(Vn > 0)a,, > M luego

1

(a) Sea e > 0 por propiedad arquimediana de los reales existe un M > 0 tal que e = - usando

4. (Propuesto) Se define la sucesién u,, mediante la recurrencia: ug = 1, upy1 = uy +

(a
(b
(c

)
)
)
)

M
este M en la definicién anterior se tiene que (VM > 0)(Ing € N)(Vn > 0)a, > M ademds

M > 0= (Yn > ng)a, > 0= a, = |a,]| reescribiendo todo (Ve > 0)(Ing € N)(¥n > 0)|a,| >

1 1 : ; 1
T = |Z| < € lo cual equivale a decir que {Z} converge a cero.

, (1 . . —1"
Para mostrar que la reciproca no es valida basta tomar la sucesién definida por a,, = 2 M PY

n
cual claramente converge a cero pero (—n)™ no diverge a 400

Usando el hecho que b,, es una sucesién covergente a [ > 0 tomando un epsilon igual a % >0
se cumple que (Elnél) e N)(Vn > nél))|bn — 1| < £ de donde se deduce que (Vn > nél))bn > L
Ahora sea M > 1 no es dificil convencerse que existe un k£ € N tal que % > ﬁ
Finalmente usando el hecho que a, — 400 se tiene que (En((f) € N)(Vn > n((f))an > M
: : _ 1 )
asi, definiendo ng = max{ngy’,ny"’}
(VM > 1)(3ng € N)(Vn > no)an, > M* 1 A b, > o
lo cual implica que
(VM > 1)(3ng € N)(Vn > ng)anb, > M
es decir, la sucesion a,b,, diverge a +0o (En la definicién de divergencia al infinito se requiere la
conclusion VM > 0, el caso M € (0, 1) se los dejo propuesto pues no reviste mayor complejidad.)

2— Uy
14+2uy,

Demostrar que si 0 < u < 2 entonces 0 < u + 12_:272 <2

Deducir que {u,} es acotada

Demostrar que {u,} es creciente

(d) Deducir que {u,} es convergente y calcular su limite



