Pauta Problema 3

Sea (A, +, ) un anillo (no necesariamente con unidad). Paran € Z 'y Q € A se define

na=a+a+..+asin>0;0a=04€A sin=0
—_——
n veces
y na=(—a)+(—a)+ ...+ (—-a) sin<0

-
—n VeCes

Ademés, puede usar, sin demostrar que:

(Ym,n € Z)(Va,b € A)(n +m)a = na+ ma
n(ma) = nma; a(nb) = nab

Considere en (Z x A) las leyes suma y producto definidas por
Suma: (n,a) ® (m,b) = (n+m,a+b)
Producto: (n,a) ® (m,b) = (n,m,nb+ ma + ab)
Demuestre que (Z x,®,®) es un anillo con unidad. En efecto (Z x @) es grupo Abeliano pués
@ es cerrada en Z X A pués (n+m,a+b) € Z x A.
@ es asociativa y conmutativa puesto que + en Z y + en A asocian y conmutan en esos anillos.
Neutro para ®: (0,04) € Z x A pués

(n,a) ® (0,04) = (n+0,a+04) = (n,a) = (0,04) ® (n,a)
Simétricos: V(n,a) € Z x A existe (—n,—a) € Z x A tal que
(n,a) & (—n,—a) = (n —n,a(-a)) = (0,04)

por lo tanto (Z x A, ®) es grupo Abeliano. (1.0 pto.)

© es asociativa. Por demostrar que V¥(n1,a1), (ne2,as2), (ns,a3) € Z x A se cumple
(n1,a1) © [(n2,a2) ® (n3,a3)] = [(114,01)) © (n2,a2)] © (n3, a3)

En efecto (n1,a1) ® [(ne2,a2) © (n3,a3)] = (n1,a1) ® (nang,n2as + nzaz + azaz) = (nyinang, ninqaz +
n1n3az +n1a2a3 +nan3a; +neaiaz +n3ai102 +arazas) y [(n1,a1) © (n2,a2)] © (n3,a3) = (nin2,niaz +
n2ay + araz) © (n3,as) = (n1ngng, nin2a3 +n3niaz +n3nga; + n3a1a2 + 110203 +n20103 + a1azaz) y
estos desarrollos son iguales si se consideran la asociatividad y propiedades de la definicién en el anillo
(4,+,7) (0.5 ptos.)

Distributividad
(n1,a1) © [(n2,a2) ® (n3,a3)] = (n1,a1) © (n2,a2) ® (n1,a1) © (n3,as)
En efecto

(nl,al) O) [(17/2,(12) &) (ng,ag)] = (nl,al) O] (’I’Lz +as,az + (13)

= (ning + ng),niaz + niag + naay + nzay + araz + aias)

(n1,01) © (n2,a2) ® (n1,a1) ® (n3,as) = (Ring,n1a2 + n2a; + araz)
©(n1as + niaz + nza; + aiaz)

= (n1(n2 + n3),n1az + n2a; + nias + ngay + a1az + aias3)



i)

iii)

y los desarrollos son iguales usando las propiedades de (A4, +, ) por lo tanto (Z X A, ®, ®) es un anillo.
(0.5 ptos.)
Unidad: (n,u) € Z x A es unidad de (Z x A,®,0) si V(m,b) € Zx A
(n,u) © (m,b) = (m,b) © (n,u) = (m, d)
Entonces

n-m =m
nb+mu+ub =b
>n=1€Zyl-b+mu+ub=b= mu+ub=0y

(nm,nb+ mu + ub) = (m,db) =>= {

y esto dltimo se cumple solo siu = 04(m-04+04b = 04). Asi (1,04) € Z x Aes unidad de (Z x A, B, ®)
(1.0 pto.)

Demuestre que las funciones

f:A>ZxA y 9:Z—>ZxA
a— f(a) = (0,a) n — g(n) = (n,04)

son homomorfismos inyectivos de los anillos (4, +,) y (Z,+,-) en el anillo (Z x A, ®, ®) respectiva-
mente.

En efecto: f inyectiva f(a) = f(b) = (0,a) = (0,b) = a = b.
Morfismos:
Para & f(a)® f(b) = (0,a) ® (0,b) = (0,a+b) = f(a+b)
Para © f(a) ® f(b) = (0,a) ® (0,b) = (0,0b + Oa + ab)
= (0,ad) = f(ab)

(0.8 ptos.)
g inyectiva g(n1) = g(n2) = (n1,04) = (n2,04) = n1 = n2
Morfismos:
Para @ g(n1) @ g(n2) = (n1,04) ® (n2,04) = (n1 +n2,04) = g(n1 + n2)
Para © g(n1) ® g(n2) = (n1,04) © (n2,04) = (12,1104 + 1204 +0404)
= (n1n2,04) = g(ninsy)
(0.7 ptos.)

Considere en lugar de (A4, +,-) el cuerpo (Zs, +, -) Muestre que el anillo (Z X Zs, ®, ®) tiene divisores
del cero

Es (Z x Z5,®,®) un cuerpo?

Bastara tomar, por ejemplo (0,[als) y (n,[b]s) en Z x Zs y plantear (0,[a]s) ® (n,[b]s) = (0,[0]5) =
cero en Z x Zs. Entonces (0 - n,0 - [b]s + n[a]s + [0]5[b]s) = (0,n[a]s + [ab]s) = (0,[0]s).

De esto, si tomamos, n = 1,[a] = [1] y [b] = [4] se tiene:
nlals + [abls = 1{1]s + [4]s = [5]s = [0]s = (0, [1]s) © (1, [4]5) = (0, [0]s)
Ast, (0,[1]5) # (0,[0]s) ¥ (1, [4]s) # (0,[0]5) son divisores del cero de (Z x Zs, ®,®) (1.2 ptos.)

(Z x Zs,®,®) no puede ser cuerpo porque tiene divisores del cero. (0.3 ptos.)



