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[1] Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones, justificando claramente su respuesta. Sean

f,g: A — B funciones.

= f estrictamente creciente implica f inyectiva.
= f biyectiva implica que f no es par.

» A=a,b], a <by f inyectiva entonces f(a) < f(b) implica f(z) > f(a) para todo z €]a,b].

s Para todoz € R cos(%) = _\/@_

» Para todo a,f € R tg(a+8) = %

» En un tridngulo de lados a b y c se satisface que a? = b? + ¢ + 2bcsen(a + %), con « el 4ngulo

interior opuesto al lado a.

» Si p(n) y g(n) son dos polinomios de grado 10 y 11, respectivamente, y con raices negativas,

— p(n)
entonces u, = gy converge a 0.
» La sucesién a"n* con 0 < a <1y k € N diverge a +oc.

. sen(n .
» La sucesion # diverge.

= Una sucesién monétona y acotada es convergente.

= Toda sucesién convergente es acotada.

= Toda sucesiéon de Cauchy es convergente.

» Sean (up) y (vn) dos sucesiones convergentes a u y v respectivamente, tales que u, < v, para

todo n € N. Entonces, u < v.
= Una sucesién acotada posee al menos un punto de acumulacion.
= El limite de la sucesion a”—7: €es cero.
» Para todo z € R, z < 1 implica e* < ﬁ y paratodoz € R e* > 1+ z.
= La funcién a” es estrictamente decreciente para a > 1.

» La funcién log, : R — R es biyectiva y su inversa es logi .

» Para todo z € R% al8.(2) = 7.



» Para todo a > 0 log,(zy) = log,(z) + log,(y)-

[2] Para las siguientes evaluaciones de f(x) determinar el mayor subconjunto A de R donde f: A — Res
una, funcién. Ademads encontrar el conjunto imagen, ceros, intervalos de crecimiento o decrecimiento,
paridad, periodicidad, acotamiento, inyectividad, sobreyectividad y biyectividad. Realizar un grafico.

Lo () flz) =]zl (i) f(2) = (22 - 1)(2® - 9) " (iii) f(z) = Va?+2z -3
2. () f(2) = /&1 (i) f(2) = logs(z +|a]) (i) f(z) = 2"

3. () fla) =2’ —= (i) f(z) =[lz]] (i) f(z) = (z — [z])*.

4. (1) f(=)

méx{7, |z} (i) f(=) = min{7 [z]} (i) f(z) = (1 +2%) 7

22 si —1<z<0
o f(w)_{ z si O0<z<1
1
= 51 —1<z<0
— x —_—
6. f(x)_{—x si 0<z<1
z[2] s z< -1
7. f(z)= 2] si —1<z<1, z#0

[2—-22] si z>1

[3] Sea f:R — R con f(z) = 6x — x> — 5. Se pide analizar las funciones g : R — R dadas por
1L () g@) = f(@) (i) g(a) = 1f@)| (i) g(o) = f(l2) (v) g(@) = |f(a])].

[4] Dado h: R — R donde h(z + 1) = 22 + 3z + 2, se pide determinar h(z).

[5] Sea f:R\ {0} = R una funcién donde f(z) =z + 1.

Pruebe que f en el intervalo (0, 1) es decreciente, que en el intervalo (1, 00) es creciente.

2. Pruebe que para todo z > 0 es cierto que f(z) > 2. Muestre que f es impar y deduzca que
para todo z < 0, f(z) <2

3. Se define el conjunto A = {{/2: n € N\ {0}}. Pruebe que inf(4) =
Demuestre que inf(f(A)) = 2.

[6] Para la expresién fo(z) = loga(a_\/lm) con g > 1.

Determine el mayor subconjunto A para que f, : A — R sea una funcién.
Estudie el crecimiento de f,.

1
2
3. Demuestre que f, tiene un unico cero que denotaremos z(a).
4

Calcule inf
aleule _ inf fa(z) y iglfz(a)

5. Bosqueje el grafico de f,.

[7] Probar las siguientes identidades trigonométricas.

1. (i) sen?(z) tg(z) + cos?(z) cotg(x) + 2sen(z) cos(x) = tg(x) + cotg(x)
(ii) tg(x) + cotg(z) = sec(z) cosec(x)
2. (i) cos ( ) —sen*(z) = cos?(z) — sen?(x). (ii) (cosec(z) — cotg(z))? = L__Egzgg
sen? _ sec?(z)—sec(z) tg(x) ,::\ sen(x) tg(z) sec(z) _ 2cotg(z)+1
3. (1) 1+sen z) - cos?(z) : (11) cos(x) + cotg(x) + cosec(z) ~  cotg?(z)



[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]

[17]

4. (i) (sen(z) — cosec(z))? + (cos(z) — sec(x))? = tg?(z) + cotg?(x) — 1. (ii) (sec(z) — tg(z))? =

5. (i) 1 sen(z)sec?(£) + cos(z) tg(%) — sen(z) = 0 (i) cotg(;()’t_gc(;)g?,(w) + tg(xt)i(fg(%) =1
6. (i) sen(3z) = 3sen(x) — 4sen?(z) (ii) cos(3z) = 4 cos®(z) — 3 cos(z)

7. (i) (cos(% —sen(%))? =1 —sen(z). (ii) cosec(2z) — cotg(2z) = tg(z).

8. 3sen(z)sec?(%) + cos(z) tg(%) — sen(z) =0

1. Resolver la ecuacién cos(z) = 11@2”86).

Se necesita conocer la altura de un arbol ubicado en la ladera de un cerro. Para esto se ubican
dos puntos A y B sobre la ladera (A mds abajo que B) a una distancia d y colineales con la
base del arbol. Los dngulos de elevacién desde A y B hasta la cuspide del drbol son o y
respectivamente y el dngulo de inclinacién de la ladera es . Calcular la altura del arbol en
funcién de los datos «, 8,7 v d.

Demostrar que en todo tridngulo de lados a, b, ¢ y angulos interiores «, 8,y se cumple que

(i) beos(y) — ccos(B) = bzgcz (ii) a? sesr;(n’é;;;) + b? se;(ry(ﬂf‘) + QSe:e(na(;)’B).

Se afirma, que lim 2 2n2 +3
e = 0,0002 para todo n > no

. Determinar un ng tal que la diferencia entre 2n2 +3 y 2 sea, menor que

Considere las siguientes sucesiones convergentes, de término general a, y limite /.
Han=2yl=0 (i)an=%—-1yl=-1 (iii)an=2,yl=0.

Para cada uno de los siguientes valores de € encuentre el menor ng que verifique n > ng implica
lan, — 1] < e.

(()e=1 (ii)e=5 (iii) e =1075,

Usando la definicién de limite de una sucesién demostrar que

L (i) lim 322 = -3 (i) imlog 2t =0  (iii) lim {/a =1, a > 1
2. (i) lim = =0 (i) lim gL = 2 (i) 1im 2T = g,

Si (ay,) es una sucesién tal que lim ay, = limag,+; = a probar que lima,, = a.
Sea (uy,) una sucesién que verifica (Ing)(Ve > 0) n > ng = |u, —u| <e
Probar que el nimero de términos distintos de la sucesién es finito.

Pruebe la divergencia de las sucesiones siguientes utilizando dos subsucesiones que lo dejen de
manifiesto.
L (i) ap = (=1)"' 20 (i) @, = sen(%T) + cos(n)

Las sucesiones dadas dependen del valor de la constante a. Examinar en que casos pueden ser
convergentes.

1. (1) up = ﬁg‘ (ii) up = na™ (iil) u, = acos(nm)

2. () un= )" (i) un =/a+ L (i) S=F.

1. Probar que si a > b > 0 entonces lim {/a™ 4+ b" = a.



[18]

[19]

[20]

[21]

22]

[23]

[24]

[25]

[26]

2. Sean ai,...,ay reales positivos. Probar que la sucesién ({/af + --- + a}) converge y calcular
su limite.

2n—5
2n—7

Considere la sucesién (a,) definida por

1. Demuestre, usando la definicién de limite que (a,) converge a 1.
2. Determinar para cada valor de ¢ € Ry que términos de la sucesién quedan en el intervalo
[1 —¢,1+¢] y cuales quedan fuera.

Sea (a,) una sucesién de ntimeros reales. Se dice que a,, = +0o0 ((a,) diverge a +00) ssi se cumple
la siguiente propiedad (VM > 0)(Ing € N)(Vn > ng) an > M

1. Probar que a, — 400 implica que i — 0. ;Es vélido el reciproco?.
Probar que a, — +00 y b, — I > 0 implica que a,b, — +oo.

3. Mostrar con ejemplos que si a,, = +00 y b, — 0, pueden tenerse los casos: apb, — 0, apb, —
400 y apb, — 1 # 0. jSon posibles otros casos?.

Calcular los siguientes limites (si existen).

n . n n
1. (i) lm Y 57 (ii) lim ;;1 W (iii) lim {/n (iv) 1im% (v) 1im@

k=1
2. (i) limﬁ (i) lim &2 (iii) lim cos(am)?® (iv) im ¥/n3 +n2+n (v) 11m(§2;?7’)"
3. (i) Im{¢/n+1— ¢} (i) lim ;ﬁt\% (iif) lim (20 (iv) Tim (32t

(i) Hm [2] 2 (i) Um & [2]. (i) Im(Z2") "%, 2 >y > 0. (iv) imvnZ+n—n

(i) 1fm ¥/a® + b con @ > 1. (i) lim(1 + 2)"*1 (iii) lim(1 — 1)"

6. (i) Um(1+ )" (i) Um((1 + 5)")™+2 (i) m(-2=1)5  (iv) lim(%E2)2n,

Sea (uy) una sucesién de niumeros reales tales que existe r € [0,1) y existe ng € N de modo que
(Vn > no)|unt1]| < 7lunl.

Un+1
Un

(i) probar que u, — 0. (ii) si lim = r < 1 entonces limu, = 0.

La sucesién (uy,) definida por u1 = a+ 8, upt1 = a+ 5 — %, con a > 3> 0.
(i) Demuestre que u, = an;i:/’g?l (ii) Calcule limu,,. (iii) Estudie el caso a = 8 > 0.

2n sen(%)—kac2 )

Estudiar y graficar la funcién f : R — R definida por f(z) = lim(Z i

1. Calcular « y 3 tales que lim(vn? +n+1— (an+3)) =0
2. Si se sabe que limn(vn? +n + 1 — (an + B)) existe se pide calcular su valor.
n
Probar que si (a;) es una sucesién en R tal que a,, > 0 para todon € Ny s, = > a < M para
k=1

todo n € N, con M fijo en R, entonces (s,) converge.

Pruebe que las siguientes sucesiones (u, ), definidas por recurrencia, son monétonas y convergentes.
Calcule sus limites.

1. w1 =2, Up41 = v2 + ay- Indicacién: Probar por induccién que a, < 2.

. e cee 2
2. (i) ur = V2, any1 = V2a,. (i) u1 = 1, upy1 = VBup. (i) ug = 1, tny1 = 4/ H%



[27]

[28]

[29]
[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

3(14un)

3. (ur =4 tnp1 =4— 5. (i) w1 =3, uny1 =

3t+un
4wy = h, upy1 = ul +k COn0<k<iya<h<b, siendo a y b las raices de la ecuacién
22—z +k=0.
i ii nt1tUn
(l)u():(),un+1:un-|—3n%l+%. (11)u1:1’u2:%yun+2:—“+12 .

ur =1, u2 =2y Upy2 = /Upt+1Up.
Sean a,b € R4. Se definen las sucesiones (z,,) e (y,) mediante la recurrencia
1. @1 =a, Tnt1 = \/Tnln € Y1 = b, Yny1 = 22E¥2 Probar que se trata de sucesiones monétonas
y que lim z,, = lim y,,.

n
2. zy =) % —In(n) e yp = xp, — % Probar que z, e y, son convergentes y que tienen igual
k=1
limite.

Sea (z,) una sucesién en R. Probar que si las sucesiones (z2,), (Z2n+1) ¥ (£3,) son convergentes
entonces (z,) es convergente.

Sea un = 3(1 4 (—1)"). Probar que lim “t=ttn — 1

Demostrar que las sucesiones u, que satisfacen uno de los siguientes criterios son sucesiones de
Cauchy.

1. VneN, |[upt1 — up| < ¢", donde 0 < g < 1.

2. VneN, |upto — tUny1| < glny1 — up|, donde 0 < g < 1.

1
3. Vn €N, [uns1 — un| < ey

1)k
Estudiar la sucesién u, = ), ( li) .
k=1

Probar que si (a,) es una sucesién de términos positivos convergente a [ > 0, entonces,

1. la sucesion (u,,) definida por u, = {/s1 - 83 - - 8, también converge a [.

2. si se cumple que lim GZ% =1 > 0 entonces lim /a, =1

Si log(2) = 0,30 y log(3) = 0,48 (log es el logaritmo en base 10) calcular
(i) log(18) (ii) logs(2) (iii) log(1,08) (iv) logi(24).
3

1. Resolver log,(z) +log,(y) =2y =y = 9.
2. ;Qué restricciones debe satisfacer z para que la ecuacién logy (v +2) = log,(3z + 4) tenga
soluciéon?. Encuentre la solucién.
Resolver los siguientes sistemas:
1. (i) 2 =6Yy3®=32vF, (ii)a¥=9y"ya® =192
2. (i) 2t =371y 27 = 3V, (ii) a®*b% = mP y a3%b% = m!0.

3. (ax)log(a) — (by)log(b) y plog(z) — ,log(y)

. . n n+1 .
Considere el sistema loga(;”—m) =m?y loga(wT) = n?. Probar que si m y n son naturales consecu-

tivos entonces z = gmin{n.m}



2.

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]
[7]

(8]

Preguntas de controles de anos anteriores.

(-D)"EVT =22 si —1<z<0
Sea f(z) = [ﬁ]__ll si 0<z<3
si x> % or<—1

Pz—1]
1. Encontrar mayor conjunto A para que f: A — R sea una funcién.
2. Crecimiento y paridad
3. Ceros e interseccion con el eje OY.
4. Bosqueje un grafico.
1. Sea f:R — R con f(z) = mix{z|z|,z}. Demuestre que f es biyectiva y determine su inversa.

2. Sea g: R\ {-2,2} - R, definida por g(z) = m{T Pruebe que g no es inyectiva, haga un
bosquejo del gréfico y determine el conjunto g~ (] — 2, 2[).

Dada la funcién f : R — R definida por f(z) = z? — |z| — 2. Calcule I = inf{z/f(z) < 0} y

i = inf{f(z)/z <0}.

Sea f: R\ {-1,1} = R tal que f(z) = ‘i‘tll.

Demuestre que f no es inyectiva.
Calcular f~1([-1,1]).
Sea ¢ : [0,1[— R definida por g(z) = f(z). Demuestre que g(z) es inyectiva.

-~ W o

Restrinja el recorrido de modo de obtener a partir de g una funcién biyectiva y calcule su
inversa.

Sea A C R acotado superiormente y sea f : A — R una funcién acotada superiormente. Sea
C = {mix{z, f(z)}/z € A}. Demuestre que sup(C) = max{sup(4),sup(f(4))}.

Encontrar los valores de x e y tales que (z + 3)1°810(=+%) = 1000(z + y)? y ;<L

z—2n si z€[2n,2n+1], neN

Considere la férmula f(z) = { 2n+2—z si z€2n+1,2n+2], neN

1. Verifique que f es una funcién de R4 en R.

Encuentre el mayor conjunto A donde la férmula g(z) = @ define una funcion.

Muestre que Vn € N,h: (2n+ 1,2n + 2) — R con h(z) = g(z) es estrictamente decreciente y
que b’ : (2n,2n+ 1) = R con h/(z) = g(x) es estrictamente creciente.

Grafique la funcién g : A — R.

Pruebe que Vn € N, F : [2n + 1,2n + 2] — (0, ﬁ] con F(z) = g(z) es biyectiva. Encuentre
la inversa.

224+a si >0
z+b si z<0
que f es epiyectiva ssi a < by que f es inyectiva ssi a > b ;Cudl es el conjunto A = {(a,b) €
R?/f es biyectiva }?.
2. Sea f :la,b[— R tal que Jc €la, b donde f es estrictamente decreciente en Ja, c[, f es estricta-
mente creciente en [c, b[, demuestre entonces que f(c) = i?fb[ f(x).
z€la,
Indicacién: Para a) bosqueje un grafico genérico de f y note que con eso no ha demostrado la
proposicién.

1. Seana,b € R se define la funcién f : R — R dada por f(z) = { Demuestre



[9] En un paralelégramo A, B,C,D conocemos los dngulos ABC y BCD, a y [ respectivamente.
Adema3s se sabe que la longitud de los lados AB, BC' y CD es 1. Probar que la longitud del cuarto
lado AD es igual a /3 — 2cos(a) — 2 cos(8) + 2 cos(a + B).

Indicacién: considere una diagonal del cuadrildtero y aplique adecuadamente los teoremos del seno

y del coseno.

[10] 1. Seana,b,c,d reales en progresién aritmética de diferencia r. Resolver la ecuacién cos(az) sen(bzr) =
cos(cx) sen(dz) y expresar las soluciones en términos de a y 7.
Indicacién: Transformar productos en diferencias

2. Dos barcos P y @ estan anclados en el mar a la vista de un observador que mide la distancia a
entre dos puntos A y B de la playa y los dngulos «, 8,7 y d asociados a los puntos PAB, QAB,
ABQ y ABP, respectivamente. Calcular la distancia entre P y ) en funcién de a, o, 3,7 y 0.

[11] Un poste y una antena se encuentran a una distancia a en un camino horizontal. Del pie del poste
se mide el dangulo de elevacién de la antena y del pie de la antena el del poste, encontrandose que
el primer dngulo es el doble del segundo. Si un observador se ubica en el punto medio M del trazo
que une las bases del poste y de la antena, observa que los angulos de elevacién medidos desde M
al poste y a la antena son complementarios. Calcular las alturas de la antena y del poste.

[12] 1. Resuelva la ecuacién sen®(z) + cos®(z) = 1 —  sen(2z)

1 _ 1
tg(3z)—tg(z) cotg(3z)—cotg(z

2. Demuestre la identidad y = cotg(2x).

[13] Sean a > b > 0 dos reales fijos. Considere las sucesiones (a,) y (b) definidas por las férmulas

recursivas a1 = a, Gp41 = a";b” y by =0b, by = ”a‘iibl”. Pruebe que

an > by, > 0 para todo n € N.
(ay,) es decreciente y (by,) es creciente.

(an) y (by) convergen y que lima, = limb,,.

-~ W=

Sea | = lim a,,. Verifique que la sucesién (a,b,) es constante y encuentre [.

[14] 1. Pruebe que si (uy) es una sucesién que satisface la condicién siguiente
Vn € N |u, — tpyo| > % entonces (u,) no es convergente.

2. Sabiendo que lim {/z = 1 para todo z > 0, pruebe que si s, — sy s > 0 entonces lim {/|s,| = 1.
Indicacién: utilice el teorema, del sandwich.

[15] Calcule el limite de las siguientes sucesiones de niimeros reales, cuyos términos generales son:

L oup= (/144

2. up, =n(z+ | —|z|), para z € R.

3. wuy =cos(nlnz) con z € Q.
Indicacién: En (2) y (3) exprese el limite en términos de z.

[16] Sea (uy) una sucesién de nimeros reales que satisfacen las siguientes propiedades

limus, =1 y lim |uy4+1 — u,| = 0. Demuestre que:

1. (u3n+1) ¥ (usny2) convergen a l.

2. (up) converge a [.

[17] 1. Probar que si a, > 0y lima, = [ entonces lim \/a,, = V/I.

7



[18] 1.

Calcular los limites:
n
(i) im(vn+1—+/n)v/n+3 (ii) lim kz:jl \/néﬁ

Demostrar, utilizando el teorema de las sucesiones mondtonas que s, =

10"

— 1 nverge.
A1+ L) converge

. . . . 1+n(—1)» s
Estudiar por comparacién la convergencia de la sucesién a,, = [%] , donde [z] es el cajon
de z.

Sea (a;,) una sucesién convergente a oy (b,) una sucesién convergente a . Demostrar que la
sucesion (cp,), definida por ¢, = max{ay,, b, } es convergente.

Sea (a,) una sucesién convergente a « > 0. Demuestre que la sucesién (c,) definida por +/a,
es convergente.

Sea (a,) una sucesién convergente, tal que una infinidad de sus términos son estrictamente
positivos y una infinidad es estrictamente negativo. Demuestre que (a,,) converge a 0. De un
ejemplo de una sucesién con estas propiedades.

[19] Calcular, si es que existen, los limites de las sucesiones con los siguientes términos generales:

L () up="Va*,a>0 (i) u, =+/n++n—+/n—n
. n .. 33 2
2. (D) up=Vnd+n2+n (i) uy, = 7\/77:4‘?%(” ),
3. up=n{lz+il—|z|}, z€R.
iExplique !
[20] 1. Sea (up) una sucesién mondtona creciente, probar que la sucesién definida por v, = %(ul +
-++ 4 uy) es mondtona creciente.
2. Calcule, justificando, lim(éﬁ;b)%
3. Estudie si la sucesién definida por v, = % es convergente.
[21] Sea (uy,) definida por u; = a 'y up41 = abjj_’f% con 0 < a <b.

1.
2.
3.

Muestre que (uy) es acotada.
Pruebe que (uy,) es convergente.

Calcule su limite.

[22] Calcule el limite de las siguientes sucesiones.

1.
2.

un=%con0<aSb.Distingaloscasosazb,a<bya>b.

(i) tn = (1 — L)+ (i) uy, = "osenin),

[23] Sean (ay) y (bs) sucesiones definidas por la recurrencia
On+1 = Vnby ¥ bpt1 = %\/anbn con ag > by > 0.

3.

Pruebe que (a,,) es decreciente. Concluya que (b,,) también lo es.
Muestre que (a,,) y (b,) son acotadas inferiormente. Concluya que ambas convergen.

Calcule los limites de ambas sucesiones.

Indicacién: Para probar que (a,) es decreciente muestre que para todo n € N a’;% < 1. Para ello

observe que % =
an

— b
ap ’



[24]

1.

Analice la convergencia de las siguientes sucesiones, estudiando sus puntos de acumulacidn.
n
. 1 _1 n .o cee
(i) (1+ 5)ED™ (i) cos(%E) (iii) kzl(—nk.
Sea (uy) creciente y a un punto de acumulacién. Pruebe que (uy,) es convergente y que lim u,, =
a.
Indicacién: Muestre que a es cota superior de (u,).

[25] Considerar la sucesién (uy,) dada por u, = sen(a) + sen(2a) + - - - + sen(na), donde a # 2km.

3.

P1.-

Pauta.-

1.
2.

Probar que u,, sen(%) = 1(cos(%) — cos(na + 2)).

Probar que lim “4%tn — £ cotg(g).

Autoevaluacién: Control # 2 ano 2002

(1)

(ii)

(1)

La altura H de la torre de la figura es desconocida. Se conocen los angulos de elevacién o y
medidos desde dos puntos A y B del suelo, separados por una distancia L > 0 y formando con
la base de la torre un dngulo 7. Sabiendo que la torre es vertical respecto del suelo, calcule H
en términos de L, o, B, yenloscasos a > B, a=fya < f. (Nota: 0 < a < 5,0< 3 < G,
—m <7y < m).

Q

1
Resuelva la ecuacién: cos®(x) 4 sen®(z) =1 — 5 sen(2z).
Indicacién: a3 — b = (a — b)(a? + ab + b?).

Sea el punto C' la base de la torre y sean I; y Iy las medidas de los segmentos AC y BC
respectivamente, entonces: [0/0.25/0.5pto].

H H
lh= 9= .
tan o tan 3

Por otro lado, el triangulo ABC se resuelve con el Teorema del coseno: [0/0.5pto]
I12=12+L? -2l Lcosn.

De las ecuaciones anteriores se encuentra la siguiente ecuacién para H: [0/0.25/0.5pto]

1 1 2L cos vy 9
- H>+ —H-I*=0.
(tan2 B tan? a) * Sana

Si @ = B (claramente en este caso cos<y # 0 sino se tendria L = 0) entonces [0/0.5pto]

_ Ltano

~ 2cosvy



(ii)

Si a > 3, entonces: [0/0.25/0.5pto]

_ 2Lcosy 4L2 cos? y 2 1
tan o :t\/ “tanZa +4L (tanE/J’ tanZ o a)

H=

1
2(tan2B tan2 a)

Para elegir el buen signo de la raiz, notemos que como « > 3, entonces tan @ > tan 8 (funcién
tangente creciente en el intervalo (0,7/2)) y entonces 1/tan? a < 1/tan? 8 de donde elegimos
signo + de modo que H > 0. [0/0.25/0.5pto].

Utilizando la indicacién y el hecho de que la funcién seno es impar: [0/0.25/0.5pto]

cos®(z) +sen®(z) = cos®(z) —sen®(—x)
= (cos(z) — sen(—z))(cos?(x) + cos(z) sen(—z) + sen’(—zx))
= (cos(x) + sen(x))(cos?(z) — cos(z) sen(z) + sen’(x))
= (cos(z) + sen(z))(1 — cos(z) sen(x))

por otro lado el lado derecho es [0/0.25/0.5pto]
1
1- 3 sen(2z) = 1 — cos(z) sen(z).

La solucién de la ecuacién original resulta de la unién de las soluciones de las dos ecuaciones
siguientes: [0/0.25/0.5pto]

sen(z) + cos(z) =1 , 1—sen(z)cos(z)=0.

Sea ¢ = cos(z) y s = sen(z), entonces s + ¢ = 1 esto es (s + ¢)?> = 1, junto con s2 +¢® = 1
implica sc = 0 de donde ¢ =0 0 s = 0 esto es z = 7/2 + kw 0 = km, k € Z. En realidad
con este método resolvimos s + ¢ = %1, por lo que restringiendo la solucién obtenemos para
la primera ecuacién z = w/2 + 2kw o x = 2kn, k € 7Z [0/0.25/0.5pto]. En seguida 1 —cs =0
es cs = 1 y esto junto con s + 2 = 1 da s?(1 — s?) = 1. Si p = s entonces p*> —p+1 =0
lo que no tiene solucién real, esto es, la segunda ecuacién no tiene solucién [0/0.25/0.5pto].
Finalmente la solucién es z = 7/2 + 2kw o = 2kn. [0/0.25/0.5pto]

P2.- Estudie completamente la funcién

Pauta.-

z) = [V/lz] - al.

Para ello:

(1)
(ii)

(iii)
(iv)
(i)

Encuentre dominio, ceros. Estudie epiyectividad, inyectividad. Demuestre que su recorrido es
el conjunto {y € R, y > 0}.

Analice el crecimiento de la funcién sin médulo /|z| —z paraz > 1/4,0<z <1/4y z <0.
Indicacién: note que si x >y > 1/4 entonces v/z + ,/y > 1.

Estudie el crecimiento de |/|z| — z| analizando los signos de \/|z| — z.

Haga un grafico aproximado de f que resuma el andlisis precedente.

El dominio es todo IR [0/0.25pto], los ceros son las soluciones de \/m =z,estoeszr=0yz =1
[0/0.25pto]. No es epiyectiva pues los y < 0 no tienen preimagen [0/0.25pto]. No es inyectiva
pues tiene dos ceros [0/0.25pto]. Siy > 0 entonces buscamos una preimagen z tal que f(z) = y,
por ejemplo busquemos un z > 1, como \/m — z < 0 luego debemos resolver /z —z = —y
esto es \/T = x — y o bien z = 22 — 2zy + 32, que es la ecuacién z? — (2y + 1)z +y? = 0, cuya
solucién existe en los reales si (2y+1)? —4y? > 0 lo cual es cierto pues 4y+1 > 0 [0/0.5/1pto].
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(ii)

(iii)

(iv)

Crecimiento de /|z|—z. Siz > y > 1/4 entonces \/z+,/y > 1, multiplicamos por /z —,/y > 0

y queda z —y > y/z — ,/y de donde \/W— T < \/m — y por lo que \/M— z es decreciente
si z > 1/4[0/0.5/1pto]. Si ahora 0 < y < z < 1/4 entonces /= + ,/y < 1, multiplicamos por
VT —/y >0y queda z -y < +/z—,/y de donde Vlz] =z > y/Jy[ —y por lo que \/|z] — = es
creciente si 0 < z < 1/4 [0/0.25/0.5pto]. Finalmente, si z < 0, entonces /[z] —z = /|z| + |z|
y es decreciente por ser suma de dos funciones decrecientes para z > 0 [0/0.25/0.5pto].
Signos de /[z] — z. Si 0 < z < 1 entonces /|z] —z > 0, si z < 0 entonces \/[z] —z > 0 y si
z > 1 entonces \/m —x < 0[0/0.25/0.5pto]. Del punto (i) se deduce que el crecimiento de
|\/m — x| se invierte si z > 1, esto es decreciente si z < 0, creciente si 0 < z < 1/4, decreciente
sil/4 <z <1y creciente si z > 1 [0/0.25/0.5pto].

La informacién de los puntos precedentes se puede resumir en el grifico siguiente:
[0/0.25/0.5/0.75/1pto]

decreciente

- decreciente
creciente

| |
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
L f
0 1
V4

1
P3.- Para a > 0, definimos la sucesién s, = 2—\/_, n e N. (Nota: "/a=r & a=r").

Pauta.-

(1)

(ii)
(iii)

(iv)

(1)

(ii)

a

Si 0 < a <1 pruebe que lim,_,, s, = 1.
Indicacién: defina la sucesién h, = s, — 1 y muestre que h, — 0 utilizando que (1 + h)* >
1+ kh, Yh > 0, Vk € N y un teorema de comparacién (sandwich).

Sia > 10 a=1 pruebe que lim,_, s, = 1.
Si a, — L > 0, demuestre que
=1.

1
lim —;
n—oo e /a,
Sia>b>0 calcule:
) 1
lim ——.
n—oQ "‘ /an _I_ bn
Indicacién: puede usar que {/a — 1 sia > 0.

n%/a > 1 por lo que h,, = s, —1 > 0. Como % = (1—|—hn)"2 >

Sia < 1 entonces "/a < 1y luego

1 + n2h,,, entonces 0 < h,, < 1/:;2_ L Usando el teorema de comparacién (sandwich) se deduce

que h, — 0 de donde por algebra de limites s,, = hy, +1 — 1. [2pto]

Sia > 1 entonces 0 < a~! < 1, de donde usando la parte (i) y 4lgebra de limites se tiene




Si a = 1 el resultado es evidente pues ™/a = 1. [1pto]
(iii) Como a,, — L > 0, existe ng € N tal que Vn > ny 0 < % <a, < %porloque0< "i/%<

nfam < /3L Usando las partes (i)-(ii) y comparacién (sandwich) se obtiene ~/a, — 1.
2
[1.5pto]

(iv) Claramente:
1 1

WA E w14 (B

bl

pero (%)” — 0 pues 0 < % <ly nan = /a — 1. Usando (iii) y dlgebra de limites se deduce
el resultado. [1.5pto]

Nota: los puntajes indicados [0/0.5/1pto] significan que en lo posible la puntuacién tomars solamente
esos valores.

4. Problemas resueltos

P1.- Estudiar f(z) =2— Iiitg, determinando dominio, paridad, signos, raices, crecimiento y recorrido.
Ademais bosqueje un grafico de f.

Solucién.- = Dominio: f(z) estd definida cuando

|ac|—i—2>O
lz| —2 ~

y esto tltimo se tiene para |z| > 2. Luego Dom(f) = (—o0,—2) U (2, 00).

= Paridad: f es una funcién par, en efecto,

fleo) =2 [IE2 5~ [ 222 fo)

» Signos: para x € Dom(f), f(x) > 0 siy sélo si

0<2— |z| + 2
- |z| — 2
|z| + 2
|z| — 2
|z| + 2

T x| -2
= 4(|z] — 2) > |z| + 2

y esto se cumple si y s6lo si |z| > 2. Por lo tanto f(z) > 0 para z € (—o0,—%] U [}, 00).
Andlogamente f(z) < 0 para x € [——0 -2) U (2, 13_0]

3
» Raices: del desarrollo anterior se deduce que f(z) =0 para z € {—%, % )

» Crecimiento: Sean z,y € Dom(f). Como f es una funcién par, basta analizar el caso en que

z,y > 0. Previo, notemos que

|$|+2_1+ 4
lz| =2~ o[ -2

12



Para 0 < z <y, z,y € Dom(f) se tiene que

2] —2 < Jy| —2
4 4
>
|lz] =2~ |y[ -2

4
& 1+ >1+——
Jo] —2 lyl -2

4 4
= 1o —— > J1-—
\/ |x|—2—\/ vl —2
= 2—4/1-—F—F<2-
EES Vi nEs

esto es f(z) < f(y) para 0 < z < y, luego f es creciente en el intervalo(2, 00). Andlogamente
se tiene, dada la paridad de f, que es decreciente en el intervalo (—oo, —2).

» Recorrido: es ficil verificar que f(z) < 1 Vz € Dom(f), en efecto, para z > 2

4

1<4/1
- +x 2
4

—1> —4/1
+f17—2
1>2—4/1+ 4 .
r—2

Luego f esta acotada superiormente por 1. Notamos que si tomamos z, = 2 + % se cumple
que f(z,) — —o0, notamos ademds, que si consideramos la sucesién z, = 2 + n se cumple
que f(z,) — 1. Del desarrollo anterior, utilizando la monotonia de f, se deduce que rec(f) =
(—o0,1).

Observacién: dada la paridad de f no hemos analizado el caso z < —2

s Grifico:

Observacion: el anilisis anterior serd mas detallado cuando estudiemos continuidad y derivadas.

P2.- Sea f: R — R no identicamente nula, tal que para todo z,y en R f(z +y) = f(z) + f(y) y
flzy) = f(=)f ().
a) Probar que f(0) =0y que f(1) =
b) Calcular f(z) para x € N, luego para x € Z y por ultimo para z € Q.
)

¢) Probar que z > 0 implica que f(z) > 0. Deducir que f es monétona creciente.

13



d)

Solucién.- a)

Probar que f(z) = sup{f(r):r < z,r € Q} y que f(z) = z para todo =z € R.

)
Es claro que f(0) = f (04 0) = f(0) + f(0) luego restando f(0) a ambos lados de la ecuacién
se consigue f(0)
Notemos que f(1) # 0, en efecto, si f(1) = 0 entonces

Vz €R f(z) = f(1z) = f(1)f(2) = 0

lo cual contradice el hecho que f no es idénticamente nula. De lo anterior se sigue que f(1) =
f(1)f(1) y por lo tanto, dividiendo por f(1) se obtiene que f(1) = 1.

Sea n € N es ficil ver que f(n+ 1) = 1+ f(n), utilizando un razonamiento inductivo se sigue
que f(n) =n para todo n € N. Es claro que para € R se cumple que

0=f(z—=z)=f(z)+ f(-2)

por lo tanto, para todo x € R f(—xz) = —f(x). De esta observacién se concluye inmediatamente
que f(z) = z para todo z € Z.
Sea q € Z con q # 0, calculemos f (%) Notemos que

luego f(%) = %. Consideremos ahora r € Q entonces existen p,q € Z, con g # 0 tal que r = %

luego f(r) = r para todo r € Q.

Sea z > 0, es claro que f(z) = f(v/zvz) = (f(v/z))? > 0 y por lo tanto f(z) > 0. De esto
iltimo se deduce ficilmente que f es mondtona creciente. En efecto, consideremos z < g de lo

anterior f(y—x) > 0, pues y — z > 0, por lo tanto, utilizando que f(—z) = —f(z), se concluye
que f(y) — f(z) > 0 en conclusién f(z) < f(y).

Dado x € R. Consideremos el conjunto

A={f(r)|r<z reqQ}
Notemos que, de la monotonia de f, se cumple que f(z) es cota superior de A. Ademds,
Ve >0,3r € Q t.q.f(z) —e < f(r).

En efecto, sea € > 0, como f(z) — e < f(x) se tiene que por densidad de @ en R Ir € Q tal
que f(z) —e < r < f(x), por lo tanto, dado que f(r) = r se obtiene la propiedad (note que
r < z jpor que?), luego f(z) = sup(A). Para finalizar basta notar que

A={r|r<z reQ}

luego sup(A) = z. Concluimos que f(z) =z Vz € R, esto es f es la identidad.

P3.- Un montanista estd en la cima de un cerro y observa una cabana C; con un angulo a y otra cabana
C5 con un angulo « + 8. Su mapa indica que la cabana estd a una distancia d; del punto P donde
termina la ladera y comienza la falda del cerro y que las cabafias estdn separadas por una distancia

do.
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a)

b)

Demuestre que la distancia [ desde la cima a P es

di (d1 =+ dg) sen(,B)
V/(d1 + d2)? sen?(B) + d3 sen2(a + B) — 2(dy + da)dz sen(a + ) sen() cos(a)

Pruebe que cuando o = 3 y d; = d; el 4ngulo y es 7.

Solucién.- La solucién de este problema la puede encontrar en la pauta del control 2, ano 1996, la cual puede
ser obtenida de la direccién www.dim.uchile.cl/~Imella/publicacion.

P4.- Definamos la sucesién de ntiimeros reales (u,,) mediante la recurrencia ug = 1y up4+1 = up, +

Solucién.-

a

(=l

3}

d

a

)
)
)
)
)

2—Unp
14+2uy °

Probar que para todo 0 < u < 2 se tiene 0 < u +

2—
Tr2q < 2
Deducir que (uy) es acotada.

Probar que (u,) es no-decreciente.

Deducir que (uy) es convergente y calcular su limite.

Es directo ver que si 0 < u < 2 entonces u + 12;21; > 0. Por otra parte para 0 < u < 2 se cumple
que
0<2u
1<1+42u
1
<l
14 2u

multiplicando la ecuacién anterior por 2 —u > 0

2—u
<2-—u
142u —
2—u
U+ 2
142u —
Como ug = 1 utilizando la parte anterior y un razonamiento inductivo se concluye que

0 <u, <2, ¥Yne Ny porlo tanto u, esta acotada.
Calculemos la diferencia u,4+1 — Uy,.

2~ un >0

R P T
n

pues u, < 2, luego u,, es creciente.

Como u, es creciente y acotada superiormente entonces es convergente. Sea [ el limite de u,,.
Tomando limite a la expresion

_ +2—un
Up+1 = Up 1+ 2u,
se obtiene
2—1
l=l+——
+1—i—21
=101=2

Observacidén: El paso anterior estd justificado por el dlgebra de limites y los teoremas de
convergencia. En efecto, como u,; es una subsucesién de una sucesién convergente, nece-
sariamente debe converger al mismo limite [. Por otra parte por algebra de limites se tiene
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que el limite de una suma es la suma de los limites, andlogamente para la divisién. Esta
estrategia nos permitird en muchos casos encontrar una ecuacién para [, la cual puede poseer
multiples soluciones. La verdadera solucién de la recurrencia dependera de las caracteristicas
de la sucesién asociada, por ejemplo, si s, es una sucesién de términos positivos es natural
exigir que [ (el limite de s,,) sea mayor o igual que cero.

P5.- Calcular los siguientes limites (si existen).
n n
@)mmg;bn(mumgiﬁﬁz(m)mmudl+%—1)@wnmg%HﬁH

(v) limnsen(2) (vi) imn(l —cos(2)) (vii) limn?(1 — cos(£))

Solucién (i) hm(gZ;%)" Notemos que

luego

_ n no(1— 1\n
. <3n 1) _ (g) ( 31n) ,
sabemos que (1 — 2-)" = e /3 y (14 )" — €!/2, como (3)" diverge se tiene que el limite

en cuestion diverge.

n
(ii) lim ﬁ Factorizando por # se obtiene
k=1
i: 1 11
2 2 k
—n +k nce 1+ 05
por otra parte se tiene que
n 1 n
0< = < 1=mn
i ol St
por lo tanto
= 1 n
0 <lim < —
T~ n?2+k — n?

n
luego lim ) n++k =0.
k=1

(iii) limn(y/1 4 2 —1). Es directo verificar que

1
1 1 1+141
(,/H__l) :(,/H__l)in
" " 1+14+1)

_1+i-
1+ 4+ +1)
1
— n
1+++1)
por lo tanto
1 1 1
limn(4/1+ 1) =limn L = lim =
n 1+141 1+141 2
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n
(iv) lim kz_:l m Notemos que

111
Ek+1) k k+1
luego
n n
1 1 1 1
FRED) 2k hri !l ng
—kk+1) &~ + n+
’ n 1 _
por lo tanto lim ) " = L
k=1

(v) limnsen(). Para a = 0 se tiene que limnsen() = 0. Si a # 0 se cumple que

sen( )

’ a 7

limnsen(—) =lima a
n —_

n

sen(%)

y como lim = 1 se tiene que

a
n
i a
limnsen(—) =a.
n

(vi) limn(1 — cos(;)). Nuevamente si a = 0 el resultado es directo. Para a # 0 recordemos la

férmula
1 —cos2p

2.,
sen” p = 5

tomando ¢ = 5 se obtiene

limn (1 — cos (%)) = limn (2 sen? (%)) .

dado que sen(g) — 0 y del ejercicio anterior se tiene que nsen() — a, se cumple entonces
que
) a
limn (1 — coS (—)) =0
n

(vii) limn?(1 —cos(2)). Para a = 0 el resultado es directo. Si a # 0 se cumple, utilizando la férmula
del angulo doble, que

(1 on(2)) = 2 (2)) = i onsen (2)) (un (2))

y ya que sabemos que nsen(:) — a se concluye que

1im n? (1 — cos (2)> _ 4
n 2

17



