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Capitulo 1

Introduccion

Un problema de optimizaciéon matematico, en términos generales, se escribe de la forma:

(P) minimizar (o maximizar) f(z)
resS

donde z es el vector de variables de decisién, f : S — IR es la funcién objetivo y
S C IR" es el conjunto factible. A menudo

S={xreR"/gi(zx)<0 i=1,..m, x € X C IR"}
y se dice que las expresiones g;(z) < 0 i = 1,...,m representan el conjunto de restric-
ciones del problema (P). Si S = IR", el problema se dird irrestricto.

Un vector x € IR" que pertenezca al conjunto S se llamard solucién factible de (P). Si
ademas satisface que
fx) < fly) vyes

(cuando se trata de un problema de minimizacién), se dird que x es solucién éptima.

Nos parece importante recordar aqui el teorema de Weierstrass, que da condiciones para la
existencia de soluciéon para un problema de minimizaciéon con caracteristicas bien particu-
lares.

Teorema 1.0.1 Si f es una funcion real, continua sobre un conjunto compacto (cerrado y
acotado) K C IR", entonces el problema

min (o mazx) f(x)
re K



tiene una solucion optima T € K.

Dependiendo de las caracteristicas particulares del problema, éste recibe nombres y tratamien-
tos especiales para su resolucién. Dos casos de interés, son el de la programacion lineal ( f
y g; son funciones lineales afines Vi) y la programacién lineal entera (en que ademas las
variables s6lo toman valores enteros). También trataremos la teoria y técnicas de solucién
de un problema con funciones no lineales.

Un concepto esencial para entender como plantear y resolver un problema de optimizacién
es el de convexidad. Mostrar algo de la teoria béasica del analisis convexo y su vinculacion
con la teoria de optimizacion son los objetivos del siguiente capitulo.



Capitulo 2

Convexidad

2.1 Conjuntos convexos
Definicién 2.1.1 Sea S C IR", S # ¢. Se dice que S es convexo 'si y sélo si
A+ (1=NyeS Vr,ye S, VAe|0,1]

Geométricamente, esta definicion se puede interpretar como sigue: un conjunto no vacio es
convexo si dados dos puntos del conjunto, el segmento de recta que los une estd contenido
en dicho conjunto (ver figura 2.1).

Figura 2.1: El conjunto de la figura a) es convexo. El conjunto de la figura b) no es convexo, pues
existe un segmento de recta, uniendo dos puntos del conjunto, que no estd incluido en el conjunto.

'Por convencién, el conjunto vacio serd considerado convexo
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Ejemplo 2.1.1 Un espacio vectorial es un conjunto convezo.

Demostracion. Directo pues, por definicién, un espacio vectorial es cerrado para la suma
y la ponderacién por escalar. H

En particular IR" es un convexo.
Ejemplo 2.1.2 S = {z € [R* / 2 + 2wy — 23 = 2} es un conjunto convezo.

Demostracién. Sean z e y € S, A € [0, 1]. Por definicién del conjunto S, esto significa que
T+ 20 —r3=2ey + 2y —ys =2

Azy + (1= Ay
Veamos que Az + (1 = AN)y = | Aza+ (1 — N)y2 | pertenece a S,pues
Axs 4+ (1 — N)ys

Ary+ (1= Nyr +2{ x4+ (1 = Ny} — {3 + (1 = Nys} =
AMxy 422 —x3) + (1= AN (1 +2y2 —y3) =2A+2(1—-A) =2 =N

Definicién 2.1.2 Sean a € IR", o € IR fijos. Se llama hiperplano al conjunto

H={x e R"/d'x = a}
Un hiperplano H define dos semiespacios:
H ={z e R"/d'z < a}

H" ={z € R"/d'z > a}

Por ejemplo, en el caso H = {x € IR*/x) + 225 — 23 = 2} se tiene a' = (1,2, 1) y a = 2.
Los dos semiespacios asociados son:

H™ ={x € IR’/x, + 275 — v3 < 2}

HY ={x € IR’ /x) + 275 — 23 > 2}.

Ejemplo 2.1.3 Un semiespacio S en IR" es un conjunto convexo.



Figura 2.2: Semiespacios generados por el hiperplano H

Demostracién. Consideremos a € IR" y a € IR, definiendo el semiespacio
S={re R"/dz < a}.
Sean z,y € S, A € [0, 1], entonces

aAx+ (1= Ny) =Ad'z)+ (1 =N)(a'y) < a4+ (1-Na=a

Luego A\x + (1 — A\)y €S vy, por lo tanto, S es convexo. M

Proposicién 2.1.1 Sean Sy y Sy dos conjuntos convexos. Entonces S1 NSy es un conjunto
convezo.

Demostracién. Sean z,y € S; NSy, A € [0,1]

T,y €S = A+ (1 - ANy €S, , yaqueS; es convexo.
T,y €Sy = Ar+ (1—XNy €95, , yaque Sy es convexo.

luego Az + (1 — Ay € S1 NSy , es decir, S; NSy es convexo. M

Observaciéon 2.1.1 Observemos que:



i) Esta propiedad se puede generalizar facilmente a una interseccion cualquiera de con-
vezos. Esto es, si ' es un conjunto arbitrario, incluso no numerable, y {S,} er es una
clase de conjuntos convexos, entonces NyerS,y es un conjunto convezo.

ii) Aunque del ejemplo (2.1.3) puede concluirse facilmente que un hiperplano es un conjun-
to convezxo (reemplazando las desigualdades por igualdades), podemos usar esta proposi-
cion para probar que un hiperplano es un conjunto convero, dado que es interseccion
de dos semiespacios (convezos).

Ejemplo 2.1.4 Sistema de desigualdades lineales:
anry + ... + a1nt, < by
Am1T1 + ... —l— AmnTn < by,
con a;j, b, x; € R, Vie{l,..,m}, je{l,..,n}

b
El sistema se anota Az <b; con A = (aij)i=1..myj=1..n , 0 = :
b,

El conjunto S = {z € IR"/Ax < b} es la interseccién de n semiespacios de la forma S; =
{z € IR"/Aiex < b;} (donde A;e denota la fila i-ésima de la matriz A) los cuales, segin

vimos en el ejemplo (2.1.3), son conjuntos convexos. Luego, por la proposicién (2.1.1), S es
CONVexo.

k
Definicién 2.1.3 Sean x1,...,xx € IR" ; A, ...; A\ € IR tales que \; > 0 Vi, > N\, = 1. El
i=1
k

vector x = Y \ix; se dice combinacién convexa de los k vectores.
i=1

Definicién 2.1.4 Sea S C IR". Se define el conjunto co(S), envoltura convexa de S, de
la manera siguiente:

k k
CO(S) = {ZE = Z )\Zl’Z / ke ]ZV, {.I'Z ?:1 - S 5 {/\1}5:1 - [O, 1] 5 Z /\z = 1}
=1 =1

Es decir, todo punto en co(S) es combinacion convera de puntos de S.
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ap l‘
Figura 2.3: La envoltura convexa del conjunto de la figura a) coincide con él, por ser convexo. Para
el conjunto de la figura b), la linea sélida corresponde a su envoltura convexa.

Observacion 2.1.2 Si S es convezxo, entonces co(S) =S (ver figura 2.3).

Ejemplo 2.1.5 La envoltura convezxa de los nimeros racionales es IR.

5 6 0 3
Ejemplo 2.1.6 Sean vy = | 2 | ,uo= | 7 | ,u3 = 3 |,ua= |4 | vectores en IR>.
0 3 -1 1

Su envoltura convera queda determinada por el poliedro de la figura (2.4), cuyos vértices
estdn dados por el conjunto de vectores {vy, va, V3, v4}.

Proposicién 2.1.2 co(S) es un conjunto convexo.

k m

Demostracién. Sean z,y € co(S), es decir, v = Y vx;, y = > pyy; donde {z;}F, C S,
i=1 i=1

{yi}™, €Sy {wi}r |, {u:}™, son ponderadores de la combinacién convexa.

Sea A € [0, 1]

k m
Ar+(1—=Ny = Azyixi—l— (1 —)\)Zuiyi.
i=1

i=1
Llamando

%i = Z;, Ai = Ay, 1€ {1, ey k‘}
Thri = Yi, Meyi = (1 =N i €{1,..,m},
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Figura 2.4: La envoltura convexa del conjunto de puntos sefialados queda determinada por un poliedro
cuyos vértices estan dados por el conjunto de vectores.

se tiene que

k+m
At (1= Ny =Y N\
=1
con
~ k+m _
{Z}m s Nel0,1] Vi=1,..k+m vy ; N\ =1

Luego por definicién se tiene que, Az + (1 — A)y € co(S), por lo tanto co(S) es convexo. W

Proposicién 2.1.3 co(S)es el convezo mds pequeno (en el sentido de la inclusion) que con-
tiene a S.

Demostracién. Basta probar que una caracterizacién equivalente es la siguiente:

co(S) = ﬂ{C/C convexo, S C C'}

Sea B =(\{C/C convexo S C C}



i) Sea x € B, entonces para todo C' convexo tal que S C C' se tiene que x € C. Como
co(S) es convexo y S C co(S) entonces x € co(S). Por lo tanto B C co(S5)

ii) Sea ahora x € co(S), demostremos que x € B. Tomemos C, un conjunto convexo
cualquiera que contenga a S.

k k
Como z € co(S), entonces © = Y \jz;, con x; € S, N >0,Vi=1,..,k,y D A\=1
i=1 i=1

En particular x; € C, para todo i. Asi, x también pertenece a C, cualquiera sea éste.
Asico(S)CBnm

n P8

P7n

P5 w )
~ X _a P3

Figura 2.5: Teorema de Carathéodory.

Mostraremos a continuacién una interesante propiedad de la envoltura convexa, conocida
como Teorema de Carathéodory. Tomemos el ejemplo de la figura (2.5) en que

S = {p1,p2, 3,4, D5, D6, 7, Ds }

La envoltura convexa de S es el conjunto delimitado por las lineas punteadas. Se observa que
el punto x, que pertenece a co(.S), pertenece también al tridngulo definido por los puntos ps,
pa ¥ ps. El punto y, que pertenece a co(SS), estd también incluido en el tridngulo determinado
por lo puntos py, pa v ps 0 bien en el tridngulo definido por los puntos pi, pe y ps. En realidad,
cualquier punto de co(S) estd contenido en algtin tridngulo definido por puntos de S. Esto
se expresa de la forma siguiente.
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Teorema 2.1.1 (Carathéodory) Sean S C IR" yx € co(S). Entonces existen 1, ...,Tny1 €
S tales que x € co{x1, ..., Tpy1}

Demostracién. Sea z € co(S), luego existen {z;}5_, C S, {\}r, C [0, 1] satisfaciendo
k k

Ai =1, tales que z = > \ix;.
=1 i=1

1=
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer \; # 0 Vi ( si A\; = 0 para algin j, x es
combinacién convexa de k — 1 vectores)

Supongamos que k > n + 1.

Los k — 1 vectores x3 — x1,...,xx — 1 son linealmente dependientes (pues k — 1 > n, la
dimensién del espacio). Es decir, existen pa, ..., uy € IR, no todos nulos, tales que

k
> pi(w — 1) = 0.
=2
k
Sea pin = — > pi (%)
=2

k k k k k k
douiTi — 1) = 3w — Y vy = Y % + pnw = ) piwr; =0, con Y puy = 0.
i=2 i=2 i=2 i=2 i=1 i=1

k k k k
Entonces, Va € IR ==Y Nz; — a0 = > Na; — a ) wx; = > (N — apg)x;
‘ i=1

De (*) se deduce que p; > 0 para al menos un i, luego podemos escoger
a = mini{;\f / i >0} = %

Notar que a« > 0y que \; — ap; > 0 Vi. (puessi g < 0= N —ap; >0ysiuy>0=
)\z—aﬁ%zm(f‘f—@)zo)

En particular, A\; — au; = 0.

k k
Asi, z =Y (N — api)zg, donde Y (N —ap;) =1y N\ —ap; >0 Vi.

i=1 i=1
Es decir,z es combinacién convexa de a lo mas k — 1 vectores (pues el coeficiente I — ésimo
es nulo).

Repitiendo el argumento k — (n+ 1) veces, se obtiene que z es combinacién convexa de n+ 1
puntos. N
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Ejercicio 2.1.1 Sean Sy y Sy convexos, a € IR. Se define la suma y ponderacion de con-
Juntos como Sigue:

e S1+Sy={zx+y / x€S,ye S}

o a5 ={ax [/ x € 5}

Pruebe que S1 + Sy y aS7 son convexos.

2.1.1 Poliedros

Notacién: Notaremos por M, (IR) al conjunto de las matrices de m filas y n columnas,
a coeficientes reales.

Definicién 2.1.5 Se llama poliedro a un conjunto de la forma P = {x € IR"/Ax < b} con
A€ Myxn(IR) yb € IR™, es decir, un poliedro es una interseccion finita de semiespacios.

Proposicién 2.1.4 P' = {x € IR"/Ax =b, x > 0} es un poliedro.?

Demostracién. Claramente, el conjunto P’ queda representado por el siguiente sistema de
ecuaciones lineales :

A b
A lx< —b
—1 0

donde [ la matriz identidad en dimension n.

A b
Llamando A’=| —A |, b’= | —b |, se obtiene un sistema de la forma
—1I 0

P={xe R"/Ax <V}, que esigual a P’'. Luego, P’ es un poliedro. H

Observacion 2.1.3 Es obvio que P'={z € IR"/Ax > b} es un poliedro. En efecto: como
€ IR" es irrestricto, basta multiplicar el sistema de desigualdades por -1, y definir A'=-A,

b =-b.

2x >0siysolamentesiz; >0Vi=1,..,n
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Proposicién 2.1.5 Todo poliedro es un conjunto convezo.
Demostracién. Ver ejemplo (2.1.4) ®

Se dird que un poliedro P = {z € IR"/Axz = b,z > 0} estd escrito en forma canénica. En lo
sucesivo trabajaremos con esta representacion.

Proposiciéon 2.1.6 Un poliedro es un conjunto cerrado.

Demostracién.Sea P el poliedro {r € IR"/Azx = b, x > 0} y consideremos Z € P (ad-
herencia o cerradura de P). Mostraremos que = € P.

Como 7 € P, existe una sucesion {z;} en P tal que limy_.o 7x = 7.

Ademas, Vk > 0, el punto x; verifica

Al’k =
Ty 2
Tomando limite (y por continuidad de la funcién lineal © — Az) se tiene:

Az = b

X

v

Luego Z € P y por lo tanto P C P. Dado que se cumple siempre que P C P, se obtiene
P =P, luego P es cerrado. B

Demostracién alternativa. Sea g : IR}, — IR"; g(z) = Az—b. A esuna forma lineal, luego
la funcién g es lineal afin y, por lo tanto, continua en IR’ . El conjunto { € IR"/Ax = b} es
pre-imagen continua de un cerrado ({0}), luego es cerrado y como P es igual a la interseccion
de este conjunto con el semiespacio cerrado {z > 0}, se concluye que es cerrado. B

Ejemplo 2.1.7 C = {x € IR*/ — 21 + 29 < 2,21 + 29 > 429 < 427 > 0;29 > 0} .

Matricialmente esto puede escribirse de la siguiente manera:

1 1 9
1 -1 4
0 1 ( 1 ) < 4
1 0 2 0
0 —1 0
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(139

)]

(4.0)

Figura 2.6: El conjunto C es un poliedro, convexo y cerrado, pero no acotado.

El conjunto C' es un poliedro, convexo y cerrado, pero no acotado.

Definicién 2.1.6 Sea S C IR" un conjunto convezo, S # ¢.Un vector x € S se llama punto
extremo de S si y sélo si no puede ser representado como combinacion convexa de otros
dos puntos distintos del convexo. Es decir, si x = Axq+ (1 —N)xg, con z1,29 € S y X €]0,1],
entonces * = x1 = To.

Ejemplo 2.1.8 .

a) Sea S=B(0,1), la bola unitaria en IR". El conjunto de puntos extremos queda representado
por {xz € IR"/ ||z|| = 1}, que es la frontera de S

b) El conjunto de puntos extremos del poliedro del ejemplo (2.1.6) es

5 6 0 3
e={l21,171.]l 3 |.|4
0 3 —1 1

¢) El congunto de puntos extremos de un semiespacio cerrado es vacio.

Ejemplo 2.1.9 SeanU:{<8),(i),(é>,<_42>,((2))}yS:co{U}
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(_214)
y<=-1x+10
3 3
(13
*
_ 02 _
y>=-2X A x<=1
1
y>=X
00)

Figura 2.7: S es la envoltura convexa del conjunto U

Naturalmente, el conjunto de puntos extremos de S es {( 8 ) , ( 1 ) 7 ( 11)) ) 7 ( —42 )}

El sistema que representa a S es

1 -1 0
B , | -2 -1 0
S =< (21,29) € R”: 1 ol =S|
T

En general, facilmente se puede ver que x es punto extremo de un convexo S si y solamente
si S\{z} es un conjunto convexo, de donde se sigue que si S* es tal que co(S*) = S, entonces
necesariamente S* debe incluir al conjunto de puntos extremos de S.

La definicién de punto extremo es de suma importancia en la teoria de optimizacién pues,
como veremos mas adelante, esta en relacién directa con el conjunto de soluciones para un
problema de programacion lineal, donde el conjunto de restricciones determina precisamente
un poliedro. De aqui se desprende que es necesario tener una caracterizacién simple para
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estos puntos.

Veamos el siguiente ejemplo de motivacion
P = {ZL‘ S lR2/$1+$2 S 2, 81‘1—{—31‘2 S 8, T1,T9 Z 0}

El gréfico se muestra en la figura (2.8)

X2

8/3

X1

Figura 2.8: Ejemplo de motivacién.

0 0 2/5 0 . .
Los puntos extremos son { ( 0 ) , ( 1 ) , < 8/5 ) , ( 9 )} Trabajaremos con el poliedro
(en IRY)

P ={x € Rz, + 2y + 13 = 2,82, + 329 + 24 = 8,21, 9, 13, 74 > 0}

Ty
que es equivalente a P en el sentido siguiente: ( xl ) €EP = xQ € P’ con
2 3
Ty
3, x4 > 0 Examinemos entonces el sistema
1+ To + T3 = 2
81‘1 + 31‘2 +xr4 =
L1, T2,T3, T4 2 0
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Asignando valor nulo a dos variables cualesquiera podemos entonces resolver el sistema de
dos ecuaciones cada vez. Esto da las soluciones

0 0 0 2 1 2/5
0 2 8/3 0 0 8/5
2 1o || =23 lof 1] o
8 2 0 8 0 0

Se observa que dos de ellas (la tercera y la cuarta) no satisfacen la condicién de positividad,
luego no pertenecen a P’. Sin embargo las cuatro soluciones restantes determinan en sus dos
primeras coordenadas, los puntos extremos de P, a saber

(o) (2)(3) (o)}

Esto se expresa en forma general en el siguiente teorema

Teorema 2.1.2 Sea un poliedro P = {x € IR"/Ax =b,x > 0}, donde A € Mp,xn(IR) es
de rango m y b € IR™. Un punto x es extremo de P si y solo si la matriz A se puede
descomponer, eventualmente reordenando sus columnas, en la forma A = [B,N], donde
B € Myum(IR) es invertible, N € My (m—m)(IR) corresponde a las columnas restantes y

~1
x—(BOb), con B7'b > 0.

B

Demostracién.(<) Sea = = ( 0

) > 0. Se tiene que x € P, pues

B~'b
0
Sean u,v € P tales que z = Au+ (1 — N)v, A € [0, 1], es decir

(%)= () e (i)

(1) Auq + (]_ — )\)Ul =B
(2) Aug+ (1 —=XNwve=0

Como u, v € P necesariamente u > 0,v > 0. Luego de (2) se tiene que uy = vy = 0.

Am:[B,N]( >:BBlb+N0:b.

De donde:
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U

Como u € P satisface Au = b, esto es [B, N] ( 0

u==1ux.

) = Buy = b= u; = B~'b. Por lo tanto,

De la misma manera se prueba que v = x, con lo que se concluye que x es punto extremo.

X1

Ty

(=) Supongamos que x € P es un punto extremo, x puede escribirse z = o |’

even-

0
tualmente reordenando las columnas del sistema, con x; >0 ,i=1,....k k€ {1,....,m}

Notemos por A el k-ésimo vector columna de A. Luego A = [Ae1, ..., Aeks Aeki1, -, Aon)

k

=1

Probaremos que A,1, ..., Aer son linealmente independientes. Supongamos que son lineal-
k

mente dependientes, es decir, que existen g, ..., fi no todos nulos, tales que Y p;Ae; = 0.
i=1

1

M

0 y, para o > 0, construyamos los siguientes vectores

Definamos p =

Yy=x+ap
Z=x— ol

De alli: x = %y—i— %z Es claro que y, z € P, para « suficientemente pequeno y ademas x # ,
y # z, z # x. Por lo tanto x es combinacién convexa de dos puntos distintos en P, luego no
es extremo (contradiccién).

Asi, A1, ..., Aer son linealmente independientes, lo que implica, en particular, que £ < m
Podemos agregar Aegi1,..., Aem (eventualmente reordenando columnas) para obtener un
conjunto maximal (A es de rango m) y definir B = [A,y1, ..., Ae;n], que es una matriz invertible,
v N = [Aemi1s -y Aen). Con esto, A tiene la forma A = [B, N].
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Luego, Ax =b< > 2;Ae =bo D> 1A+ D, ;A =0
=1 i=1

= i=m+1

Ip . . .
Notando x = ( . ), con g > 0,2y = 0, la ecuacion anterior se escribe:
N

Bxg+ Nxy =Bxg=1»
de donde z5=B~'v ®

Corolario 2.1.1 El numero de puntos extremos de un poliedro en la forma canonica es
finito.

Demostracién. Hay a lo sumo ( :@ ) formas de elegir las m columnas independientes de

A, y cada matriz B esta asociada a lo méds a un punto extremo. M

Ejemplo 2.1.10 Consideremos un poliedro en la forma candnica dado por las matrices
21 0 -1 1

A‘[o 0 -1 2 }yb_L]

Calculemos sus puntos extremos.

De acuerdo al corolario anterior, existen a lo sumo 6 puntos extremos dado que hay 6 formas
posibles de elegir la matriz B.

(1) B= { (2) (1) } no es invertible.

1
(2) B= { (2) _01 } es invertible, pero B~!b = [ _21 } no es un vector positivo.

(3) B = [ g _21 } es invertible y el vector B~1b = [

N

} tiene todas sus coodenadas

positivas.

(4) B= { 0 _01 } es invertible, pero B~'b = [ } no es un vector positivo.

—1
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(5) B = [ 0 _21 } es invertible y el vector B~1b = [

D[ =D [

} tiene todas sus coodenadas

positivas.

(6) B = [ 0~ } es invertible, pero B~1b = [ B

1 9 1 } no es un vector positivo.

Los casos (3) y (5) nos entregan puntos extremos para el poliedro en estudio, sélo falta ubicar
los valores resultantes en las posiciones correctas:

e La matriz del caso (3) toma las columnas primera y cuarta de la matriz A, luego el
S

1
. , 1 0
vector punto extremo correspondiente a este caso sera 0
1

L 2

e La matriz del caso (5) toma las columnas segunda y cuarta de la matriz A, luego el

0
3
vector punto extremo correspondiente a este caso sera (2)
1

[ 2

Definicién 2.1.7 Se llama politopo a la envoltura convexa de un conjunto finito de puntos.

Definicién 2.1.8 Sean x1,...,xx € IR". El politopo asociado a este conjunto de puntos es
un simplex si y sdlo si el conjunto {xs — x1,...,x — 21} es linealmente independiente.

De acuerdo con estas definiciones, el conjunto S del ejemplo (2.1.9) es un politopo y puede
concluirse facilmente que todo politopo es envoltura convexa de sus puntos extremos.

Es obvio, ademas, que todo politopo es un poliedro. Luego, parece natural preguntarse
si todo poliedro puede escribirse como combinacién convexa de sus puntos extremos. La
respuesta es negativa, cuando el poliedro es no acotado. En el ejemplo (2.1.7) observamos

. . . ., L 1 2
que cualquier punto que no esté en la superficie del triangulo de vértices < 3 ) , ( 4 ) y

4 o
( g ) o puede ser expresado como combinacion convexa de esos tres puntos extremos.

Ejemplo 2.1.11 S = {z € IR?/xy > |7,|}
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Ty > |x1| <= 19 > 11 > —9 ;12 > 0, por lo tanto
S={re€ R v — 25 <0;—x; — 15 <0;15 >0}

0, en forma matricial

-1
-1 -1 |1x2<0
0 1

a N\ d,

Figura 2.9: El punto (0,0) es el dnico punto extremo del poliedro de la figura. d; y da son sus Unicas
direcciones extremas.

Como es posible ver en la figura (2.9), ( 8 ) es el Unico punto extremo y ningin punto del

poliedro S puede expresarse como combinaciéon convexa de puntos extremos. Luego, para
poliedros no acotados se hace necesario definir un nuevo concepto:

Definicién 2.1.9 Un vector d € IR", d # 0, se dice direccién de S si y solo si Vx € S se
tiene que x +Xd € S VA > 0.

Consideremos el poliedro P = {z € IR"/Ax = b,x > 0}. Una direccién de P debe satisfacer
que Vo € P :

Alx+Xd)=b YA>0
z+AXd>0 VA>0

Luego, d es direccién de P si y solamente si satisface el sistema Ad =0, d > 0.
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Definicién 2.1.10 Dos direcciones dy y dy se dirdn iguales si y sélo si dy = ads para algin
a> 0.

Observaciéon 2.1.4 Se escribird di = do, si no hay posible confusion.

Definicién 2.1.11 Sea S un convexo cerrado y d € IR" una direccion de S. Se dice que
d es direccién extrema si dadas dy y dy, direcciones de S, tales que d = ad; + Bdy para
algun o, § > 0, necesariamente se tiene que d = dy = ds.

Es decir, d no puede expresarse como combinacion lineal positiva de otras dos direcciones
distintas.

Ejemplo 2.1.12 En la figura (2.9), di y dy son direcciones extremas y toda otra direccion
se escribe como combinacion lineal positiva de ellas.

Con lo que hemos hecho hasta aqui, una pregunta interesante es: ;jExistira alguna caracter-
izacion de las direcciones extremas, equivalente a la obtenida para puntos extremos?

Escribamos la matriz A que representa el poliedro escrito en la forma candnica tal como

. . — B la;
en el caso de puntos extremos, es decir, A = [B, N] y consideremos d = ( . i ) con
J

B~'a; <0, donde a; es columna de N. Verifiquemos que d es direccién: en efecto, d > 0

—B7q; -1
y Ad:{B,N] = —BB aj+Nej:—aj+aj:O.

€j
Supongamos que no es extrema, es decir, que existen d; y ds direcciones de P distintas,
tales que d es combinacién lineal positiva de ellas: d = A\1d; + Aads, para Ay, Ay > 0. Entonces

dy y dy tendran la forma:
SEIRSES
Te; 12€;

para algin ny,7m5 > 0. Como d; y ds son direcciones de P entonces Ad; = Ady = 0. Luego

d

[B,N] |: elAl :| = Bdn =+ 771N€j = Bdll + 7”]1(1]' = 0 = d11 = —mB_laj
J
d

[B,N] |: 62'1 :| = Bd21 + 772N€j = Bd21 + Na; = 0= d21 = —7728_1(1]'
J
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por lo tanto d; = dy = d (en el sentido de la igualdad de direcciones), lo que muestra que d
es direccion extrema.

Lo explicado anteriormente nos permite formular el siguiente teorema de caracterizacion de
direcciones extremas.

Teorema 2.1.3 Sea un poliedro P = {z € IR"/Ar = bz > 0}, donde A € My« (IR) es de
rango m y b€ IR™. Una direccion d € IR" es direccion extrema de P si y sélo si la matriz
A se puede descomponer, eventualmente reordenando sus columnas, en la forma A = [B, N|,

—_ _RB1,4.
donde B € Myxm(IR) es invertible y d es un maltiplo positivo de d = ( Be. 4 ) con
J

B7'a; <0, donde aj € N (vector columna de N) y e; es el j-ésimo vector de la base candnica
de IR"™™.

Corolario 2.1.2 El numero de direcciones extremas de un poliedro en la forma canonica es
finito.

Demostracion. Hay a lo mas ( :1 ) formas de elegir B~! y como hay n —m columnas en

N, entonces (n —m) ( m ) es el numero maximo de direcciones extremas. M

Ejemplo 2.1.13 Volvamos al ejemplo (2.1.10).

De acuerdo al corolario anterior, existen 12 posibles direcciones extremas, por lo tanto, no
desarrrollaremos el calculo completo, sélo consideraremos el siguiente caso:

Tomemos la matriz B formada por la segunda y cuarta columnas de A.
1 -1 2 0
B{O 2]luegol\/—{o _1}

|

El producto de B~! con la primera columna de N no es negativo, por lo tanto, no nos permite
calcular una direccion extrema. Sin embargo, el producto con la segunda columna de N es

2
-1n —
B N_{O B

DN [ =0 | =
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negativo. Tal como en el caso de puntos extremos, sé6lo basta ordenar la informaciéon para

0

1

D=

decir que d = es direccion extrema del poliedro. H

1
2

Para concluir esta seccion, enunciaremos, sin demostrar, un teorema de caracterizacion que
liga todo lo que hemos desarrollado hasta ahora.

Teorema 2.1.4 Sea P = {z € IR"/Azx =b, x > 0}, donde A € M,xn(IR) es de rango m
yb € IR". Sean xy,...,xy los puntos extremos y di,...,d; las direcciones extremas de P.
Entonces, x € P sty solo si puede ser escrito como la suma de una combinacion convexa de
los puntos extremos y una combinacion lineal positiva de las direcciones extremas, es decir,

k l
i=1 j=1
donde \; € [0,1] Vi=1,..,k, > N=1; u;>0,Vj=1,..,L

Teorema 2.1.5 P = {x € IR"/Ax = b;x > 0} # ¢ tiene al menos una direccion extrema si
y solo si P es no acotado.

Demostracién.(=) Si P tiene una direccién extrema, claramente es no acotado, pues x +
MeP VreP, VA>0 vy )\lim |z 4+ Ad|| = oo.
—00

(<) Supongamos que P es no acotado y que no posee direcciones extremas. Luego, por
k

el teorema anterior, todo punto x € P puede escribirse de la forma x = > \;z;, con \; €
i=1

k
0,1, Vi=1,...k S \=L
=1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

k k k
Nzl = || Nz l| < SN ||zl < 350 ||l < o0 Vo e P

lo que contradice el supuesto de que P es no acotado. H
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Ejercicio 2.1.2 Sea S un convero. Demuestre que x € S es punto extremo si y solo si
S\{z} es convezo.

Ejercicio 2.1.3 Probar que todo politopo es un poliedro.

2.1.2 Teoremas de Proyeccién

Teorema 2.1.6 Sea S un conjunto convexo, cerrado, no vacio en IR", y € IR", y ¢ S.
Entonces, existe un unico T € S tal que minimiza la funcion

oy S — IR
r— () =y — 2
Demostracién.

Existencia: Sea v = inf{y,(x) / x € S}. Existe una sucesién minimizante {z, }n,ex C S tal
que ¢y (z,) — v, n — oo.

Usemos la propiedad conocida como ley del paralelégramo (||a + b||* + [la — b||> = 2]|a||* +
2 b]|*)

[0 = Tl =20 =y +y — 2ul)* = 2|20 — vl + 2|1y —;smn? — @ + 2 — 2y
2 2 Tnt+Tm
=2||zn — ylI> + 2|ly — wm|® — 4| 2b2m — y|

Notar que Wr% = %xn + %mm € S (convexo), luego ||‘”"+% — yH2 > ~2, por lo tanto,

|20 = zll” < 2llwn —ylI* + 2|y — 2l =497 (¥)

Sin — 00,m — oo, se tiene que [z, — y|| =72y [[@m — yll = 72 Tuego |z, — z* — 0, es
decir, {z, }nex s una sucesién de Cauchy en IR" y, por lo tanto, converge a T = limx,, € S
(cerrado).

Por continuidad de la norma, ¢, (7) = 7.
Unicidad: SeaT € S, T # T tal que ¢, (T) = 7.

Por (*) se tiene que |7 —Z||" < 27—y + 2|y = F||" 41> = 0, luego 7 =7. m

Definicién 2.1.12 Sea S un convezxo cerrado no vacio.
i) Para y € IR", se define la distancia de y a S, por d(y, S) = min{yg,(z) / x € S}.
ii) Dado y € IR", se define la proyeccion de y sobre S, por Ps(y) = argmin{¢,(x)/x € S}.
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Figura 2.10: Distancia y proyeccién del punto y al conjunto S

Observacion 2.1.5 Claramente, siy € S, Ps(y) = y.

Teorema 2.1.7 Sea S un convexo cerrado no vacio, y ¢ S. Se tiene que
(y—7,x—7) <0, YVr e s
si y solamente si T minimiza p,(x).

Demostracién. Supongamos primero que para cierto T € IR" se tiene (y — T,z — T) <
0 Vz e S. Calculemos:

ly —l* = lly —= - (90—f)|2|2 = IIy—E!” ||x—z|2|2 —2y-Tx-7T) 2>
ly =Z[* + llz = Z[* > |ly = =]

Lo que implica que:
ly—z| <[y—=|  VzeS

Es decir ¢, (T) < ¢ (x) Yz € S.
Inversamente, tenemos que, si £ minimiza ¢, en S, entonces Vx € S:

ly=ZI*=lly—T+Z -l =lly - ZI* + |7 — 2> + 2)y = 7,7 — x(

De donde,



Como S es un conjunto convexo y T € S podemos cambiar z por A\x + (1 — A\)T, con lo que
queda:

A+1-NZ-7,y—7) < 3| z+ (1 - Nz —7|
Que es lo mismo que
(v =T,y —7) < glle —7|?
Tomando A — 07, se tiene el resultado W

Geométricamente, el teorema anterior quiere decir que la proyeccion de y sobre S se alcanza
en un punto 7 tal que el trazo y — ¥ es ortogonal al conjunto.

Figura 2.11: La proyeccién de y sobre S se alcanza en un punto T tal que el trazo y — ¥ es
ortogonal al conjunto.

Teorema 2.1.8 Sea S un convexo cerrado no vacio, entonces ||Ps(x) — Ps(y)| < ||z — yl|
Yz, y.

Observacion 2.1.6 Esto es equivalente a decir que st S un convero cerrado no vacio, la
funcion de proyeccion Ps(x) es Lipschitz continua.

Ejercicio 2.1.4 Demuestre el teorema (2.1.8).

2.1.3 Teoremas de Separacion

Teorema 2.1.9 (Hahn-Banach) Sea S un convezo cerrado no vacio, y ¢ S. Eziste p # 0,
a € IR tal que ply > a yplz < aVreS.
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H={z/p'z=0}

Figura 2.12: H es el hiperplano separador entre S e y.

Este p define lo que se conoce como hiperplano separador, H = {z € IR"/p'z = a} (ver
figura 2.12)

Demostracion. De acuerdo a lo desarrollado en la subseccién anterior, existe un tnico
TeStalque (y—7, 2 —7) <0,Vres.

Seap=y—T#0,(px—7) <0,Vr€S=(pr)<(p,T),Vres (¥
(pr—T)=(pr—y+y—7) = pr—y)+py—7) = (pr—y) +p|*<0,Vzes
= (p,x) + [lp|l* < (p,y),Va € S. Como [|p||* # 0, se tiene que (p,z) < (p,y) , Vo € S (**)

Sea o = (p, 7). Por (*) (p,x) < a Vx € Sy por (**) a < (p,y) lo que concluye la de-
mostracion. W

Definicién 2.1.13 Sea S un convexo cerrado no vacio. Un hiperplano soportante de S
es un hiperpalno H tal que HNS # ¢ y {S C H"V S C H™} (ver figura 2.13).

Figura 2.13: Para la figura a), H; y Hj son hiperplanos soportantes en el punto senalado.
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Cuando definimos los poliedros, los caracterizamos como una interseccion finita de semiespa-
cios. El siguiente teorema nos permitira deducir una caracterizacién similar para un conjunto
convexo no vacio cualquiera.

Teorema 2.1.10 Sea S C IR" un conjunto convexo y sea T un punto en la frontera de S.
Entonces S tiene un hiperplano soportante en T.

Corolario 2.1.3 Sea S un convexo cerrado no vacio. Entonces
S = {W semiespacio/S C W}
Observacion 2.1.7 Note que la interseccion anterior no es necesariamente finita.

Demostracion. Basta tomar los semiespacios generados por todos los hiperplanos sopor-
tantes del convexo, que contengan a .S. [ |

Teorema 2.1.11 (Farkas) Sea A € M« (IR), ¢ € IR". Uno y sélo uno de los siguientes
sistemas tiene solucion:

(1) Az <0, c'x > 0, algin x € IR".
(2) Aty =c,y >0, algin y € IR".

Demostracién. Supongamos que (2) tiene solucién, es decir, que existe y > 0 tal que
Aty = ¢. Si (1) tuviese solucién, existirfa z € IR" tal que Az < 0, ¢'z > 0. Premultiplicando
la primera desigualdad por y > 0, se tiene que y' Az = (A'y)'z = 'z < 0, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto (1) no tiene solucion.

Supongamos ahora que (2) no tiene solucién. Sea S = {w € IR"/w = Aly, y > 0}, que es un
convexo cerrado, no vacio.

Como (2) no tiene solucién, ¢ ¢ S. Luego existe p # 0, o € IR tal que
po)>a vy (pw)<a,VweSs.

Comow=0¢€S, a>0. Asi (p,c) > 0. (*)
De (p,w) < a,Vw € S, se tiene que (p, A'y) = (Ap,y) < o, Vy > 0.
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Supongamos que Ap tiene una coordenada estrictamente positiva, digamos (Ap);, y consid-
1

eremos y = A | . |, A>0= AAp); < a VA > 0, lo que es una contradiccién, pues se
0

puede elegir A suficientemente grande de modo de violar la desigualdad, dado que (Ap); > 0.

Luego, Ap no tiene coordenadas positivas, es decir, Ap < 0 (*¥)

Por (*) y (**), (1) tiene solucién para x =p. W

Ejemplo 2.1.14 Sea A € M,,xn(IR), ¢ € IR". Uno y sélo uno de los siguientes sistemas
tiene solucion:

(1) Ax <0 ,2 >0, x>0, algin x € IR".
(2) Aty =c,y >0, alginy € IR".

Basta considerar la matriz A = [ _? ] y aplicar Farkas. M

Teorema 2.1.12 Sean Sy y Ss, conjuntos converos no vacios en IR", tales que S; N Sy = ¢.
FExiste un hiperplano que separa Sy y Ss, es decir, existe p € IR" no nulo tal que

play > plag Vo, € Sy, 29 € Sy, (Ver figura 2.14)
Demostracién. Consideremos el conjunto
S:{IE/.T:I’Q—.CIH, T 651, .Z'QESQ}:SQ—Sl.

Se deduce del ejercicio (2.1.1) que S es un convexo. Ademds, es claro que 0 ¢ S (en efecto,
0 € S implicarfa que S; N Sy # @). Luego, usando el teorema (2.1.9), existe p # 0 tal que

VeeS: plx<0
de donde se concluye que
Vo, € Sl, Vg € Sy : pt(l'g — ZL’l) <0
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H

Figura 2.14: En el caso de la figura, el hiperplano separador de los dos conjuntos convexos
es soportante para la clausura de ambos.

lo que prueba el teorema. H

Teorema 2.1.13 (Gordan) Sea A € M,,5,(IR). Entonces uno y sélo uno de los siguientes
sistemas tiene solucion:

(1) Az <0, algin z € IR".
(2) A'p=0,p>0,p#0, algin p € R".

Demostracién. Supongamos que (1) tiene solucién, es decir, que Az < 0 para algin
x € IR". Si (2) tuviese solucidn, existirfa p € IR",p > 0, p # 0 tal que A'p = 0.

Entonces, premultiplicando (1) por p’ se tiene que p’Azr < 0 = (A'p)'z = 0 < 0, lo que es
una contradiccion.

Supongamos ahora que (2) no tiene solucién. Definamos
Si={z€R"/z=Az,c € IR"} y Sy={z¢€ R"/z <0}
Si (1) no tuviese solucién, entonces

S1NSy=¢
817&¢7S27é¢

S1 y Sy convexos

Luego, por el teorema anterior, existe un hiperplano separador, es decir
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dp # 0 tal que p'z; > play V21 €85 20 €5,

Luego, p'Ax; > p'zy Vo, € IR" 2z € So.

Como 25 < 0 puede elegirse arbitrariamente negativo. Probaremos que p > 0.

Si p tuviese alguna coordenada negativa se tendria que p' Az; > sup{p'z2} = 400 = p'Az; =
22<0
+oo Vr; € IR", lo que es una contradiccién. Asi, p > 0.

Luego, tomando limite cuando z, — 07, se tiene que p'Az; > 0 Vo, € IR". Tomando
1 = —Ap, se tiene que ||A'p|| = 0 = A'p = 0 (contradiccién con el hecho de que (2) no
tiene solucion).

Por lo tanto, (1) tiene solucién. M

Ejercicio 2.1.5 Demuestre, usando el teorema de Farkas, que si para todo y > 0 tal que
Aly > 0 se tiene que bly > 0, entonces existe x > 0 tal que Ax < b.
Indicacion: Note que el sistema Az < b puede reemplazarse por Az + s = b, con s € IR

Ejercicio 2.1.6 Sean A € M,y,,(IR) y B € My x,(IR). Demuestre que uno y solo uno de
los sistemas siguientes tiene solucion:

(I) Av <0 Bx =0
(II) Alu+B'v =0 u#0,u>0

2.2 Funciones convexas

Definicién 2.2.1 Sea f: S C IR" — IR, con S = Dom/(f) convexo.
reS— f(x)

Se dice que [ es convexa si y solo si
FOw+ (1= N)y) < Af@) + (1= Nf(y), Vayes, 0<A<L.

Esta definicion se puede interpretar geométricamente, diciendo que la imagen por f del
segmento [x,y] queda por debajo de la recta que une (x,f(x)), (v,f(y)). (ver figura 2.15)

Por induccién es posible probar un resultado equivalente para la combinacién convexa de k
puntos en IR".
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fy)

()

X \

Figura 2.15: La imagen por f del segmento [x,y] queda por debajo de la recta que une (x,{(x)),

()

Teorema 2.2.1 (Desigualdad de Jensen) Sea f: S C IR" — IR , S = Dom(f) con-
k

vezo. Entonces, f es convexa siy sélo si V{x}F  C Sy >0,i=1,....k tal que > \; =1,
i=1

se tiene

Definicién 2.2.2 Una funcion f, definida como antes, se dice estrictamente convexa si
y solo si para todo x # y, 0 < XA < 1, se tiene

fOz 4+ (1= Ny) < Af(x)+ (1= f(y)

Definicién 2.2.3 Sea f : S C IR" — IR, con S = Dom(f) convero. Se dice que f es
céncava si y solo si —f es convexa o, equivalentemente, si

Del mismo modo, f es estrictamente céncava si y solo si —f es estrictamente convexa.

Ejemplo 2.2.1 .

i) Una funcion f: IR" — IR tal que f(x) = o'z + § (lineal afin) es concava y conveza.
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x x € (—o00,0]

ii) La funcion f definida por f(z) = { 0 z € (0,1) (lineal por pedazos) es
r—1 x € [1,00)
convexa, pero no estrictamente convexa.
i) La funcién f(x) = —x? es estrictamente concava.
x? r € (—00,2]
) 1 - _ : ) : .
iv) La funcion f(x) = 4 7€ (2, 00) no es concava ni convera

vy b

Figura 2.16: Grafico de las funciones del ejemplo 2.2.1

Definicién 2.2.4 Sea f : S C IR" — IR, con S = Dom(f) # ¢ un conjunto cualquiera.
Para o € IR se definen los siguientes conjuntos (ver figura 2.17)

o No(f)={z e R" / f(x) < a}, el conjunto de nivel a.
o Co(f)={x € R" | f(z) =a}, curva de nivel a.
o epi(f) ={(z,0) € Sx IR / f(x) <a}, el epigrafo de f.

Teorema 2.2.2 Sea una funcion f: S C IR" — IR, con S = Dom(f) convexo. Se tiene
que
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. N, f(X)=[x; .X,] :
Xl\ /Xz
C,fx)={x ;.x,}

Figura 2.17: Conjunto de nivel, curva de nivel y epigrafo de una funcién real f.

(i) [ es conveza siy solo si epi(f) es un conjunto convezxo.

(ii) si f es conveza, entonces N, (f) es convezxo.

Demostracion.
(i) (=)Sean (z, ), (y, ) € epi(f), A€0,1].
AMz,a)+ (1 =M (y,8) = A+ (1 = Ny, \a+ (1 = \)F) € S x IR (convexo)

Como f es convexa, f(Ax + (1 = AN)y) < Af(z)+ (1 =Ny < Aa+ (1 —AN)F (pues f(z) <
a, f(y) < 0)

Luego, A(z,a) + (1 — X\)(y, B) € epi(f).

(<) Como epi(f) es convexo, V(z,a), (y,5) € epi(f), X € [0,1], se tiene que A(z, ) + (1 —
)\)(y76) S Gpl(f), €8 decir, f()\!)ﬁ' + (1 - )‘)y) < Ao+ (1 - )‘)ﬁ

Claramente, (x, f(x)), (y, f(y)) € epi(f). Reemplazando « por f(z) y B por f(y) en la
expresion anterior, se concluye que f es convexa.

(ii) Directo de (i). (Ver la primera implicancia) ™

Veamos que la implicancia inversa en (ii) no es cierta. Para la funcién (iv) del ejemplo
(2.2.1), Nu(f) es convexo Va € IR, sin embargo, la funcién no es convexa.
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Teorema 2.2.3 Sea f: S — IR convexa. Entonces, f es continua en int(S).

Demostracién. Sea T € int(S). Para probar la continuidad de f en T necesitamos mostrar
que, dado £ > 0, existe § > 0 tal que ||z —Z|| < d=|f (z) — f(T)| < e.

Sea e > 0.

Dado que T € int(S) existe n > 0 tal que B(z,n) C S. Claramente T + ne; € S, con ¢;
vector de la base candnica, luego

5|

= 3(T +nei) + 3(T — ne;)
=(f es convexa) f(T) < 3 f(T+ne;) +5f(T —ne;) Vi=1,...,n
=0 < 5 {f@+ne) = f@)} + 3{f(@ —nes) — f(@)}-

De aqui se desprende que Vi, f(T + ne;) — f(Z) v f(T — ne;) — f(Z) no pueden ser si-
multdneamente negativos.

Sea K = max{f(T£ne;) — f(T), Vi=1,...,n}, 0< K < oo,y definamos 6 = min{*

n’nK
. e st x;—x; >0

Sean o; > 0 1 =1, .. ntalesquem—x_zaducond_{ nei i i
i=1 —ne; 51 X, — T <0

2

= ZZaajdd Za? ||dz||2 = nzza? < 8% Asi,

i=1j=

Luego, o —7|* =

n
Sa?< 5—2 min{ -, HQKQ} lo que implica en particular que a; < min{i, -} Vi.(x)

Entonces,

n

F@) = fo—7+7) = (5 audi+7) = J(3 Snoud; +9) < 3 L f(naud; +7)

=1

= 13 f(1 — noa)T + noy(® + ) < 1 i[(l — ne) f(T) + nei f (T + di)]

=1 i=1

— f@+ z ailf(@ +d;) — f(T)

f (@) - f(z) < éaiwfm)—f(f)] <KYoai<K&=e

i=1

(de la definicién de Ky por (x))
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Para terminar, falta probar que f (Z) — f(z) < e. Sea y = 2T — x. Notemos que ||y —Z|| =
|T — z|| <9, luego, por lo anterior, f(y) — f(T) < e.

Pero f(T) = f(3y + 32) < 3f(y) + 5.f(2)

=

[f @) = f(2)] < 5[f(y) = f@)] < 3e.

N =

Luego, |f () — f(Z)| < € y se tiene el resultado. W

Una funcién convexa podria no ser continua en todas partes. Sin embargo, del teorema
anterior se puede deducir que los puntos de discontinuidad se encuentran en la frontera del
dominio, como muestra el siguiente ejemplo.

2 |zl <1

Ejemplo 2.2.2 Sea S = {z/|z| <1} y f: S — IR, definida por f (x) = { ; =1

La funcién f es convexa, continua en int (S) y los puntos de discontinuidad son {—1,1} (la
fontera de S.)

Definicién 2.2.5 Sea S C IR", no vacio, f: S — IR, T€ S, y d# 0 tal que
T+ Ad €S Ve |[0,n], algin n > 0.

Se define la derivada direccional de f en el punto T y en la direccion d, por el siguiente
limite (cuando existe)

donde IR = IRU {—o0, +00} y las operaciones se extienden como sigue:

a+00=00=004a para —o00 < a < 00
a—00=—00=—00-+a para —o0 < a < 00

a-00=00=00-a, a-(—00)=—00

00) - a para 0 < a < 00

(_
a-00=-00=00-a, a-(—00)=00=(—00) a para—oo<a<0

0-c0o=00-0=0=0-(—00) =(—00)-0
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—(—00) =0
y la suma de oo con —oo no estd definida.

Definicién 2.2.6 Sea S C IR", no vacio. Una funcién f : S — IR se dice diferenciable
en T € int (S) si y solo si existe Vf(T) € IR" tal que

flx)=f@ +Vf@'(x—7)+o(x—7) Ve €S

donde o(x —T) es tal que lim l‘ljix_;ﬁ% =0

Teorema 2.2.4 Si f es diferenciable en int (S), entonces f'(%,d) = <7 f(T)'d.
Demostracién. Sea T € int (S), como f es diferenciable se tiene que
f@)=f@)+vf@)(z—-7T)+ox—=T) YVzxeSbs.

Sea x =T + Ad € S (para A > 0 suficientemente pequeno), luego

F@+2d) = £ (7) + VS @)'(0) + 0(M) = L9 G p(ya+ S ek

Tomando limite cuando A — 0%, se obtiene

f@d)=vf@)d =

Proposicién 2.2.1 Sea f : S — IR, convera. SeaT € S, y d # 0 tal que T + \d € S,
para todo \ € [0,n], para algin n > 0. Entonces f'(Z,d) existe.

Demostracién.

Sean 0 < A\ < Ao < A

F@+ Md) = F(E + Aed) + (1= 3)T) < ST+ dod) + (1= 1) f(@)
= [@ENd-f@) f(f+/\zAd)ff(f)

A1
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Asi, p(N) = w es una funcién no decreciente de \. Luego f/(Z,d) = lim+ p(A) =
A—0

ir;{égo()\) existe. M
Teorema 2.2.5 Sea f: S — IR una funcion diferenciable en S C IR", convexo. Entonces
[ es conveza si y sdlo si f(x) > f(ZT)+ V(@) (x—7T), Va,z € S.

Demostracién.

(=) Sea f convexa. Dados z,T € S se tiene que

FOz + (1= NT) < Af(z) + (1= Nf@E) YA€ [0,1]

Reordenando, f(ZT + Az — 7)) — f(T) < Af(z) = A\f(T) = [Etre-)=1E) < flx) — f(@).

)\ J—

Tomando lim :
A—0T

f(@.d) = i@ (@ ~7) < f(z) - f(@)
= f(a) = f(@) + Vf(@)(x 7). ¥T,z € S.

(<) Sean z,7 € S,

F@) = fOz + (1= NT) + (VOz + (1= V), (1= Nz —7)) VA€ (0,1]
F@) = fOx+ (1= NT) + (VFOz + (1 — NT), AT —2)) YA€ [0,1]

Multilplicando la primera desigualdad por A, la segunda por (1 — \) y sumando, se tiene
M (@) + (1= Nf@) > fOa+ (1 - Nz) YA€ 0,1]

Es decir, f es convexa. H

Observacion 2.2.1 Es directo probar que f, satisfaciendo las hipotesis del teorema anterior,
es estrictamente convexa si y solo si f(x) > f(T)+ Vf(@)(x —T), Va,T€S.

Corolario 2.2.1 Sea f : S — IR una funcion diferenciable en S C IR", convexo. Entonces
[ es convexa si y solo si (Vf(xe) — Vf(x1),x2—21) >0, Vay,ay€S.
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Demostracion. De acuerdo al teorema anterior,

f(xl) f(.il?g) + <Vf(l’2),$1 — 1‘2> Vl'l, XTo € S
f(.%g) f(%l) + <Vf(l’1),$2 — .’L'1> Vxl, Xo € S

AV

Sumando las desigualdades anteriores, se tiene que
0> (V[f(22), 21 — x2) + (Vf(21), 22 — 1) = (=V f(22) + Vf(21), 22 — 71)

es decir, (Vf(za) = Vf(x1),29 —x1) >0, Vrj,ae€S N

Hasta aqui hemos desarrollado caracterizaciones de convexidad que nos seran de mucha
utilidad, pero sélo para funciones diferenciables. Existe una forma sencilla de extender estas
caracterizaciones a funciones no diferenciables, mediante el concepto de subgradiente, que se
define a continuacion.

Definicién 2.2.7 Sea f : S — IR, convexa. Un vector & € IR" se llama subgradiente de
f en® siy solo si

flx) > f(@)+&(x—7) Vres

El conjunto de subgradientes de f en T se denota por Of(Z) y se llama subdiferencial de
fenT.

Proposicién 2.2.2 Si f es conveza y diferenciable en T € int (S), entonces
0f(x) = {V/(@)}
Demostracién. Notemos primero que V f(T) € 0f(T), pues f es convexa (Teorema 2.2.5).

Sea £ € Of(T). Por definicién f(z) > f(Z) + & (x —T) VzeS.

Sea x =T + Ad € S (para A > 0 suficientemente pequeno), se tiene que

_ _ F@N)—f(T
F(T 4+ M) > f(T) + Al = LERSE > erg

Tomando limite cuando A — 0%, Vf(Z)'d > £'d, luego (£ — Vf(Z))'d < 0. Escogiendo
d =& —V f(Z) y reemplazando en la ecuacién anterior, obtenemos ||§ — V f(7) ||2 <0, lo que
implica que £ = V f(). [ |
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Proposicién 2.2.3 Sea S C IR" un convexo no vacio y f : S — IR. Si VT € int(S)
3¢ € Of (T), entonces f es convexa en int (S).

Demostracién. Sean z1, 29 € int (S), A€ [0,1]
S es convexo = int (S) es convexo, luego T = A\xy + (1 — \) zg € int (S) = 3¢ € If (T), es

decir, f(z) > f(T)+ & (x—T) Vrels.

En particular,

f(x) = f(@) + & (a1 —7)
fx2) = f(T) + & (22 — 7)
Perozy — T = (1—)\)(z1 —22) y ¥ — T = =\ (27 — x2). Luego, multiplicando la primera

desigualdad por A, la segunda por (1 — ) y sumando, se tiene que
Af(z1) + (1= A)f(z2) = f(Az1 + (1 = N)za) VA €[0,1],

es decir, f es convexa. [ ]

Definicién 2.2.8 Sea S C IR", no vacio. Una funcion f : S — IR se dice dos veces
diferenciable en T si y sdlo si existe Vf(T) € IR" y H(T) € IR™" tal que

f(x) :f(T)+Vf(f)t(x—f)—l—%(x—f)tH(f)(x—T)—l—o(x—f) Vo e S

H (T) se llama matriz hessiana de f en 7,

’?f@  f@) . 2*f(@)
axil Ox10x2 0x10Tn
T) = . c. 62f(f)
H (l’) ’ ’ 0z;0z ’
*f(@) *f(@)

Teorema 2.2.6 Sea S C IR" un abierto, convexo, no vacio, y sea f : S — IR dos veces
diferenciable en S. Entonces f es convezxa si y solo si H (z) es semi-definida positiva Vx € S.
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Demostracion.
(=) Sea T € S. Queremos probar que Vo € IR", z'H (T)x > 0.

Como S es abierto, Vo € IR", T+ Az € S, para A suficientemente pequeno. Del teorema
(2.2.5) se tiene que

f @+ z) > f(@) + A\Vf(@)'zr Voe R
Ademas,
f@+Ax) = f(T) + A\Vf(@) ' + Yo' H (T)x +o(\x) Vo e R
Restando las dos ecuaciones, se tiene que

0> —%thH (T)x —o(A\x) Vx € IR"
= o'H (T)z + %o(Ax) >0 Vo € R

Para z # 0 (el caso = = 0 es directo), dividamos por ||z||* y tomemos limite cuando A —* 0
para obtener que z'H (Z)x > 0 Va € IR", es decir, que H (T) es semi-definida positiva.

(<) Sean x, T € S. Por teorema del valor medio
f(2) = f@) + V@) (& -7) + 5 (2 ~7) HE) (+ — 7)

con ¥ = AT+ (1 — \)z € S, para algin A € (0,1).
Como H(Z) es semi-definida positiva, (z — 7)" H(Z) (x — T) > 0, luego

flx)> f()+Vf@) (x—7T) Vo, 7€ S
Por el teorema (2.2.5), f es convexa.

Ejemplo 2.2.3 Sea f(x1,7s) = —2? — 523 + 21129 + 1021 — 1029. Deseamos verificar si f
es convexa, concava o ninguna de ellas.

Podemos escribir f de una manera mas conveniente como sigue:
flz1,22) = ( 10 —10)(x2>+(:c1 asg){ 1_5}(0@2)
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— (10 —10)(2>+%($1 “’2){_3 —13](2)

-2
2

Calculemos sus valores propios:

Luego, H(z) = [ _1(2) ] (constante para todo x).

det([ _2_; _10_§]):(2+A)(10+A)—4=A2+12A+20=0

= A\ = —1.5279 y X\ = —10.4721

Como ambos valores son negativos, H(z) es definida negativa. Luego, por el teorema ante-
rior, f es concava. Mas ain, como lo demuestra el siguiente resultado, f es estrictamente
céncava.

Corolario 2.2.2 Sea S C IR" un abierto, convero, no vacio, y sea f : S — IR dos veces
diferenciable en S. Se tiene que,

(1) st H(x) es definida positiva en cada punto de S, entonces f es estrictamente conveza.

(ii) si f es estrictamente convezra, entonces H(x) es semi-definida positiva en todo punto

de S.

Demostracién.

(i) Directo de la segunda implicancia del teorema anterior. Basta ver H(z) definida positiva
implica que f(z) > f(T)+ Vf(T)' (x —T) Vz,T € S, lo que por la observacién (2.2.1) es
equivalente a decir que f es estrictamente convexa.

(ii) Notar que llm{”w”H( ) oy s HQO(/\x)} > 0= 2'H((T)xz >0 Vo € IR", es decir,
H (T) es semi-definida positiva. H

Ejemplo 2.2.4 .
(i) Consideremos la funcion f(x) = —In(z) .

La matriz hessiana, H (z) = fP(z) =4 >0 Ve € S ={z € R" : x> 0}, es definida
positiva y por el corolario anterior, f es estrictamente convexa.
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(11) La funcién f(z) = x* es estrictamente convexa en todo IR". Sin embargo,
H(x) = f®(z) =122 >0 Vz € IR"

es semi-definida positiva (notar que H(0) =0).

2.3 Definicion del problema de optimizacién

Sea una funcion f : S — IR definida sobre un conjunto cerrado S, y consideremos el problema
de encontrar T € S tal que f () < f(z) VreS.

Este es un problema de optimizacién y se escribe de la siguiente manera:

(P) min f(a)

z€S

Definicién 2.3.1 Un elemento T € S se llama solucién factible de (P).

Si T resuelve (P) se dice que es minimo, solucién éptima o solucién global del problema.
Si existe € > 0 tal que f(T) < f(x) Ve e V.(T), donde V. (T) ={x € S/ |z —Z| < e}, se
dice que T es solucion local o minimo local del problema.

Teorema 2.3.1 Sea f : S — IR, con S convexo no vacio, y sea T solucion local del problema
(P). Entonces,

(1) si f es convexa, T es minimo global.

(i) si f es estrictamente convera, T es el unico minimo global.

Demostracioén.

(i) Seae >0, f(x) > f(z) VYxeV.(T).

Supongamos que T no es 6ptimo global, es decir, Jy € S tal que f(y) < f(Z). Luego,
fRy+ A =z) <Af(y) + (1L=A) f(@) <Af@) + (1 - A) f(T) = f(T)

Pero para \ suficientemente pequefio, Ay + (1-— X)f € V. (Z), lo cual es una contradiccién
pues T es minimo local.

(i) f estrictamente convexa = f convexa. Luego, por (i), T es minimo global.

Supongamos que no es unico, esto es, que existe y € S (y # @), tal que f(y) = f(T).
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fGy +357) < 3f(y) +3f(@) = f(@) = 3= = 3y + 37 # T tal que f(2) < f(@), lo que
contradice el hecho de T es minimo global. ®

Cuando la funcién f es lineal, es decir, f(x) es de la forma 'z, y el conjunto de restricciones
S es un poliedro cerrado, S = {Az = b,x > 0}, el problema (P) se conoce como problema
de programacion lineal, y su estudio es el objetivo del proximo capitulo.

Ejercicio 2.3.1 Considere las funciones f; : IR, = IR, i = 1,....k, convexas y diferencia-
bles y sea f(x) = max{fi(x),..., fu(z)}.

Considere ademas el problema

(P)min f(x)
x>0

Demuestre que todo minimo local de (P) es un minimo global.

2.4 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 2.4.1 Una funcion f se dice "homogénea de primer grado” si satisface la siquiente
tqualdad:

f(Azx) = Af(z) Yz e R", X>0.
Ademds, una funcion homogenea se dice subaditiva si satisface la siguiente desigualdad:

fla+y) < f(z)+ fly) Vx,y € IR".

Pruebe que una una funcion homogenea es convexa si y solo si es subaditiva.

Ejercicio 2.4.2 Sean f; : IR" — IR m funciones convexas i = 1,....,m. Sean ademds \;
1 =1,...,m escalares no negativos. Pruebe que:

g(z) = é)‘ifi<x)7

€es convera.
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Solucién. Sean z,y € IR". Sea ademas A € (0, 1). De la definicién de g se tiene que
gAz+ (1= ANy) = X Aifildz + (1= N)y)
i=1
como cada f; es convexa, obtenemos ademés que

fide + (1= Ny) < Mfi(@) + (1= N fily) Vi

por lo tanto:

gAr + (1= Ny) = f) Aifi(Ar + (1= Ny) < iMAfi(:v) + (1 =N fi(y)]

=1

= Aékifi(x) +(1—=X) i&fi(y) = Ag(x) + (1 = A)g(y)

De la definicién, g es convexa. B
Ejercicio 2.4.3 Considere f; : IR" — (—o00,00| con i € I. I un conjunto arbitrario. Con-
sidere ademdas g : IR" — (—o0, 0], dada por:
g(x) = sup fi(x)
iel

Si f; es convera Vi € I. Muestre que g es conveza.

Solucién Usaremos el hecho de que g es convexa ssi epi(g) es convexo. Asi, un par (z,«a) €
epi(g) ssi g(z) < a. Lo que es equivalente a f;(z) < o Vi € I. Por lo tanto,

(z, @) € [ epi(f:)

el

i.e, epi(g) = () epi(fi). Asi, como f; es convexa Vi € I, y ademads la intersecciéon arbitraria
el
de convexos es convexa (Observacion 2.1.1), entonces epi(g) es convexo < ¢ es convexa W

Ejercicio 2.4.4 Muestre que la funcion f : IR" — IR es lineal afin ssi es concava y conveza.
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Solucion. Una funcién lineal afin es aquella que se escribe como:
f(z) =cdz+a.

(=) Evidentemente f es concava y convexa.

(<) Sea f céncava y convexa, i.e
Oz + (1 =Ny) =Af(x)+ (1= A)f(y)

Sea L(z) = f(x) — f(0). Demostremos que L es lineal. Sea 0 < A <1

fOx) = f(Az + (1= A)0) = Af(z) + (1 = A)f(0)

De donde L(Az) = f(Ax) = f(0) = Af (2)+(1=A)f(0) = f(0) = Af () = Af(0) = AL(x)

Por otro lado,

Lz +y) = flx+y) - f0) = ( 2z + 32y) — £(0) = 3£ (22) + 3£ (2y) — £(0)

= f(322) = 3/(0) + f(52y) — 5£(0) = £(0) = L(z) + L(y)
Lz —

Ahora, L(0) = f(0) — f(0) = 0.Con lo cual, 0 =
obtenemos,

x) = L(z) + L(—x). Asi

L(—z) = —L(x)

Como todo a € IR se puede escribir como sgn(a)(n + A),con n € INy A € (0,1),
deducimos que L es lineal, y L + f(0) es lineal afin, con lo cual f es lineal afin. m

Ejercicio 2.4.5 Sea S un conjunto convexo cerrado no vacio en IR" y sea f : IR" — IR
definida por:

fly) = inf [lz —y]|
Demuestre que [ es convexa.

Solucién. Supongamos que no es convexa, i.e 3zg, Loy Ao tales que:

inf ||\ 1= Xo)yo — || > Ao inf |lz — 1 — Xo) inf [Jz —
inf [[Aozo + (1 = Ao)yo — 2[| > Ao inf |2 — zo][ + (1 = Ao) inf [z — yol]
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Sea xo € S tal que ||zg — zo|| = inf ||z — 2|
zesS

De esta menera:

Aof(20) + (1= X0) f(yo) = 1nf [[Ao(zo — 20)[| + (1 = Ao)(z — w0
2 inf {|Ao(20 — 20) + (1 = Ao)(yo — 2)|| = inf [|Aozo + (1 = Ao)yo — [Aozo + (1 = Ao)a]|
De lo cual obtenemos que ing | Aozo+(1—Xo)yo—2x| > ing | Mozo+ (1—Xo)yo—[Noxo+(1—Nox]||
xe xre

Para \g # 1 tenemos que Agxg + (1 — A\g)z € S, por ser convexo. Asi definamos

L={le S/l =Xxo+(1—Xo)z}, es claro que L C S. Con esto podemos reescribir la tltima
desigualdad como:

- _ _ ) _ _
;1615,”)\020 + (1 = Xo)yo — 2| > }g{HAon + (1= Ao)yo — |
o de otra forma,
inf ||n — inf ||n —
inf [jn — 2| > inf ||y — 2|
Lo cual es una contradiccion m

Ejercicio 2.4.6 Sea A € M5, (IR), B € Mix,(IR), ¢ € IR". Uno y sdlo uno de los sigu-
tentes sistemas tiene solucion:

1) Ax <0, Bx =0, cz >0, algin x € IR".
(1) ; ; , alg
(2) Aly+ B'z=c,y >0, alginy € IR", z € IR".

A
Solucién Consideremos la matriz A = B | . Notemos que (1) es equivalente a Az <0,
—B
x>0, algtin z € IR".
Y
Seau= | 2z |,con z,zy >0 tales que z = 21 + 2. De este modo, u > 0.
22
~ Yy
Aty = [ At Bt —Bt ] 21 | = Aty + Btzy — Blzy = Aly + B'z = ¢, define un sistema
Z2

equivalente a (2).
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Se concluye usando Farkas. W

Ejercicio 2.4.7 Dados x,b,c € IR", con x > 0 y M,xn(IR) se definen:

Z(b) = max 'z
Ax<b

V(c) = maxc'x
Ax<b

Demuestre que Z es convexa yV es concava; asumiendo que b y c estdn en dominios convexos
en que los dos problemas son factibles y acotados. Comente que sucede si levantamos estas
SUPOSILCIONES.

Solucién Sea A € [0, 1]. Debemos probar que by, by lados derechos, se tiene que:
Z(Aby + (1 = N)ba) < AZ(by) 4+ (1 — X\)Z(bs)
y que Vcq, co vectores de costo, se tiene que:
V(Aer + (1= Nez) > AV(er) + (1 = NV (ew).
e Probemos que Z(b) es convexa:

Sean Z(by) = c'zy con 1 >0  Axy = b
Z(bg) = CtZL'Q COIl X9 Z 0 AZEQ = bg
(21, 22 son soluciones al problema (P) con lado derecho by, b, respectivamente)

Tomando x = Ax; + (1 — A, se tiene que Ax = A(Axy + (1 — N)ag) = Aby + (1 — A)ba. (1)
Claramente z > 0. (2)

De (1) y (2) se tiene que z es solucién del problema (P) con lado derecho Aby + (1 — X)bs.
El valor éptimo de este problema es Z(Ab; + (1 — A\)by) < f(Azy + (1 — Nz2) = AZ(by) +
(1 = X)Z(by), luego Z(b) es convexa.

e Probemos ahora que V(c) es céncava:

Sea T solucién 6ptima del problema
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(P;) max c'z
Az =10
x>0
con ¢ = Acy + (1 — A)co.
Claramente T es factible para (Pc;) y (Pcg), luego V(ey) > Ty V(ea) > i
Asi,
AVie) + (1 =ANV(e) 2 AT+ (1 =Nz =7T =V (her + (1 — N)ew)

Luego, V'(c) es concava. H
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Capitulo 3

Programacion Lineal

3.1 Introduccién a la programacion lineal

Un problema de programacion lineal se escribe de manera explicita como:

(PL) minz = c1r1+ CoTot+ ... + Cr1Tm—1+ Cnn,
a1+ QT+ ...+ Qg 1Tpo1t T, = by
az 1T1+  Qe9Tot+ ... +  Qep_1Tp_1t+ GopTn, = b
am,lxl—l_ CLm,2x2"|_ oo+ am,n—lxn—1+ Apndn = bm

O en forma compacta como:

(PL) min z=cz
sa. Axr =10
x>0
conz,c€ IR", be R", A€ Mpxn(IR), con m < n.

En la funcién objetivo o criterio c'z, la variable x se conoce como variable de decisién
o nivel de actividad y ¢ como vector de costos.

El conjunto de restricciones S = {Ax = b,x > 0} es un poliedro cerrado y se llama conjunto
factible. La matriz A se conoce como la matriz de coeficientes tecnolégicos y b como
vector de recursos o,simplemente, lado derecho.

Otras definiciones preliminares:
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e Si S es acotado, existe solucion, pues se minimiza una funcién lineal continua sobre un
conjunto compacto.

e Si S es no acotado, puede ocurrir que ¢z — —oo, con x € S.
e Se dird que el problema (PL) es acotado si y solamentesi 3z € S ¢'T < c¢fax Vr € S.

e Se dird que el problema (PL) es no acotado si y solamente si 3d € IR",x, € S tal
que c'(x, 4+ Ad) — —00 si A — oo con z, + Add € S VA > 0 Es evidente que si (PL) es
no acotado, entonces S es no acotado. La otra implicancia no siempre es cierta, como
veremos cuando estudiemos cémo resolver un programa lineal.

e Se dira que el problema (PL) es infactible si y sélo si S = ¢.

En lo que sigue, revisaremos algunos ejemplos clasicos de la programacion lineal.
Ejemplo 3.1.1 Problema de transporte

Consideremos una industria que tiene dos fabricas, una en la ciudad O1 y otra en la ciudad
02. Ella produce un bien que es consumido en D1, D2 y D3. La oferta en O1 es de 10.000
unidades diarias, mientras que la oferta en O2 es de 5.000 unidades. La demanda diaria en
todos los centros de consumo es de 5.000 unidades.

Los costos de transporte (peajes, impuestos, pago de camiones) estan dados por el vector ¢,
donde ¢;; es el costo de transportar una unidad de produccién desde la fabrica i a la ciudad
Jyconcyy =2,c19=1,¢c13=3,¢01 = 1,000 =2,C03 = 1.

El objetivo del industrial es determinar la cantidad de producto que debe enviar desde cada
fabrica a cada centro de demanda, minimizando los costos de transporte.

Sillamamos z;; a la cantidad de producto enviada desde la fabrica ¢ a la ciudad 7, el problema
y sus restricciones pueden plantearse como sigue:

(P) min  2xy;;  +Ti2 +H3x13 +Tor 2T +T03

oferta 01 T11 +Z12 +T13 = 10.000
02 T21 +To9 +T93 = 5.000

demanda D1 T11 +T9 = 5.000
D2 T12 +ZT90 = 5.000
D3 T13 +x93 = 5.000
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5.000

5.000

5.000

5.000

Figura 3.1: Problema de transporte: grafo de la red oferta-demanda

O equivalentemente,

N M
(P) min ) >~ cijay;

T i=1j=1

11100 0 i” 10.000

0001 11 9312 5.000
sa|1 0 0 1 00 m”’ = | 5.000

01 00 1 0 ;1 5.000

00100 1 2 5.000

_:E23_
ri; >0 Vi, j

es decir, como un problema lineal, donde S (el poliedro) esté escrito en la forma candnica
Ar=B ,x > 0.

En términos més generales, si a; denota la oferta del nodo ¢ =1, ..., N y b; la demanda en el
nodo j = 1,..., M, el problema de transporte puede escribirse como sigue:
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M
min Z Cij T4
i=1j=1

M
oferta inj = a; Vi = 1,...,N
j=1

N
demanda inj :bj V]: 1,...,M
i=1

;>0 Vij
N M
En general, supondremos que ) a; = ) b;, esto garantiza la factibilidad del problema.
i=1 j=1

Ejemplo 3.1.2 Planificacion de la produccion

Se necesita planificar la produccién para k meses, con demandas conocidas al fin de cada
mes dq, ..., dj.

El stock inicial es de s, < dy. Los costos de produccion en cada periodo son cq, ..., . Se
puede guardar producto de un mes a otro, con costos unitarios ¢, ..., qx.

Al final del horizonte de produccién el stock debe ser nulo.

Se desea encontrar el plan de produccién que minimize los costos totales de la empresa.

\L ul u2 uk

—— —- sk=0

ldl a2 dk

Figura 3.2: Problema de planificacién de produccion

Escribamos primero las restricciones del problema:

Llamando u; a la produccién del periodo ¢ = 1, ...k, del diagrama de la figura (3.1) es claro
que
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variables datos

Uy — 51 = di— 5,
S1 + Ug — So = dg
Sk—1 + Ug = dy

u120,3120 VZ:L,k

Luego, el problema puede escribirse como:
k—1

Z q;S;
i=1

k
min » | c;u; +
i=1

1 0 0 -1 0 01 ¢ .
Uy S di— s ]
0 1 0 0 1 -1 172
ds
1 0 0 1 -1 : u, | .
0 51 .
1 -1 : 4
| 0 0 1 0 1| Lokt
u; > 0,8 >0

Ejemplo 3.1.3 Problema de la dieta

Un hacendado esta criando cerdos y necesita definir la cantidad de alimentos que hay que dar
a cada uno diariamente, para satisfacer los requerimientos nutricionales minimos, de modo
de minimizar el costo por alimentacién.

El Servicio Nacional de Alimentacion de cerdos entrega a los empresarios del rubro la sigu-
iente carta de nutrientes por Kg. de los alimentos mas comunes:

Alimentos Nutrientes
[Kg] carbohidratos | proteinas | vitaminas
maiz 90 30 10
cebada 20 80 20
alfalfa 40 60 60
Req. minimo diario 200 180 150

El precio del maiz, la cebada y la alfalfa es de $42, $36 y $30 por Kg., respectivamente.
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Planteemos el problema de optimizacién asociado: llamemos m > 0 a la cantidad de maiz,
¢ >0 aladecebaday a > 0 a la de alfalfa, todas medidas en Kg.

El objetivo del hacendado es minimizar sus costos por alimentacion, esto es
min 42m + 36¢ + 30a
Las restricciones nutricionales, de acuerdo a la tabla, estan dadas por

90m + 20c + 40a > 200  carbohidratos
30m + 80c + 60a > 180  proteinas
10m + 20c + 60a > 150  vitaminas

42
Si llamamos x = | ¢ | a la variable de decisiéon, ¢ = | 36 | al vector de costos,
30
90 20 40
30 80 60
A= 110 200 600 a la matriz de coeficientes tecnolégicos y
0 1 0
0 0 1
200
180
b= 1(5)0 el vector de recursos,
0
0

el problema de la dieta puede escribirse como un problema de programacién lineal:

min clz

resS

donde S = {z/Ax > b}! es un poliedro cerrado.

'Recordemos del capitulo anterior que {Az = b,z > 0} y Az > b son formas equivalentes de describir un
poliedro cerrado.
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El problema de la dieta es un problema tipico en programacion lineal. Una variacién intere-
sante es la siguiente:

Supongamos que el precio del maiz es estable ($42 / Kg) y que el precio de la cebada y la
alfalfa toman, cualquiera de los siguientes valores:

Alimentos | Precio por Kg.
cebada 36 31
alfalfa 31 32

,,Cual sera ahora la funciéon objetivo?

Al hacendado le interesarda minimizar sus costos para la peor condicién de precios (pues esto
implica que si los precios son favorables los costos seran bajos también), esto es

min max{42m + 36¢ + 31a, 42m + 31c + 32a}

O de otra forma,

min p(m, ¢, a)
(m,c,a)t € S

Con p(m, ¢, a) = max{42m + 36¢ + 31a, 42m + 31c + 32a}, que es una funcién no lineal de
(m,c,a)t.

Un problema equivalente al problema de la dieta es:

(P) min A
42m + 36¢ + 3la
42m + 31c + 32a

x

MmN IA

A
A
S

Observacion 3.1.1 Cuando se crean variables artificiales para transformar un problema,
solo se consideran las variables primitivas en el concepto de problema equivalente. En el caso
de nuestro ejemplo, la variable artificial A no es una variable de (P).

Proposicién 3.1.1 .
(P1) min{max{fi(x)}iz1,.n} es equivalente a (P2) min\
sa. x €S sa. fi(x) <X Vi=1,..,n
(x,\) € S x R"
En el sentido de que (T) es solucion de (P1) < (T, ) es solucion de (P2).
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Formas canédnicas de un programa lineal

Un general un PL se encuentra en una de las dos siguientes formas:
1) Forma de desigualdad:

min z =c'z
sa Ax >0
x>0

2) Forma estandar:

min 2z = clz
X

sa Ax=0b
x>0

Estas dos formas son equivalentes pues, como vimos en el capitulo anterior, los poliedros
{z/Az =b,x > 0} y {z/Ax < b} son equivalentes, en el sentido que se puede pasar de una
forma a otra.

En general, cualquier problema de programacién lineal pude escribirse en una de estas dos
formas, usando transformaciones sencillas, como por ejemplo:

e Pasar de > a < multiplicando la restriccién por —1.
e Pasar de < a = usando una variable de holgura:

n n
> aj;x; < bj puede escribirse de la forma ) a;;2; + xp1 = by,
=1 j=1

CON Tpy1 = 0.2

e Una variable irrestricta x puede ser reemplazada por dos variables no negativas z; > 0
y x9 > 0, escribiendo x = x1 — 9

e Maximizar c'z es eqivalente a minimizar —c'z

2Notar que en este caso el problema aumenta en una variable por cada restriccién.
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Ejemplo 3.1.4 El problema

max cCjTi+ CoXo

T1— 39 > 8
T Z 0
To € IR
es equivalente al problema
— min —C1T1— CaZ3+ Coy
—T1+ 31’3— 3ZL’4 S —8
T 2 0
T3 2 0
Ty Z 0
que a su vez, es equivalente al problema:
—min —cjx; —CaTsz +CoTy
—I1 +3$3 —3£L‘4 +r5; = -8
T 2 0
T3 > 0
Ty Z 0
Ty Z 0

Plantear un problema de optimizacién requiere comprender la estructura del mismo y ser
ordenado y creativo a la hora de darle forma. Veamos algunos ejemplos mas de planteamiento
de programas lineales.

Ejemplo 3.1.5 Una constructora de viviendas de madera acaba de ganarse una propues-
ta para edificar un conjunto de casas. Los ingenieros de la constructora estdn preocupados
de mintmizar los costos tanto como sea posible. Ellos han estimado que requeriran madera
aserrada de 4 x 4 de diferentes longitudes: de 80, 60 y 50 cm. En el mercado existe este
producto en dos dimensiones: 1.20 y 2.10 m. con un costo de 300 y 350 pesos, respectiva-
mente. La cantidad de piezas de cada largo, que se empleardn en la construccion, se indican
en la siguiente tabla:

Longitud (e¢cm) | Cantidad minima requerida
80 1500
60 800
50 2400
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Para satisfacer sus necesidades, la empresa tiene que trozar los productos que compre para
obtener las piezas deseadas. ;Cudntos produactos de 1.20 m. y de 2.10 m.debe comprar la
empresa para satisfacer sus requerimientos y minimizar los costos? Formule un modelo de
programacion lineal para resolver el problema.

Solucién:

_w NN [0 [ © ] © Hx,,

_ o [ o WEx, [®©[ © [slx,
oo | w [s0]x, [ 60 [ X

e [ & WX, [ ® [sof s EEEXx

_w [ @ [ofx, [ & [w[n] s ]x [
oo | 0 | oflx [ IS

e [0 NN [so so N X

@ [so[sMllx, [sols]s Nl

_ 6 NN, [so[w[s][s[slx

60 [ 6o [N X

Figura 3.3: Posibles configuraciones de corte

El mercado ofrece madera aserrada en dos dimensiones

7 | dimension
1 1.20
2.10

con costos ¢; = 300 y ¢ = 350, y la empresa requiere 3 longitudes distintas: 80, 60 y 30 c¢m,
en las cantidades senaladas en la tabla del enunciado.

Una placa 2.10 m. puede cortarse en 19 formas distintas (configuraciones), para satisfacer
los requerimientos de la empresa. Por su parte, una placa de 1.20 m. puede cortarse en 6
configuraciones, tal como se indica en la figura (3.3).

Luego, el conjunto de variables de decision natural sera
x;; = cantidad de madera de dimensién j, cortada de acuerdo a la configuaracién <.
Con esto, la funcion objetivo se escribira:

19 6
min 300 Y @1 + 350 ) 20

i=1 i=1
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Las restricciones seran:

T11+2T21+2x31+T41+T51+T61+T71+T81+T12 > 1500

T41+T51+2T61+T91+27101+3T111+2T121 +2131+T141 +T151 +T22+2T32+T42 > 800

31+T51+%71+2281+T121+7131+27141 +3T151 +T161 22171 +37181 +4T191 +Ta2+T52+2T62 > 2400
xij Z 0 VZ, ]

Analicemos la primera restriccion. En ella se impone que la cantidad de piezas de 80 cms.
debe ser al menos de 1500. En efecto, la configuracion x; tiene exactamente una pieza de
80 cms, la configuracion zo; contiene 2 piezas de 80cms, etc.

Ejemplo 3.1.6 Un pequeno banco asigna un mdximo de $20.000 para préstamos personales
y para automovil durante el mes siguiente. El banco cobra una tasa de interés anual del 14%
a préstamos personales y del 12% a préstamos para automdvil. Ambos tipos de préstamos se
saldan en periodos de 3 anos. El monto de los préstamos para automouvil debe ser, cuando
menos, dos veces mayor que el de los préstamos personales. La experiencia pasada ha de-
mostrado que los adeudos no cubiertos constituyen el 1% de todos los préstamos personales.
¢ Como deben asignarse los fondos?

Solucion:

Variables de decision:

xy : dinero asignado a préstamos personales
o : dinero asignado a préstamos para automavil

Planteamiento:

maxz = (0,14-0,99 —0,01)z; 40, 12z,

Ty +zy < 20.000
214 —Ty < 0
T Z 0
i) Z 0

Donde maximizamos la cantidad total de intereses a recibir, menos la fraccién de créditos
personales que no se pagan. La primera restriccion corresponde a la cantidad de dinero a
repartir en créditos y la segunda dice que lo destinado a préstamos para automoviles debe ser
al menos el doble que lo que se destina a préstamos personales. Esto podrfa obedecer a alguna
polftica del banco para recuperar el dinero en caso de no pago, por ejemplo, embargando los
vehiculos.

Ejemplo 3.1.7 Una empresa dedicada a la elaboracion de trajes de sequridad para obreros
forestales ha desarroallado dos nuevos tipos de trajes, que vende a tiendas en todo el pais.
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Aunque la demanda por estos trajes excede a su capacidad de produccion, la empresa sigue
trabajando a un ritmo constante, limitando su trabajo en estos nuevos articulos a 50 ho-
ras/semana. El traje tipo I se produce en 3.5 horas y genera una ganacia de US$28, mientras
que el trage tipo II toma 4 horas para su produccién y da una ganancia de US$31. ;Cudntos
trajes de cada tipo deberd producir semanalmente la empresa, si su objetivo es maximizar su
ganacia total?

Solucion:

Variables de decisién:

x1 : numero de trajes tipo I
xo : numero de trajes tipo II

Planteamiento:

(P)maxz = 28z; +3lxz,

3.5I1 +4I2 S 50
I Z 0
i) Z 0

Ejemplo 3.1.8 Suponga que una persona acaba de heredar $6000 y desea invertirlos. Al oir
esta noticia, dos amigos distintos le ofrecen la oportunidad de participar como socio en sus
negocios. En ambos casos, la inversion significa dedicar un poco de tiempo el verano sigu-
tente, al igual que invertir efectivo. Con el primer amigo, al convertirse en socio completo,
tendria que invertir $5000 y 4000 horas, con una ganacia estimada (ignorando el valor del
tiempo) de $4500. Las cifras correspondientes a la proposicion del sequndo amigo son $4000
y 500 horas, con una ganacia estimada de $4500. Sin embargo, ambos am,igos son flexibles
y le permitirdn entrar al negocio con cualquier fraccion de la sociedad. La participacion de
las utilidades seria proporcional a esa fraccion. Como de todas maneras esta persona estd
buscandoun trabajo interesante para el verano (600 horas a lo sumo), ha decidido participar
en una o ambas sociedades, con la combinacion que maximize la ganacia total estimada.
Formule un modelo de programacion lineal para este problema.

Solucion:

Variables de decision:

x1 : dinero invertido en el primer negocio
o : dinero invertido en el primer negocio

Planteamiento:
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(P)maxz = a1+ 329

r1 +xe < 6000
20 4l <600
T < 5000
o < 4000

T, Ty 2 0

Ejercicio 3.1.1 Demuestre, usando el teorema de Farkas, que si el problema

min c‘'z
Ax =D
r >0

es no acotado, entonces no existe y € IR™ tal que Ay < ¢, donde A € M, (IR").
Plantee los siguientes problemas de programacién lineal.

Ejercicio 3.1.2 La National Free Transportation Agency (NAFTA), debe decidir un pro-
grama de formacion y contratacion de nuevas azafatas para los prorimos seis meses.

Las exigencias a respetar son expresadas en horas de vuelo de azafatas: 8.000 en enero,
9.000 en febrero, 8.000 en marzo, 10.000 en abril, 9.000 en mayo y 12.000 en junio.

La formacion de una nueva azafata dura un mes. Esta formacion comprende 100 horas de
vuelo en lineas de la compania. FEstas 100 horas se pueden deducir de exigencias que las
azafatas deben cumplir, es decir, sirven para satisfacer las exigencias de horas de vuelo de
azafatas de la compania.

Cada azafata experimentada puede entregar hasta 150 horas de vuelo por mes. La compania
dispone de 60 azafatas experimentadas al 1 de enero.

Cada azafata experimentada recibe un sueldo de US$800 por mes, independientemente del
nimero de horas que preste servicio. Cada mes, el 10% de las azafatas experimentadas deja
su trabajo por diversas razones.

Al cabo de un mes de formacion, que cuesta US$400 a la compania, una azafata aprendiz se
convierte en azfata experimentada.

Ejercicio 3.1.3 Un proyecto de construccion municipal requiere fondos de 2 millones, 4
millones, 8 millones y 5 millones, durante los proximos 4 anos, respectivemente. Suponga
que todo el dinero para un ano se requiere al principio del ano. El municipio intenta vender
el numero exacto de bonos a largo plazo, suficiente para cubrir los fondos requeridos para el
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proyecto, y todos estos bonos, independientemenet de cudndo sean vendidos, serdn pagados
(se vencerdan) en la misma fecha de algin ano futuro distante. Se ha estimado que los
procentajes de interés en el mercado (es decir, los costos de vender los bonos) de bonos a
largo plazo en los préximos 4 anos serdn del 7%, 6%, 6.5% vy 7.5%, respectivemente. FEl
pago de intereses de los bonos empezard un ano después de haber completado el proyecto y
continuard durante 20 anos, después de lo cual los bonos seran pagados. Por otra parte, se
ha estimado que durante el mismo periodo, los porcentajes de interés a corto plazo sobre los
depdsitos a tiempo fijo (es decir, lo que la ciudad puede ganar en depdsitos) serdn del 6%,
5.5% y 4.5%, respectivamente (es claro que el municipio no invertird dinero en depdsitos a
corto plazo durante el cuarto ano). Cudl es la estrategia optima que debe sequir el gobierno
municipal en la venta de bonos y en el deposito de fondos en cuentas a tiempo fijo para poder
completar el proyecto de construccion?

Ejercicio 3.1.4 Un granjero posee 100 hectdreas (ha.) que pueden ser utilizadas para el
cultivo de trigo y maiz. El rendimiento por ha. es de 60 quintales anuales de trigo y de 95
quintales de maiz.

Cualquier fraccion de las 100 ha. puede ser destinada al cultivo de trigo o maiz. El trabajo
necesario es de 4 hrs. por ha. anuales, mads 0.15 hr. por quintal de trigo y 0.70 hr. por
quintal de maiz. FEl costo de las semillas y avono es de $20 por quintal de trigo y $12 por
quintal de maiz.

El granjero puede vender su trigo a $175 el quintal y su maiz a $95 el quintal. A la compra,
le costarian respectivemente $250 y $150. Puede también criar cerdos y pollos. Los vende
cuando han alcanzado la edad de 12 meses. Un cerdo se vende a $4.000. Un ave se vende
en términos de cerdo-equivalente (el nimero de pollos necesarios para obtener $4.000 al
memento de la venta).

Un cerdo requiere 25 quintales de trigo o 20 quintales de maiz, ai como 25 hrs. de trabajo y
25 m? de terreno. Un cerdo-equivalente de pollos requiere 25 quintales de maiz o 10 quintales
de trigo, asi como 40 hrs. de trabajo y 15 m? de terreno.

El granjero dispone de 10.000 m?* de terreno para la crianza. Dispone también de 2.000
hrs. de trabajo anuales y puede poner a su familia a trabajar, disponiendo asi de 2.000 hrs.
suplementarias. Puede también contratar horas suplementarias de obreros agricolas al costo

de $150 la hora.

Cada hora de obrero agricola demanda 0.15 hr. de trabajo de supervision de parte del
granjero.

Determine las superficies a destinar al cultivo de trigo y/o maiz y las cantidades de cerdos
y/0 pollos a producir, de manera de mazximizar el beneficio.
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Ezxplicite los supuestos usados en la modelacion.

3.2 Solucion de un LP

Definicién 3.2.1 Sea f : IR" — IR una funcion continuamente diferenciable. Una direccion
d € IR" se dird direccion de descenso de f en el punto T factible, si y solamente si

VA € [0, )] se tiene que f(T + \d) < f(T).
Proposicion 3.2.1 Se cumple que:

o SiVf(Z) <0 entonces d es direccion de descenso.

e Si existe A > 0 tal que f(T + \d) < f(T) VA € [0, )], entonces Vf(Z)!d <0

Demostracién. Si Vf(T)'d < 0 entonces, usando la definicién de derivada direccional:

fEAD-f@) _

lim X

A—0+
Entonces, f(Z + Ad) — f(T) < 0. Con lo que se tiene que I\ > 0 tal que
f@+ M) < f(T) VA€ [0,)]

y d es direccion de descenso.

Por otra parte, si I\ > 0 tal que:

F@+ ) — f(T) <0 YA e [0,

tenemos que /\lim+ w < 0y por lo tanto, Vf(Z)'d <0m
—0

vf(@)

T~ FE € la direccion unitaria de mdzrimo descenso de

Proposicién 3.2.2 El vector d = —
la funcion f en el punto .
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Demostracién. Notemos primero que — v/ f(T) efectivamente es direccién de descenso,
_ — 112
pues 7 f(Z)' (= v f() = = [Vf@)]" <0.

El problema que se plantea es el siguiente: H%hin Vf(@)'d. De la desigualdad de Cauchy-
<1
Schwartz se tiene que

Vi@ < [IVf@Idl < IV @)

Esto implica que — ||V f(T)|| < Vf(Z)'d, que se alcanza con igualdad para d = — ng‘cg;\\' u

Teorema 3.2.1 Sea S un poliedro no vacio en la forma candnica y sea el problema

(P)min c'x

resS

Entonces una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(i) (P) es no acotado.
(ii) (P) tiene un vértice (punto extremo) como solucion.

Demostracién. Sea x € S. Del teorema (2.1.4) sabemos que = puede escribirse como la
suma de una combinacién convexa de puntos extremos y una combinacién lineal positiva de
k !
direcciones extremas de S, es decir, © = > Nz + Y pid; , donde A\; € [0,1] Vi =1,...,k ,
i=1 j=1

k
i=1

~ K !
Si existe j tal que c'd= < 0, entonces c'x = Zl Nictx; + Zlﬂjctdj — —00 cuando ji5 — —00.
= j=
Es decir, el problema es no acotado.

Si no existe una direccién satisfaciendo que c¢'d; < 0, entonces c'd; >0 Vj =1,...,1, luego

!
k K
ctr =3 Neta; + Zﬂjctdj > ST \icta;
i=1 X =1
Jj=1
——
>0

Sea z, tal que clz, = Apink{ctxi} (que existe, pues el conjunto es finito). Luego c'z >

K
ctaey, N = cta,, es decir, x, es 6ptimo. W
i=1
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Motivacién: Solucién gréafica en R?

Consideremos el siguiente problema lineal

min —2x; +3x9

201 —x9 < 3

(P) —T1 —|—2I2 < 2
) Z 1

1 ,xo > 0

Graficamente, cuando se minimizan los costos lo que se hace es desplazar la curva de costos
en la direccién —c (= — <7 (¢x)) que, como ya probamos, es la direccién de méximo descenso.
Con esto tenemos que el valor éptimo serd aquel tltimo punto factible que alcance la funcién
objetivo en su descenso.

(insertar grafico)

En la figura podemos observar que el 6ptimo para este problema es el punto (2,1), que es
un punto extremo!

Observaciéon 3.2.1 La observacion anterior es cierta cuando las variables de decision de
un programa lineal son continuas (pertenecen a un dominio acotado de IR"). En el caso de
que las variables de

decision sean discretas, puede ocurrir que el optimo no corresponda a un vértice. Este caso
sera tratado mds adelante, en el Capitulo de Programacion Entera.

Desgraciadamente, cuando aumenta la dimensién del problema, ya no es posible resolverlo
de manera grafica.

3.2.1 Algoritmo simplex

Vimos que para poder resolver un problema de programacion lineal necesitamos solo consid-
erar los vértices del poliedro S = {x € IR"/Ax = b} como candidatos a solucién éptima del
problema. Para un nimero grande de variables (n) y restricciones (m) vimos también que el

P T n , . ‘ps
niumero de vértices puede ser enorme, , por lo que una metodologia més sistematica
m

se hace necesaria.
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El método simplex, desarrollado por Dantzig (1949), tiene una idea geométrica muy simple:
primero encuentra una base factible (un vértice de S). Luego el método se mueve de vértice en
vértice, a través de las aristas de S que sean direcciones de descenso para la funcién objetivo,
generando una sucesién de vértices cuyos valores por f son estrictamente decrecientes, con
lo que se asegura que un mismo vértice no es visitado dos veces. Asi, como el nimero de
vértices es finito,el algoritmo converge en tiempo finito; esto significa que encuentra una
solucion 6ptima, o una arista a lo largo de la cual la funcién objetivo es no acotada.

A la busqueda de una base factible se la llama Fase I del algoritmo simplex. El resto del
procedimiento se conoce como Fase II.
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Fase II del Algoritmo Simplex

Consideremos el problema

(PL) min ¢’z

z€eS

con S ={z € IR"/Azx = b} poliedro cerrado, convexo.

Supongamos que A € M,,,, es de rango m, entonces, por lo visto en el Capitulo 1, A puede
escribirse de la forma A = [B, N|, con B € M,,,, invertible.

Notemosm:{:UB}, c:{cB}
N CN

Entonces, Ax = Bxp + Nxy = b con lo que finalmente 23 = B~'b — B~ 'Nzay

El problema (PL) es equivalente a

min 3B+ (cy — 3B IN)xy

rp + BilNZL'N = B_lb
N 20
TR >0

-1
Consideremos un punto x extremo (es factible), [ iB } = [ BO b } >0
N

Con esto, ¢tz = cdyap+cdyay = 3 B71b, por lo tanto, si ¢l — 3 B™'N > 0 no es aconsejable
dar valor positivo a las variables en xy.

Definicién 3.2.2 La cantidad 7 = c3B~" se conoce como vector de multiplicadores
del simplex. FEsta terminologia proviene de la interpretacion de las componenetes de w
como multiplicadores de Lagrange y como precio de equilibrio en el dptimo, como veremos
mas adelante.

min 31’3 +£IZ’4

. —3$3 +3I4 S 6
Ejemplo 3.2.1 8wy 4z, < 4
€3 y L4 Z 0
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Escribamos el problema en la forma canénica:

min Oz 4+0xy +3z3 x4

T —31’3 +3«774 = 6
Ty —8wz +dxy = 4
z;, > 0 Vie{l,2,3,4}
T 0
) (10 _ (73 3\ (#B) _ [®2| (eB)_ |0
Elijamos B = (0 1) , N = (—8 4)’ (JEN) TN (czv) RE
Ty 1

Donde: zg : variables bésicas o en la base
xy @ variables no-basicas o fuera de la base
x1, Xy : variables de holgura

x3, T4 : variables estructurales

Se puede despejar x1, s en funcién de x3, x4 y reemplazar en la funcion objetivo. Notar que
todo queda igual, pues B =1y ¢z = 0.
Como ¢y — N = (3,1) > 0, la solucién es Gptima.

()-[i)- 9

e Criterio de Optimalidad

O O =D

En un problema de minimizacion escrito en la forma candnica, si las variables no basicas
-1
. . . — -, B B~b
tienen asociado un coeficiente ¢y, = ¢y — 7N > 0, entonces la solucién < > = ( 0
IN

es Optima.
Habitualmente, los datos se ordenan en un cuadro:

—t t

0 ¢y ‘ —7'b

*
I B7'N|B™ "% )

¢y =y — 7' N se llama vector de costos reducidos.

Consideremos el siguiente ejemplo:
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min —3x3 414

. —3%’3 +3$4 < 6
Ejemplo 3.2.2 S
x3 y L4 Z 0

Siguiendo el procedimiento anterior, escribamos la siguiente tabla:

!
Tr1 T T3 X4 —Z
0 0 -3 1 |0=-7%
1 0 -3 3 6
0 1 -8 4 4

Tal como en el ejemplo anterior, x = (6 4 0 O)t es una solucién factible; pero no es
optima, pues ¢3 < 0

., Conviene hacer crecer una variable no béasica a un valor positivo? Si.

I = —3ZL‘4+6+3£L’3
To = —41134 +4+8l’3

Tomando x4 = 0 (fuera de la base), x3 puede crecer indefinidamente, disminuyendo el costo
total. Mas ain, este problema es no acotado.

e Criterio de no acotamiento

Si un costo reducido es negativo y los elementos en la columna correspondiente son negativos
o nulos, en al menos una de las filas, entonces el problema es no acotado.

Observacion 3.2.2 Si la columna es enteramente nula, la variable es irrelevante.

min 3Ty —x4
i —3r3 +3r4 < 6
Ejemplo 3.2.3 813 +dx, < 4
T3 , Ly Z 0

Escribamos la tabla:

71



!
Ty T2 T3 X4 | —Z
0O 0 3 -1]0
1 0 -3 31| 6
0o 1 -8 4] 4

x4 es una variable no bésica cuyo costo reducido es negativo®, luego conviene hacerla entrar
a la base.

;,Cuanto puede crecer? Los datos en la columna asociada son todos positivos, luego el
problema es acotado.

I = —31’4 + 6
To = —41'4 + 4
r3 =10 (fuera de la base)

Se necesita que x1 > 0,29 > 0, lo que implica que x4 < 1.

Més atin, x4 = min{2, 7} = ;ni%{%}
> i

lr
Try T X3 Ty z
0o 0 3 -110
1 0 -3 3 |6
0 1 -8 4 s

e Criterio de pivoteo

Se hace entrar a la base aquella variable cuyo costo reducido sea negativo. Sea x,. la elegida
para entrar a la base, ;cual sale?

by oo b
Se busca s tal que — = min{— /a;, > 0}
sr g Qi

Se pivotea sobre (s, 7)

Volvamos a la tabla:

3Si bien no hay resultados respecto a la eleccién entre las variables con costos negativos, conviene hacer
ciertas convenciones. En este caso eligiremos siempre la variable de costo reducido mds negativo
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a1 i, | by

Donde suponemos b; >0

(1) Sig; >0 Vj=1,...,n, entonces la solucién en curso en éptima. Las variables bésicas
son iguales a b; y las no bésicas son nulas.

(2) Si¢; < 0 para algin j, la elegimos para entrar a la base. Usaremos el criterio descrito
anteriormente de elegir la variable cuyo costo reducido es menor. Supongamos que
dicha variable es la s.

(3) Sia;, <0 Vi=1,...,m, el problema es no acotado.

(4) Sia;s > 0 para algin(os) 4, se determina r tal que a% = min{%s /a;s > 0} y se pivotea

en a,g :
— aisarj
Qjj < Qij — ——
Qs
T T aisbr
bi — b — —
ars
— — Esarj
Cj«— Cj — —
a’T’S
p— p— ES T
24— Z— —
a’TS

Observacion 3.2.3 Notar que esto corresponde precisamente al pivoteo de Gauss para la
inversion de matrices, lo que es consistente con el esquema presentado en la tabla (*)

min —x; —3%9
. T +$2 S 3
Ejemplo 3.2.4 3w, day < 2
T To Z 0

El problema, escrito en la forma canénica, queda:
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min —x7 —3z9 +0x3 +0x4

r1  +xo 3 = 3
—3.%‘1 —+X9 +r4 = 2
x, > 0 Vie{l,23,4}
Escribamos la tabla:
Lr Lr

T ) T3 T4 | —Z T Tog T3 X4 | —Z
-1 -3 0 010 ~> (pivoteando) -10 0 0 3 | 6
1 1 1 0]3 4] o 1 1|1 7
31 0o 1]2 % 301 0 1] 2

r1 T2 I3 Ty —Z
0 0 5/2 1/2]17/2
1 0 1/4 -1/4| 1/4
0 1 3/4 1/4|11/4

>

Identificamos z* = (i % 0 O)t como la soluciéon optima, luego el valor éptimo es z =

—17/2

Definicién 3.2.3 Si una o mdas variables basicas se anulan, entonces la solucion de un PL
se dice degenerada. En caso contrario, la [lamaremos no-degenerada.

Observacion 3.2.4 Cuando la solucion x de un PL es degenerada, existe mds de una base
asociada a ese vértice. En efecto, si x € IR" tiene p < m componentes positivas, donde m es

’ . . -, n — . .
el numero de restricciones del problema, entonces podrian haber m i soluciones bdsicas

factibles diferentes correspondientes a x.

El punto x es el mismo, pero los conjuntos de variables etiquetadas bdsicas y no bdsicas son
diferentes.
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Fase I del Algoritmo Simplex
Obtencién de una solucion basica factible

Hasta ahora, sabemos resolver un PL dada una solucién basica inicial. Esta generalmente

viene dada por la base de las variables de holgura. La Fase I del Simplex consiste en encon-
trar una base factible cuando no se tiene directamente desde el problema.

Sabemos que el problema

min clz
(P) Az =D
z >0

que se llama solucién basica factible.
El problema es conocer una solucion basica factible para comenzar el algoritmo.

El problema de factibilidad de (P) puede plantearse como el siguiente problema auxiliar:

min - Y x4

(P.) Ar+z, =0
T, X, >0

Notemos que x € IR" z, € IR™. Bajo el supuesto razonable de b > 0, una soluciéon basica
factible evidente para este problema es x = 0 y x, = b, luego podemos usar la Fase II del
algoritmo simplex para resolverlo.

(P,) se resuelve considerando B = I (z, en la base), N = A,cg = 1"y ey = 0"
Asi, para este problema el cuadro es:

ey 0| —cib dy— A 0| —chb —1'A 0| —1%
AT b T4 I b T A TI[%
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Las variables z,; son llamadas wariables artificiales y el propdsito del problema (P,) es
llevarlas a tomar valores nulos. Esto es posible, siempre que el problema original tenga una
solucion factible. En tal caso,el método simplex terminara con una solucién béasica factible,
donde z,, =0 Vi.

e Si en el éptimo de (P,) se tiene algin z,; = 0 Vi = 1,...,m, entonces la solucién en
curso es solucién factible de (P).

La solucién de (P,) satisface

(A 1) (;) =0,

con <§> > 0, luego (f) es solucién de (P,) siy sélo si z es solucién de (P)

a

e Si en el 6ptimo de (P,) se tiene algin z, > 0, entonces el poliedro es vacio, es decir,
(P) es infactible.

Observacion 3.2.5 Otra forma de abordar el problema de obtener una solucion bdsica
factible es considerar el siguiente problema de optimizacion:

min Y ¢z, + M > x4

m
(®,mq) j=1 j=1

donde M se escoge suficientemente grande, de modo que eventualmente todas las variables
artificiales tomardn el valor cero, cuando el problema original tanga una solucion bdsica
factible.

max —x; +2x9

1 txe > 1
Ejemplo 3.2.5 z; —x9 = 0
T < 4

r, > 0 i€{1,2}

Escribamos el problema en su forma candnica:
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—min —x7 —2T9

Tt +Ty —I3 =1
(P) T +r4 = 4
T —T9 = 0

i > 0 Vie{l,23,4}

Luego, agregando las variables artificiales x5, xg, 27 (3, dado el nimero de restricciones del
problema (P1)) queda:

min s +xg +x7
Ty +x9 —x3 +5 =1
T +Zy +Zg = 4
T —Xo +z; = 0
x, > 0 Vie{l,2,3,4,56,7}

Ya tenemos planteado el problema que necesitamos resolver. Escribamos la tabla y aplique-
mos el método simplex *:

!
-3 0 1 -1 0 0 0|-5
1 1 -1 0 1 0 01 2'= (0000140 )
1 0 0 1 01 0| 4
1 -1 0 0 00 1] 0 <«
Primera iteracién:
!
0 -3 1 -1 00 3 |-5
0 2 -1 0 1 0 —-1]1 +« 2= (0000140 )
0 1 0 1 01 —-1]| 4
1 -1 0 0 00 1 0
Segunda iteracién:
!
00 —1/2 -1 3/2 0 3/2 |-7/2
01 —-1/2 0 1/2 0 —-1/2] 1/2 = (220003 0)
00 1/2 1 -—1/2 1 —1/2| 7/2 «
10 -1/2 0 1/2 0 1/2 | 1/2

4las negrillas sefialan las variables en la base para cada iteracién.
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Tercera iteracidn:

00 0 0 1 1 1 [0

01 —1/20 1/2 0 —1/2[1/2 4 , 1 1 o 1 t
00 1/2 1 121 —1/2/72 * =Lz 303000
10 —1/2 0 12 0 1/2 |1/2

En la ultima iteracién todas las variables artificiales salen de la base, los costos reducidos
asociados toman todos el valor 1y z = 0.

Ya tenemos una solucién basica factible. Ahora eliminamos las variables artificiales y recal-
culamos los costos reducidos y el valor objetivo para esta solucion:

00 0 0]0

01 —1/2 0]1/2
00 1/2 1]7/2
1 0 —1/2 0]1/2

El vector de costos estd dado por ¢! = (1 -2 0 O)t, por lo tanto:

cty = (cg 4 cl)t = (—2 0 1)t = (Cg) = (O)

El orden en que se escribe el costo para las variables bésicas, depende del vector en la base
canonica que las mismas tienen asociado.

Reconozcamos las matrices B y N en el problema original (P):

1 01 1
B=|0 11],N=1[0
~10 1 0

Los costos reducidos seran:

g = (0 0 O), como siempre

1 01
en'=cdy—(-2 0 1)1 0 11 0 |=-
0 1

En tanto que:
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1/2

—Wtb:(—Q 0 1) 7/2 :%
1/2
Con esto el cuadro queda:
|
00 —1/2 0 1/2
0 1 —1/2 0 1/2
00 1/2 1 7/2|«
10 —-1/2 0 1/2

Aplicando la segunda fase del algoritmo simplex, obtenemos:

_ O OO
O O =IO
O = OO
e e
NS TN IS

con lo cual zt = (4 4 7 0) es solucion 6ptima para el problema, y el valor objetivo de la
funcién es —(—n'b) = 4 (recordemos que hicimos el cambio max z = — min —z).
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3.3 Introduccién a la dualidad en programacion lineal
Comenzaremos el estudio de la dualidad en programacién lineal con un ejemplo.

Ejemplo 3.3.1 Una fabrica produce tres articulos en cantidades x1, xs, x3,los cuales utilizan
dos materias primas en su elaboracion, digamos a y b.

El proceso de produccion debe satisfacer lo siguiente:

1) Para producir una unidad del articulo 1 se necesitan 2 unidades del recurso a y 5 del
recurso b.

Para producir una unidad del articulo 2 se necesitan 3 unidades del recurso a y 2 del
recurso b.

Para producir una unidad del articulo 3 se necesitan 1 unidades del recurso a y 1 del
recurso b.

2) El recurso a estd disponible hasta 10 unidades y el recurso b hasta 20 unidades, sin
costo para el fabricante.

El precio de venta del producto 1 es $4, el del producto 2 es $1 y el del producto 3 es $5.

El problema del fabricante sera el de maximizar sus utilidades (sus ingresos por venta, en
este ejemplo) sujeto a sus restricciones en la produccién, es decir:

max 4x, +zo +5x3

(P) 2x1 +3z9  +x3 < 10
55171 —|—2$2 +x3 S 20
x, > 0 Vie{1,2,3)

Tomemos una combinacion lineal positiva de las restricciones, con multiplicadores ¥, yo:
y1(2x1 + 329 + 3) + Y2 (b1 + 229 + x3) < 10y; + 20y2
Esto que puede reescribirse de la forma:
21(2y1 + 5y2) + 22(3y1 + 2y2) + x3(v1 + y2) < 10y + 20y,
Si imponemos que
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21 +dy, > 4
3y1 —|—2y2 Z 1 (1)
y1 ty2 = O

entonces, z = 4x1 + 1o+ drg < 10y; + 20y, = w, es decir, w acota superiormente a la funcién
objetivo de (P) cuando se satisface (1). Luego, es razonable plantear el siguiente problema
asociado a los multiplicadores y;:

(D)  min 10y; +20y,

2y 5y, > 4
3yr 2y > 1
Y1 +y2 > 5
Y1 2. =2 0

es decir, minimizar el gasto de recursos sujeto a restricciones en los precios.

Notemos que partimos de un problema de la forma

T

(P) max(4 1 5)
T3

9 3 1] (M _ (10
5 2 1] (2] =120

y llegamos a otro de la forma

(D)  min (10 20) <y1>

Y2
10
y; >0,Vi=1,2

Esto motiva la siguiente definicién.
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Definicién 3.3.1 Sea:
(P) max c'x
Arx <D
z >0

un problema que llamaremos Problema Primal. El problema:

(D) min by
Aly >c¢
y =20

se llamard Problema Dual de (P).
Teorema 3.3.1 El dual de (D) es (P)

Demostracién. El problema:

(D) min by
Aly > ¢
y =0

es equivalente a:

< —c
>

El problema dual asociado a (5), segun la definicién anterior, es:

—min (—c)'x

(—A)z > -b
T >0
que a su vez es equivalente a:
max c'z
(P) Az <b =
z >0
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Teorema 3.3.2 (Teorema de Dualidad Débil) Sea (P) un problema primal de maxi-
mizacion y (D) su dual, y consideremos x ey, puntos factibles de (P)y (D), respectivamente.
Entonces ctx < b'y, es decir, la funcion objetivo del problema dual acota superiormente a la
del primal.

Demostracién. Si multiplicamos por z' (> 0) la inecuacién A'y > ¢, se obtiene que

2t Aty > z'c, de donde ¢z < (Ax)'y < bly, puesy >0 W

Corolario 3.3.1 Sean T e y puntos factibles para (P) y (D). Si ¢'Z = b'y, entonces T ey
son optimos respectivos.

Demostracién. Es consecuencia directa del teorema de Dualidad Débil:
bly = 'z < b'y Vy punto factible de (D), es decir, ¥ es éptimo de (D).
'z =b'y > ¢’z VY punto factible de (P), es decir, T es 6ptimo de (P). B

Consideremos ahora un PL en la forma estandar
(P) min c'z

Ax =0
z >0

y calculemos un dual para (P).

Notemos que (P) es equivalente a

(P) min (—c¢)'z

0

=

&
VIV IV

|

S

Cuyo dual es, de acuerdo a la definicién:

n t gt hn
(D) max (b —b) y2>

At At n
- ()
(;1 ) > 0

IN
o
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Es decir,

max b’ (y1 — ¥2)
A (yl_yZ)

t

(?Jl y2)

IV IA
o

que, tomando y = y; — yo € IR™ (irrestricto), es equivalente a:

max b' y

(D) Aty < ¢
y € IR™
Con esto, concluimos el siguiente teorema:
min c'x max bly
Teorema 3.3.3 El problema dual de (P) Az = b es (D) Aty < ¢
x > 0 y € IR™

La inversa también es cierta.

Ejercicio 3.3.1 FEscriba el dual del siguiente problema:

Teorema 3.3.4 Teorema de Dualidad Fuerte

min c'z (D) max by
Sean (P) Ax = b Y Aty < ¢
x > 0 y € IR™

Entonces:

a) Siz (valor dptimo de (P) ) es finito, entonces W (el éptimo de (D) ) también lo es y se
cumple z = @

b) Siw es finito, entonces Z también lo es y z = @

c) Si (P) es no acotado, entonces (D) es infactible

d) Si (D) es no acotado, entonces (P) es infactible
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Demostracién.

a) Dado que Z es finito, existe un Z solucién 6ptima bésica factible de (P). Entonces existe

.y . ~ B~'b ij
también B, submatriz de A = [B, N], tal que 7 = 0 ==
N

Ademas, los costos reducidos de las variables no basicas son positivos, es decir para ™ =
B_tCBZ

dy —mN >0 loqueesequivalente a N'7 <cy

Probaremos que 7 es solucién bdsica factible 6ptima de (D), con lo cual, @ = b'r serd finito.

En efecto,  es factible para (D), pues

Bt CB Cp
[ —t _ —
= () = () = (00) =

y 7 es 6ptimo para (D), pues

~ B~1b -
w=>blr =b'Bcp =7'b = (c} cﬁv)( 0 )zctx:z

y por el teorema de Dualidad Débil, m es éptimo.
b) Analogo.

¢) Supongamos que existe ¥ tal que Ay < ¢ (factibilidad del dual). Por el teorema de
Dualidad Débil, b'y < ¢z Va punto primal factible. Pero (P) es no acotado, luego b'y <
—00, lo que contradice que (P) es no acotado. Por lo tanto, (D) es infactible.

d) Anéalogo. B
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Resumamos los resultados anteriores en el siguiente cuadro:

Primal
Z finito | (P) no acotado | (P) infactible
Dual w finito Si No No
(D) no acotado | No No Si
(D) infactible | No Si Si

Teorema 3.3.5 (Holgura Complementaria) Sean

min clx max bly
(P) Ar = b y (D) Aty +s = ¢
z > 0 s > 0

Si x* e y* (con s* = c— Aly*) son dptimos respectivos de (P) y (D), entonces x*'s* = 0.

Demostracién: Por el teorema de dualidad fuerte ctz* = bly*, luego

Ct{L‘* — ZL‘*tAty* — CL’*t(C— S*> — l'*tC _ £L‘*t8* = [L'*tS* — O ]

Observacion 3.3.1 La condicidon de holgura complementaria z*'s* = 0 se puede cambiar
en forma equivalente, por xis; =0 Vi=1,..,n

3.4 Interpretacion econémica de la dualidad

El dual de un programa lineal surge naturalmente de las condiciones de optimalidad del
problema primal.

Probaremos que si el problema primal tiene una interpretacién econémica, entonces también
el dual y los valores 6ptimos de las variables duales pueden ser interpretados como precios.

. B! s :
Como ya vimos x = 383 } = { 0 } es una solucion basica factible para un programa

lineal en la forma estandar. Como zp > 0, una pequena perturbacién del lado derecho Ab

no provoca un cambio en la base éptima. Luego, cuando b es reemplazado por b + Ab, la
vy | [ B7Y(b+ Ab)

o=

y el valor éptimo de la funcién objetivo se transforma en

.7 ’ . /
nueva solucion 6ptima se transforma en r = {
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Az =cEB7TAb=mTAb

donde 7 = B~ Tcp es el multiplicador del problema primal en el 6ptimo. Como probamos en
el teorema 7 7 es la solucion 6ptima del problema dual. Claramente, m; puede verse como el
precio marginal del i-ésimo recurso ( es decir, lado derecho b; ), ya que da el cambio en el valor
objetivo 6ptimo por unidad de incremento en ese recurso. Esta interpretacion puede ser muy
util ya que indica la cantidad maxima que uno debe estar dispuesto a pagar por aumentar la
cantidad del i-ésimo recurso. Note que las condiciones de holgura complementaria implican
que el precio marginal para un recurso es cero si tal recurso no fue completamente utilizado
en el 6ptimo. Otros nombres dados a este precio en el éptimo son precio sombra y precio de
equilibrio.

Estos precios sombras son 1tiles también para determinar cuando es conveniente agregar una
nueva actividad.

Veamos ahora otra interpretacién econémica posible. Supongamos que estamos bajo compe-
tencia perfecta, es decir los agentes de la economia actian como tomadores de precios. Un
productor resuelve:

max clz
Ar < b
zr > 0

O sea, maximiza las utilidades dadas por el vector de precios ¢, sujeto a las restricciones
de capacidad de su firma. En el 6ptimo las restricciones no necesariamente se cumplen con
igualdad, es decir podrian sobrar ciertas materias primas que vende luego en el mercado en
un precio dado por el vector A > 0. Entonces, lo que resolvemos es:

max c'z+ N(b— Ax)
x>0

Asi, las utilidades de la firma estan dadas por:
e(A) = Xb + max{(c — A'N\)'z ,z > 0}
Las posibles soluciones de este problema son dos:

e Si el vector (¢ — A')) tiene todas sus componentes negativas, dado que el vector = es
positivo, se tiene que el maximo es cero, y p(A) = A'D.
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e Si el vector (¢ — A')) tiene alguna coordenada positiva, entonces, por el mismo argu-
mento el subproblema de maximizacién es no acotado, luego p(\) = co.

Sabemos que por arbitraje (o por el gran tamano del mercado, o la crueldad de éste),
no podemos obtener utilidades infinitas. O sea, el "mercado” me asigna la menor cantidad
posible para mis utilidades, y eso puede hacerlo a través de precios, como conoce mi situacion
de costos e infraestructura (suponiendo informacién completa), resuelve:

min bf\
AN > ¢
A >0

Que es el problema dual asociado al inicial. Esta idea inspiré en los anos 50 muchos trabajos
relacionados a la teoria del Equilibrio General de la economia. °

3.4.1 Algoritmo simplex-dual

Supongamos que tenemos el siguiente cuadro dual factible, es decir, los costos reducidos
son positivos:

Donde,

e ¢ >0 (condicién de dual factibilidad).

n —

5Un famoso trabajo en este dmbito es "The Coefficient of Resource Utilization”de Gerard Debreu.
(Disponible en http://cowles.econ.yale.edu/P/cp/p00a/p0045.pdf)
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Los siguientes pasos resumen el Algoritmo Simplex Dual:

(1) Si b>0i=1,..,m, entonces la solucién en curso es éptima. Si no, ir a (2).

(2) Elegir b, = min{b;}. En realidad, se puede elegir cualquier b; < 0.
b; <0
Sia,; >0 Vj=1,.,n entonces el problema dual es no acotado, es decir, el problema

primal es infactible.
Si algin @,; < 0 pasar a (3).

(3) Elegir la columna s tal que:

_ -
Lo = max{=L}
Ars a'rj<0 Arj

eira (4).

(4) Pivotear en la posicién (r,s).

3.5 Introduccién al analisis post-optimal
-Analisis de sensibilidad-

Muchas veces, una vez resuelto el problema lineal:

min ¢z
Ax =0b
x>0

se desea examinar el comportamiento de la solucién si se modifica alguno de sus pardmetros.
Estos cambios pueden ser:

e Variacién en los coeficientes de la funcién objetivo.
e Variacién en el vector de recursos.
e Introduccién de una nueva variable.

e Introduccién de una nueva restriccion.

Puede suceder que nuestro problema sea muy complejo y no se desee resolver completamente
de nuevo parta analizar estos cambios, por ejemplo por problemas de tiempo. La siguiente
seccién examina los mencionados casos.
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3.5.1 Variacion en los coeficientes de la funcién objetivo

Consideremos el siguiente problema:

min —20x; — 16x9 — 1225

1 < 400
21‘1 + Zo + X3 < 1000
2:151 + 2.7}2 + T3 S 1600

Una solucién inicial es zo = (0,0, 0)" (notar que es un punto extremo del poliedro). El cuadro
simplex inicial es:

-20 -16 -12 0 0 0| O

1 0 0 1 0 0| 400
2 1 1 0 1 01000
2 2 1 0 0 11600

Luego de pivotear, se llega al siguiente cuadro final: Por lo tanto, la solucién es:

4 0 0 0 & 4 | 14400
2 0 1 0 2 -1 400
O 1 0 0 -1 1 600
1 0 01 0 O 400
0 400
" = | 600 Tholg = | 0
400 0

La base estd compuesta por [x3, z2, x4] y el valor éptimo es -14400. Qué sucede si nos infor-
man que el coeficiente c¢; vale -30 en lugar de -207.

Examinemos los costos reducidos (los demds elementos del cuadro, es decir BN, B~'b, ¢, B™1b
no sufen alteraciones, dado que ¢; no participa en ellos).

¢s = 8 no se modifica.

¢ = 4 no se modifica.
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Gi=c—cgB'ay=-30—(_12 —16 o) |o] =—6

Por lo cual el cuadro final ha cambiado, transformandose en:

-6 0 0 0 8 414400
2 01 0 2 -1| 400
0O 1 0 0 -1 1] 600
10 0 1 0 0] 400

que no es 6ptimo, por lo tanto al pivotear se llega a:

0 0 3 0 14 1 |15600
1 0 5 0 1 =4[ 200
01 0 0 -1 1 600
0 0 —% 1 -0 % 200
Y la nueva solucion es:
200 200
x* = | 600 Thotg = | o
0 0

La base cambi6 a [z1, 2, 4] y el valor minimo cayé a -15600.
Qué sucede si ¢; = —20 se modifica, en un contexto un poco mas general a —20 + 67
Retomemos el asunto:

2
¢ =c —csBla; = (=204 0) — (712 ~16 0) o] =4+0

1
Que es positivo cuando ¢ > —4.
Es decir, el rango para el coeficiente ¢; con el que la base éptima [z3, 29, x4] no cambie es
C1 Z —24
Veamos otro caso. Supoongamos ahora que el coeficiente perturbado es c; = —16 y pasa a
ser —16 + 7. El vector de costos queda:
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Recordemos que las tres primeras componentes de este vector corresponden a los costos es-
tructurales y las ultimas tres corresponden a las variables de holgura, y por lo tanto son
cero. Examinemos los costos reducidos:

=t __ it t p—1

cy=Ccy—qBN

2 2 1
:(*20 0 0)_(712 —16+ 0) 0 -1 1
1 0 0

= (4 8+ 4—7)
Estos costos reducidos de las variables no basicas son positivos, es decir preservan la opti-
malidad, cuando:

-8<y<A4
O sea, la base [xq, x3, 24] n0o cambia si:
—24 < g < —12
Finalmente, en general si el vector ¢ cambia a ¢ se debe evaluar E}tv = ¢k —cLB™IN y decidir:

.=t ;. . , ~ _
e si ¢y > 0, la base éptima no cambia y s6lo hay que reevaluar c5B~1b = 2*.

.=t . . .
e sicy # 0, se itera con algoritmo simplex.

3.5.2 Variacion en el vector de recursos (lado derecho).

Tomemos el mismo ejemplo y supongamos que el vector b cambia a b. La base 6ptima para
b es [x3, T2, x4] entonces se tiene que:

00 1 0 2 -1

_ 1
B=1:110]lyB =10 -1 1
1 2 0 1 0 o0



Notemos que la matriz B~! es parte del cuadro final. Se tiene que:

e Si B~'h > 0, la solucién en curso ain es dptima.

e SiB b # 0, la solucién no es factible (primal), pero los costos reducidos no han sufrido
cambios, luego el cuadro final presenta una solucién primal-infactible y dual-factible.
Entonces se debe iterar con el algoritmo simplex dual.

Veamoslo con un ejemplo:

100
Supongamos que b = | 1000 | por lo tanto:
1600
_ 400
B7'b= o | =0
100
Asi, la base 6ptima no cambia, pero:
x] 0
3 600
o= @[ = [ 00
Ty 100
xf 0
zg 0
_ 400
Ademés, ¥ = CtBBilb = (,12 —16 0) 600 | = —14400.
100

Una pregunta interesante es Cudl es el rango para E, de modo que la base 6ptima no se
modifique?. Para ello, basta calcular:

~ 0 2 -1 by 2bo—b3
—17 - — ~ ~
B7b=10 -1 1 bo | T | —batbs >0
1 0 0 Bs B

De aqui se deduce que para que se cumpla la condicién de optimalidad se debe tener:
b >0 523533252

(Notemos que que los datos originales satisfacen estas condiciones)
Por ejemplo, si b; y b quedan fijos en sus valore originales (400 y 1600, respectivamente).
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3.5.3 Introduccién de una actividad (o variable)

upongamos que, en el ejemplo, se introduce la variable z, con costo ¢4y = — coeficientes
S , | lo, trod l bl t 10 f t

1

o | en la matriz, es decir, el problema se transforma en:

1

min —20x; — 16z9 — 1223 — 10124

X1+ X4 S 400
2%1 + X9 + X3 < 1000
21’1 + 2;62 + X3+ X4 < 1600

Y el cuadro inicial es:

-20 -16 -12 -10 0 0 0| O

1 0 0 1 1 0 0] 400
2 1 1 0 0 1 01000
2 2 1 1 0 0 1]1600

Si se realiza la misma secuencia de iteraciones, el cuadro final es:

4 0 0 -6 0 8 4 |14400
2 01 -1 0 2 -1] 400
01 0 1 0 -1 11 600
1 0 0 1 1 0 01 400
1
Aqui, conviene observar que: ¢4 = ¢4 — c5B tag, en que ¢4 = =10y ag = | o | . Asf:
1
0 2 -1 1
G=—10— (212 —16 0) o -1 1 o] =-6
1 0 0 1
Ademaés:
0o 2 -1 1 -1
B lay = -1 1 o] = 1| 1
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Por lo tanto, basta agregar la columna correspondiente a la nueva variable en el cuadro final
original. Esta columna es:
c4—cE B lay
B—1a4

en que ¢4 es el costo de la variable nueva y a4 es el vector columna de dicha variable, en la
matriz de restricciones.

En este caso, la nueva variable tiene costo reducido —6 < 0, y por lo tanto puede entrar a
la base. Asi el cuadro queda:

10 0 0 0 6 8 4 |16800
301 0 1 2 -1| 800
-11.0 0 -1 -1 1] 200
1 0 01 1 0 0] 400

La nueva variable permite disminuir el costo total desde -14400 a -16800 siendo la solucién
final:

0
¥t = 200
800

400

Observacion 3.5.1 Podria la nueva variable producir no acotamiento? La respuesta es si.
La condicion para ello es que B~tay < 0.

En el ejemplo, nos interesa calcular para qué valores del nuevo costo ¢4 la variable introducida
es irrelevante en el 6ptimo (es decir, no pertenece a la base 6ptima).
La condicién para ello es que :

ty=c4—c5Bla; >0 & ¢y > chkBlay = —4

3.5.4 Introduccion de una nueva restriccion

Estamos tratando el problema:

min clx
Ar =0
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Cuyo cuadro éptimo, salvo reorden, esta dado por:

0 cy — BN | ¢t B'b

[ B IN| s

Supongamos que se agrega la restriccion:
diz < d,
En que d € IR" y dy € IR. Es decir, agregamos:
d'x + T, = do

Con z,,1 una variable de holgura. Asi, el problema original se puede plantear como:

min dprp + dyry + 02,41
BxB+NxN+6>xn+1 =b
dBJZB+dNQZN+In+1 :do

TB, TN, Tnt1 >0

en que d = (dB) O bien, el nuevo problema es:

dn
min (Ct 0)( ”” )
Tnt1

()

Ty Tni

)

do
0
Agregemos x,,1 a la base, es decir propongamos:

§:|:B 0]
1
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Cuya inversa es:

ol

—dy,B-1 1

Cémo se modifica el cuadro final? Veamos término a término:

—t t p-1( N t t p—1
ocN:cN—(ctB o)B (dt):CN_CBB N
N
Asi, los costos reducidos no cambian.

()L 0 Cania)
do —d%B—1 1 do —d"‘BB_lerdo
° (CtB 0) Eil (b) = C%Bilb.

Por lo tanto, el cuadro es:

0 cy — BTN | 0 A B™1b
—1
I | B7'Nl|o| 5w
0 & B IN [ 1| dy— 4B 1%

Luego,

e Sidy—d5B7'h > 0, la solucién propuesta en los datos originales sigue siendo éptima,
s6lo que la holgura x,; entra a la base con valor dy — di B~'b.

e Sidy—di3B71b < 0, la solucién propuesta no es factible, pues la holgura x, 1 toma un
valor negativo. Iterar con algoritmo Simplex Dual, pivoteando sobre la fila agregada.
En este caso, si dy — di3 B"'N > 0, el problema (primal) es infactible, dado que el dual

es no acotado.

Retomemos el problema del inicio:

min —20x7 — 1629 — 1223

T+ 24 =400
2x1 + o + T3 + T5 = 1000
2x1 + 229 + 3 + 216 = 1600
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El cuadro 6ptimo es:

4 0 0 0 8 4 || 14400
2 01 0 2 -1| 400
010 0 -1 1 600
1 001 0 O 400

Si se agrega la restriccion
X1+ To + T3 S 800
Es decir,

e dy =800

'dt=(1 1 1 0 0 0)

Entonces:
b dtB = (1 1 0) [I3,$2,56’4]
L d§V = (1 0 0) [517173757%‘]

1 0 0

400

e dy—d3B7'b=800— (1 1 o) |60 | =—200
400
Ahora completamos el cuadro final:

4 0 0 0 8 4 |0 | 14400
2 01 0 2 -1[0| 400
0O 1 0 0 -1 10| 600
1 0 01 0 01]0] 400
-1 0 0 0 -1 01| -200
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00 0 0 4 44| 14000
001 0 0 -1|2 0
010 0 -1 1,0 600
0001 -1 01 200
1 0 0 0 1 O/|-1] 200

Al pivotear con Simplex Dual, la ultima variable sale de la base y el cuadro éptimo queda:

La nueva solucién éptima es:

200
600

T = 1 200

y 2* = —14000.
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Capitulo 4

Descripcion de problemas tipicos.
Modelo de flujo en redes

Cabe destacar que esta area de la programacién lineal es importante ya que existen varios
problemas de estructura espacial que son parte de la programacion lineal. Estos proble-
mas son de gran interes pues, curiosamente, muchos de ellos se formularon originalmente
antes del desarrollo general de la programacion lineal y continuan presentandose en diversas
aplicaciones.

En éste capitulo se estudiara el problema de flujo al costo minimo, el cual se divide en cuatro
problemas menos generales:

a) Problema de transporte

b

)
) Problema de asignacion

c¢) Problema de flujo méaximo
)

d) Problema del camino més corto

Definicion 4.0.1 Un grafo es un par (N, A), donde N es un conjunto finito y (A C
N xN). A los elemnetos en N se les llama modos y a los pares ordenados en A se les llama
arcos.

En el grafo de la figura la cantidad entre paréntesis (b) representa la oferta en cada nodo (si
b > 0 el nodo ofrece la cantidad b, si b < 0 el nodo demanda la cantidad b)

La notacién (u, c) indica la capacidad del arco (u) y el costo unitario del arco (c).
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nodo destino

4,2
(4.2) @ s

nodo origen
(84)

‘ (X,y)=(capacidad,costo)

Figura 4.1: Ejemplo de un grafo

El problema es encontrar un flujo factible, de costo minimo. Si ;; es la cantidad enviada de
1 a j, entonces el problema es:

min Z Cij g5

(i,j)€A

S.a. Z Tij — Z Tki — bl Vi € N
j/(i,5)eA k/(kji)eA
0 S xij S Uij \V/(Z,]) S ./4.

La primera restriccion dice que la oferta en el nodo i es igual a lo que entrega menos lo que
recibe y la segunda, que el flujo sobre un arco debe estar entre las capacidades del mismo.

Los datos de un grafo se pueden resumir en una matriz .S, cuyas filas son los nodos del grafo
y cuyas columnas son los arcos, de manera que Vn € N',m € A.

1 siel arco m sale del nodo n
Spm = —1 siel arco m llega al nodo n
0 sino

Notemos que cada arco aparece sélo en dos retricciones ya que un arco participa en solo dos
nodos, uno que indica la cantidad entrante a éste, y otro que indica la cantidad saliente.
Cabe destacar que la matriz resultante serd de rango incompleto (n-1), esto es, existird una
ecuaciéon redundante, lo cual se ve al sumar las columnas ya que como en cada columna sélo
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aparece un 1 y un -1 (los demds son sélo ceros) éstos se anulan, lo que hace que la suma por
columnas sea cero. Siempre actuamos bajo el supuesto que Y b; = 0, supuesto que ayuda a
que el sistema sea factible.

Asi | el problema puede escribirse de la forma:

min Z Cijxij
(i,7)€A
sa. Sr=2b
0 S Tij S Usj \V/(Z,j) € ./4.

Los datos del problema del ejemplo de la figura pueden entonces resumirse en la siguiente
tabla:

Tabla 4.1:
T12 T13 T23 T4 T2 T34 T35 T45 T53

nodo/costo| 4 4 2 2 6 1 3 2 1]oferta

1 1 1 0 O 0O 0 O 0 0| 20

2 -1 0 1 1 1 0 0 0 0 0

3 0 -1 -1 0 0 1 1 0 —1 0

4 0o 0 0 -1 0 —1 0 1 0| =5

5 O 0 0 0 -1 0 -1 -1 1] —15
capacidad | 15 8 oo 4 10 15 15 oo 4

Ahora entraremos a estudiar los cuatro problemas antes mencionados, para lugo solucionar
dos de ellos.

4.1 Motivaciéon: Problema de Asignacién

Supongamos que somos gerente de algtin prestigioso supermercado que consta de 50 cajas,
éstas, diferenciadas segun el tipo de cliente (embarazadas, facturas, tercera edad, etc.). Co-
mo gerente, uno pretende maximizar la eficiencia de su supermercado para atraer clientela,
uno de nuestros recursos es la disponibilidad de 50 cajeras. Nuestro problema es como
asignar estas 50 cajeras en las 50 cajas de la mejor manera posible. Si hicieramos ésta asig-
nacion probando a cada cajera en nuestras distintas cajas tardariamos més tiempo del cual

102



disponemos (pues son 50! configuraciones), aqui es donde entra a jugar un papel importante
la programacioén lineal, y en particular, el problema de asignacién, que gracias a las distin-
tas restricciones de las cajeras (experiencia, habilidad, carédcter, etc.), podemos obtener una
solucién optima.

CAJERAS CAJAS

®

OO ® - @

©
()
©,
o3
&
O,

Figura 4.2: Problema de Asignacién

Las variables en éste caso son:

I 1 si al nodo ¢ le corresponde el nodo j
i 0 sino

Este problema se escribe:
n n
max > > CijTi
i=1j=1

sa. y.x; =1 Vj (acada caja una sola cajera)
i=1

Yz =1 Vi (acada cajera una sola caja)
j=1

ri; € {0, 1}
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n

Notemos que Y z;; = 1 pues a cada nodo de la izquierda le corresponde un tnico nodo de
i=1

la derecha (andlogo para le segunda restriccion).

4.2 Problema de Transporte

Figura 4.3: Ejemplo de un problema de transporte

Consideremos un grafo con un conjunto de m nodos de partida, con ofertas a; > 0 i =
1,...,m y n nodos de llegada con demandas b; >0 j=1,...,n.

Cada arco tiene asociado un costo unitario de transporte c¢;;.

Supongamos, por ahora, que > ", a; = » 7, b;, aunque lo natural es que » ;" a; >
OZ?ZI b; pues la oferta siempre es mayor que la demanda. este supuesto se hace para

que el problema de transporte tenga sentido.

Se conoce el problema de transporte como el de minimizacion de los costos de transporte
por los arcos del grafo, de manera de satisfacer la demanda en cada nodo de llegada, sujeto
a restricciones en la oferta de cada nodo de partida.

Podemos notar que el problema de asignacion es un caso particular del problema de trans-
porte, donde cada oferta y cada demanda consta de una sola unidad.
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El problema de transporte se escribe:

. m n
min > > ¢z

i=1j=1

sa. y xy;=a, t=1,...m (oferta)
=1
dYoxyy=0b; j=1,..,n (demanda)
i=1

0< Lij VZ,]

Las restricciones quedan definidas de esa forma ya que

E Lij — E Thi = Q4

J/(i,5)eA k/(i,j)eA

k/(i,j)€A

pues en este caso

y en el caso de la demanda se tiene que

Z xij — Z Ty = —bj

3/G.5)eA k/(i,j)eA

Z :cij:()

J/(,5)eA

dado que

(pues "sale - entra = demanda ).

4.3 Problema de Flujo Maximo

Este problema es el de determinar el flujo maximal posible de un nodo origen o fuente (s)
dado a un nodo destino o sumidero () con restricciones de capacidad en los arcos.

Si denotamos v al flujo correspondiente a transportar la cantidad final en ¢, desde ¢ a s,
notaremos que max v es equivalente a maximizar el flujo total transportado por el resto del
grafo ya que dado que todo lo que sale de s llega ¢, entonces en el sistema se mantiene un

equilibrio que permite que los problemas sean analogos.
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Figura 4.4: Problema de flujo méximo

Luego, el problema se escribe de la siguiente manera

max v
sa.  » Tgi— > Tps—v =0 saledes
j k

Ywy—> e +v =0 llegaas
7 k

Yowij— >, xk; =0 i#s,t (balance entre nodos intermedios)
jEN kEN
0 <z < uy V(i,j) € AU{(t,5)}

notemos que el problema original es de la forma min(—v) donde el problema es de flujo de
costo minimo, en el cual el vector ¢ es de la forma ¢ = (—1,0,..,0).

4.4 Problema de Flujo a Costo Minimo

Este problema generaliza algo el problema de transporte. El problema es minimizar los
costos de transporte por los arcos de una red, que tienen asociados capacidades técnicas.

El problema de flujo a costo minimo se plantea como sigue:

106



DEMANDA

€ o2 L3 s

20

OFERTA

-15

DEMANDA

(4.1

Figura 4.5: Problema de flujo a costo minimo

] m n
min Z Z CijTij

i=1j=1
n
s.a. Y, Ty =a; s€S (conjunto de nodos iniciales)
j=1
m
Yo xj =b teT (conjunto de nodos terminales)
i=1
Yowij— Y. x, =0 ¢ SUT (balance entre nodos intermedios)
jEN kEN
0 < wi; < wyj Vi, j

4.5 Problema del Camino mas corto

Este problema tiene como objetivo encontar el camino mas corto entre el nodo s y el nodo
t en un grafo dado, ésto, encontrando una secuencia de arcos dirigidos y adyacentes entre s
y t. La longitud del arco puede ser expresada en términos de costo, tiempo, distancia, etc.,
es ésto lo que se debe minimizar para solucionar tal problema. El problema del camino mas
corto se ve caracterizado por el siguiente grafico:

El problema se escribe
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Figura 4.6: Ejemplo problema camino maés corto

min ZZCZ‘jZEij
v ]

s.a. Yoo Ty = 1 (ofrece una unidad)
Ji/(i,j)eA
— > xp = —1 (demanda una unidad)
kEN
Yoy — > xk; = 0 1% s, t(balance entre nodos intermedios)
jEN kEN

Ty € {0, 1} V(Z,j) eA

A continuacién resolveremos dos de los cuatro problemas que se plantearon anteriormente.
El primero serd el problema de Transporte (que como dijimos anterirmente generaliza al
problema de Asignacién), y luego serd resuelto el problema de Flujo a costo Minimo.

4.6 Solucion al Problema de Transporte

Solucion basica factible: Fase I El proceso de saturacién es, en realidad, la busqueda
de una solucion basica factible del sistema, es decir, la determinacion de una base factible.
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Definicién 4.6.1 Un drbol es un grafo conexo, e, existe una cadena entre dos nodos cua-
lesquiera (todos los nodos estin conectados por una secuencia de arcos, sin considerar la
orientacion), que no contiene ciclos, es decir, partiendo de un nodo no se puede volver a él
por una secuencia de arcos adyacentes (sin importar la direccion de los arcos).

ORIGENES DESTINOS

Figura 4.7: Procedimiento de saturacién

Procedimiento de saturacion: Sea m + n el nimero de arcos del grafo. En la solucién
factible deberan haber m + n — 1 arcos con flujos positivos en la solucién (los demds estén
en cero, es decir, mn — (m 4+ n — 1) arcos nulos).

El método de saturacién empieza cuando se satura el primer arco (elejido arbitrariamente),
esto es, se elije un arco al cual se le entrega el maximo flujo posible, satisfaciendo asl la
demanda de los nodos demandantes, luego se prosigue de la misma manera con el resto de
los arcos, hasta satisfacer la demanda de todos los nodos.

El sistema de ecuaciones del problema de transporte tiene m-+n ecuaciones, pero recordemos
que una es redundante. Luego, cuando saturo en orden arbitario, la solucién propuesta es
basica.

Las bases son arboles, si se formaran ciclos, se traicionaria la idea de base y la solucién
seria multiple.

Procedimiento de saturacién a Costo Minimo Ahora saturemos guiados por el costo
minimo, es decir, comenzamos saturando desde el arco que posee el menor costo al de mayor
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costo. Este procedimiento produce un arbol (solucién bésica factible).

ORIGENES DESTINOS

(c): Costo de transporte

Figura 4.8: Procedimiento de saturacién a costo minimo

ORIGENES DESTINOS

Figura 4.9: Base factible
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En el caso de que se sepa cuéles son los arcos basicos, jcémo determinar los flujos?

Procedimiento:

(1) Elegir un nodo final del drbol (nodo al cual llega un solo arco, o del cual emerge un
solo arco) y saturar el arco correspondiente.

(2) Eliminar el nodo y su arco saturado y repetir el procedimiento en el subgrafo resultante.

ORIGENES DESTINOS

Figura 4.10: Nueva base factible

Si toda la demanda no puede ser cubiereta, la solucion es infactible.

Observacioén 4.6.1 Si los datos a;,b; son enteros, entonces los flujos x;; son enteros (de
acuerdo a los procedimientos que hemos descrito), pues se trata de diferencias de nimeros
enteros (dados por la oferta y demanda en cuestion). Esto muestra que todos los puntos
extremos del problema de transporte con datos enteros, tienen coordenadas enteras.

4.7 Mejora de una solucién extrema: Fase II (simplex)

En esta etapa se supone ya conocida una solucion bésica factible, a partir de la cual se
construye el problema dual del original y se procede segun se explica a continuacion.

Recordemos que este problema de transporte (P) y su dual (D) son de la forma
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(P) min ¢z (D) max b'y
sa. Sz =0» sa. Sty < ¢
Tij S 0

Calculemos el dual del problema de transporte

(D) max Z a;u; + Z ijj
( J
s.a.  w+v; <cy Vi, j
u;,vj € IR"
Supongamos que tenemos una solucién basica factible. Los costos reducidos para las variables
bésicas son
(Oé) Eij :c,-j—ui—vj :O
Los costos reducidos para las variables no béasicas son
(8) €y = cij —ui — v
Donde los u; son los nodos de oferta y los v; los de demanda.

El conjunto de ecuaciones («) representa un sistema de m + n — 1 ecuaciones y m + n
incognitas, de rango m + n — 1. Entonces podemos fijar una variable dual en un valor
arbitrario y usar («) para encontrar todas las restantes variables duales.

GyS

Figura 4.11:
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Usemos las ecuaciones () para determinar los costos reducidos de los demés arcos (no
bésicos)

COSTOS COSTOS REDUCIDOS

@ V=8

2

Figura 4.12:

Se ingresa a la base un arco de costo reducido negativo. Si todos los costos reducidos son
positivos, llegamos al 6ptimo.

En el caso del ejemplo, elegimos el arco (1,3)
Si se agrega un arco (7, j) al conjunto de arcos bésicos, se genera un ciclo en el grafo.

Se asigna un flujo A > 0 a ese arco. Los flujos son positivos

15—A > 0

A > 0
04N > 0 0sASD
-\ > 0

Se elije A de modo de minimizar las diferencias y ese arco sale de la base.

En este caso, A = 15 y el arco (1, 1) sale de la base. Notar que las modificaciones sélo afectan
al ciclo.

Reiterar hasta que todos los costos reducidos sean positivos.

Ejercicio 4.7.1 Resolver el problema de transporte para los datos
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Figura 4.13:

Xij

10

30

Figura 4.14:
w1 [

a = ]_7 5 b = , C =
3 3
12
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Figura 4.15:

4.7.1 Solucion del problema de flujo a costo minimo

Si n es el nimero de nodos de la red y m el ntimero de arcos, la matriz de incidencia del
grafo es de n X m y las bases estdn compuestas por n — 1 arcos.

No hay un método fécil para encontrar soluciones basicas factibles, por lo tanto, es necesario
usar Fase I de simplex.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Si tenemos la siguiente base {(1,2), (2,4), (2,3), (3,4)}. Los arcos (1, 3) y (3, 5) no son bésicas,
pero tampoco son nulas (se debe extender el concepto de base).

Extensiéon del concepto de base Una variable no béasica es fijada en alguna de sus
cotas. Las variables béasicas se determinan resolviendo el sistema de ecuaciones (respetando
sus cotas)

Consideremos el problema escrito en la forma canonica:

min cdz
sa. Az =0b
[ <zx<u
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donde [,u € IR" y A de rango completo (si es necesario, eliminando filas)

IB

Tomemos la particién A = [B, N| y supongamos que = = [ -
N

} donde [xn]; =1; V u;

Se dice que xp es la base si y solamente si xp = B™1(b— Nxy) (# 0 en este caso).
[zp]; debe satisfacer [; < [xp]; < u;

En el caso del ejemplo, (2,3) y (00, 2) son no bésicas y estan en su cota inferior, cero en este
caso.

Para el problema de transporte, la degenerancia se traduce en que un arco basico esté en
alguna de sus cotas.

Veamos el cuadro resumen del problema planteado:

Restricciones: sale-entra=oferta

Ti2 T13 T23 T4 X5 T34 T35 T45 Ts3 | var.duales
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 20 T
2 —1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 o
3 0 -1 -1 0 0 1 1 0 -1 0 T3
4 0 0 0 —1 0 —1 0 1 0 -5 Ty
5) 0 0 0 0 —1 0 -1 -1 1 —-15 s

La férmula general de un costo reducido es ¢ = ¢! — 7' N
Ez’j = Cij — T +7Tj
Condicién de optimalidad:

¢i; >0 silj; = x,; (cota inferior)
Cij =0 sl < xiy < uy
¢;; <0 siax; =uy (cota superior)

Las ecuaciones ¢;; = ¢;; — m; + m; = 0 para las variables basicas, permiten determinar los
valores de las variables duales. Dado que hay n nodos y n — 1 arcos basicos, basta fijar
arbitrariamente el valor de una variable dual.

Para el caso del ejemplo, fijemos m = 0

012:7T1—7T2:>7T1:4
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Asi se obtiene que 7 = | —1

Luego, se calculan los costos reducidos de los arcos no basicos: ¢;; = ¢;; — m; + 7;

Para el ejemplo:

613: 613—(7T1—7T3) 4—4—-1= -1
523: 623—(7T2—7T3) 2—-0—-1= 1
635: 635—(71'3—7'('5) 3+41—-6= -2
(my —m5) =24+2—-6= -2
( )=

ms—m3)=1+6—-1= 6

C45 = C45 —
Cs3 = C53 —

Regla de entrada a la base Son candidatos para ingresar a la base los siguientes arcos:

a) Un arco de costo reducido negativo que estd en su cota inferior.

b) Un arco de costo reducido positivo que estd en su cota superior.

24\

20

Figura 4.16: primero

Con cada nuevo grafo se tiene una nueva base. Se recalculan las variables duales y los
costos reducidos, para llegar al 6ptimo.
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Figura 4.17: segundo

Observacion 4.7.1 Se asume que los arcos que no se dibujan estan en cero.
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