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Problema 1

1. Sea el siguiente problema de minimizacion:
min  f(z)
sa. glz)<0 ¥Yi=1,...,m f,g;,cC?

a. Describa las condiciones necesarias para que un punto X regular sea

minimo local.
b. Describa las condiciones suficientes para que un punto x sea minimo
global.

2. Explique qué significa que un problema de decision pertenezca a P, qué significa
que un problema de decision pertenezca a NP y qué significa que un problema
de decision pertenezca a NP-completo.

3. Demuestre que un punto interior del espacio de soluciones factibles no puede
ser solucion o6ptima de un problema de programacion lineal continua, en el cual
no todos los costos asociados a la funcion objetivo son nulos.

4. Explique si puede o no tener utilidad ocupar el concepto de dualidad para
resolver cada uno de los problemas lineales continuos que se van definiendo en
el algoritmo de ramificacion y acotamiento (Branch and Bound).

5. Se tiene un grafo orientado G=[N,A], en este grafo existe un nodo k que es
alcanzado por todos los nodos del grafo, salvo el nodo final, es decir existe un
camino del nodo i al nodo k para todo i distinto del nodo final. Se le solicita
encontrar la ruta mas corta de todos los nodos, salvo el nodo final, al nodo k.

a. Explique como adaptaria la red dada para poder aplicar el Algoritmo
Dijkstra con ese objetivo. Describa las condiciones suficientes para que
un punto x sea minimo global.

b. Aplique lo expresado anteriormente en (a) al siguiente ejemplo, donde
se buscan las rutas mas cortas al nodo 5 desde todos los nodos, salvo el
nodo 6.

Problema 2 (Examen 2006-2)

Una linea aérea tiene 4 vuelos diarios a un destino determinado y en total 14
tripulantes disponibles para estos vuelos.

Por ley cada vuelo tiene que tener por lo menos 2 tripulantes; si se le asigna mas
tripulantes sube el beneficio para los pasajeros.

La siguiente tabla muestra el beneficio adicional de dicha asignacién.



3 tripulantes 4 tripulantes 5 tripulantes 6 tripulantes 7 tripulantes 8 tripulantes
Vuelo 1 15 18 20 25 27 30
Vuelo 2 16 20 21 22 28 29
Vuelo 3 17 18 19 23 29 29
Vuelo 4 6 0 10 12 13 14

Por ejemplo asignar 3 tripulantes al vuelo 2 genera un beneficio adicional de 16.
El problema consiste en determinar una asignacion que maximice el beneficio
adicional.
a. Trate de reducir la complejidad del problema aplicando un analisis previo.
Justifique su decision.
b. Resuelva el problema simplificado aplicando programacion dindmica. Si no

logra simplificar el problema resuelva el problema original aplicando
programacion dinamica.
c. Identifique estados, etapas, variables de decisiéon, la funcién de

transformacioén y la funcién de recursion.
d. ¢Cual(es) es (son) la(s) politica(s) optima(s)?

Problema 3 (Examen 2004-2)

La Asociacion Nacional de Futbol Profesional (ANFP) ha decidido contratar a dos
prestigiosos consultores italianos en optimizacion, Alessandro Cassado y Paolo
Reinetta, a fin de que mediante la utilizacién de modelos matematicos disenen el
fixture (programa de enfrentamientos entre los equipos a lo largo del torneo) del
Campeonato Apertura del futbol chileno 2005.

Los datos que les hizo llegar la ANFP son los siguientes:

= Disputaran el campeonato 20 equipos que se enfrentaran todos contra todos a
lo largo de 19 fechas. Cada fecha consta de 10 partidos donde juegan los 20
equipos del torneo, y cada enfrentamiento entre dos equipos se da exactamente
una vez a lo largo del campeonato.

*» Cada equipo debe jugar 9 o 10 partidos en condicién de local (y el resto de sus
partidos en condicién de visita).

= Cada equipo puede jugar a lo mas 2 partidos consecutivos como local y 2
partidos consecutivos como visita.

= Cuando la Universidad de Chile juega de local, el Colo-Colo debe jugar como
isita, y viceversa.

*» Los clasicos (partidos entre si de la Universidad de Chile, el Colo-Colo y la
Universidad Catdlica) deben jugarse de la fecha 10 en adelante.

Ademas, se sabe que la fecha 4 y la fecha 12 serdan las Unicas que se disputaran en
miércoles (y no en fin de semana) y que los equipos prefieren no jugar de local los
dias miércoles porque las recaudaciones bajan sensiblemente. Es por ello que
Cassado y Reinetta han pensado en minimizar el nimero de equipos que juegan
ambos miércoles en condicion de local.

A pesar de sus conocimientos, los consultores no han podido resolver el problema y
por ello le estan solicitando ayuda a los alumnos del IN34A.

1. Disefie un modelo de programacion lineal entera que minimice el nimero de
equipos que juegan ambos miércoles en condicion de local, respetando las
condiciones solicitadas por la ANFP.

2. ¢Como variaria el modelo si se le pide ahora que ademas de las condiciones
mencionadas se incorpore una mas que diga que obligatoriamente cada
equipo debe jugar un miércoles de local y otro miércoles de visita? (o sea
que cada equipo debe ser local en la fecha 4 y visita en la 12, o viceversa).
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Problema 1

1.

a. x debe cumplir con las condiciones de Kuhn-Tucker.
b. x debe cumplir con las condiciones de Kuhn-Tucker y ademas f y gi
deben ser C! y convexas.

Estar en P: Existe un algoritmo polinomial que lo resuelve.

Estar en NP: Existe un algoritmo no deterministico polinomial que lo
resuelve o que existe un certificado verificable en tiempo polinomial.

c. Estar en NP-Completo: Estd en NP y ademas todo problema en NP se
puede transformar polinomialmente en él.

[@e)]

El optimo del problema lineal debe cumplir las condiciones de Karuch-Kuhn-
Tucker. Si un punto es interior, todas las restricciones son no activadas. Luego
u;=0 para todo i. Se tiene que:

I

Vi) +) pVa(z*) =0
'|'-=1

U e

wigi(z*) =0 Y i.

Esto no se puede cumplir ya que existe al menos un ¢; > 0, con lo cual se llega
a una contradiccién. Luego un punto interior no puede cumplir Karush-Kuhn-
Tucker.

Al definir problemas continuos se van agregando cotas (restricciones). Al mirar
el problema dual, se puede observar que este aumenta en el nimero de
variables. Es claro que resolver problemas con aumento de variables es menos
trabajoso (en cuanto a la utilizacion de recursos) que resolver problemas con
aumento de restricciones. Luego es de utilidad resolver el problema dual.

a. Primero hay que eliminar el nodo final y todos los arcos que llegan a él
en el grafo G=[N,A], luego hay que invertir el orden de todos los arcos y
aplicar dijkstra en la forma clasica usando como nodo inicial el nodo k.
Asi la solucién que entrega dijkstra es la justamente la pedida, solo hay
que invertir el arbol solucidn.

b. Aplicando lo expuesto anteriormente sobre el grafo dado, el grafo
modificado quedaria como sigue:



Ahora apliquemos dijkstra sobre este grafo:

m Inicializcién:
S=ao,7b)=0,mi)=4+0c Vi1
m Iteracion 1:
j=5=5={5}
m(2)=0+5=5, P(2)=5
m(3)=0+2=2 P(3)=5
m(d)=0+1=1, P(4)=5
m [teracion 2:
j=4=8=154}
m2)=1+4+2=3 P(2)=4
m [teracion 3:
j=3=5={543}
T(1)=24+7=9, P(1)=3
m [teracion 4:

j=2=5=1{54,32)
r(1)=3+5=8, P(1)=2

m [teracion 5:
j=1=5={54,321}

Luego el arbol solucién es:

Luego, al invertir los arcos de este arbol obtenemos la solucidn final:

2

2



Problema 2 (Examen 2006-2)

El orden légico para responder de esta preguntaes: c-a-byd.

a) Puede verse que nunca se pondran 8 tripulantes en un vuelo ya que esta dominado por poner 3
tripulantes en cada vuelo (y adicionalmente le sobran 2 tripulantes, que le reportaran beneficio
adicional). La primera opcidn tiene como maximo un beneficio de 30, mientras que la segunda
tiene un beneficio minimo de 48.

Por otro lado, puede verse también que poner 7 tripulantes tiene un beneficio maximo de 45
(haciendo las combinaciones con 1 tripulante en otro vuelo), mientras que el beneficio por poner
1 adicional en cada vuelo (es decir 3 en total) tiene beneficio minimo de 48 vy aln quedan dos
tripulantes por distribuir.

Nota de correccion: Estos dos casos bastan para tener los 1,5 ptos. Si alguien elimina
algo que afecta en la funcion objetivo, no se le descuenta en esta parte, sino que en
la parte d) tiene 0 ptos. Si alguien elimina el vuelo 4 ponganle 0,55 ptos. (Es decir si
eliminan esta y una mas tienen en total 1,3 ptos. en esta parte, pero van a tener 0
ptos. en la parte d)).

b) Nota de correccion: Se encuentran la resolucion simplificada (izquierda) y la
completa (derecha). Estas estan resueltas primero para el vuelo 4 y al final para el
vuelo 1, sin embargo esto podia realizarse en el orden inverso sin ningun tipo de
repercusion en la solucidon optima y por ende esta igual de bueno (de echo la
solucion de la ultima etapa debe ser igual, independiente del orden). Si simplificaron
mal el problema igual tienen todo el puntaje si es que hicieron bien la resolucion.

Cada tabla tiene 0,5 ptos. Si tienen algun error numérico se les descuenta 0,1 en la
tabla por error numérico. No consideren errores de arrastre.

Las tablas se realizaron para la variable planteada en la parte c), sin embargo la
variable podria haber sido cantidad de tripulantes a asignar. La resolucion es
analoga.

Caso no simplificado:

54 X4=O X4—1 Xa=2 X4=3 X4=4 X2=5 X4=6 V4I Xa
6 0 3] 9 10 12 13 14 14 6
5 0 3] 9 10 12 13 - 13 5
4 0 3] 9 10 12 - - 12 4
3 0 6 9 10 - - - 10 3
2 0 2] 9 - - - - 9 2
1 0 2] - - - - - 6 1
0 0 - - - - - - 0 0
S; P =0 [ =1 =2 | %=3] x=4 | x5=5 | xs=6 | V; X5
6 14 30 30 29 32 35 29 35 5
5 13 29 28 28 29 29 - 29 1-4-5
4 12 27 27 25 23 - - 27 1-2
3 10 26 24 19 - - - 26 1
2 9 23 18 - - - - 23 1
1 B 17 - - - - - 17 1
0 0 - - - - - - 0 0




S5, =0 | %=1 ] %=2 | %=3 | %.=4 | =5 | x,=6 W, X5
6 35 45 47 47 45 45 29 47 2-3
5 29 43 46 44 39 28 - 46 2
4 27 42 43 38 22 - - 43 2
3 26 39 37 21 - - - 39 1
2 23 33 20 - - - - 33 1
1 17 16 - - - - - 17 0
0 0 - - - - - - 0 0
51 }(1=O }(]_=1 ){1=2 X1=3 X]_=4 X]_=5 }(1=6 Vl X1
6 47 61 61 59 58 44 30 58 12

Si se hace usando la simplificacion no es necesario considerar las decisiones X;=5 y X;=6, tal
como se hizo en la clase.

c) Etapas: v=1,2,3,4 (vuelos) (0,2 ptos.)

Variables de decision: X = Cantidad de tripulantes extra ha asignar en el vuelo v. (0,4 ptos.)

Variables de estado: S, = Cantidad de tripulantes que quedan para asignar al vuelo v. (0,4
ptos.)

Recurrencia o funcion de transformacion: S.a=5-X, (0,2 ptos.)

&

Funcidn de recursion: VF(X]”_SF )= BA(X )+V,, (S, (0,5 pto.)

v+l

Funcién de beneficio: V(S )= max {v.(x,.5,)} (0,2 ptos.)
v.aX,<S,

Condiciones de Borde: VS* =0 (0,05 pto.)

s.” =6 (0,05 pto.)

1

Nota de correccion: La variable puede haber sido cantidad de tripulantes ha asignar
en total. En este caso se debe exigir en las restricciones que la variable sea mayor o
igual a dos para todos los vuelos, adicionalmente la condicion de borde para la
cantidad de tripulantes inicial cambia a 14.

BA se refiere al beneficio adicional que reporta asignar tal cantidad extra de
tripulantes al vuelo en cuestion.

La recurrencia es parte de la funcion de recursion, por lo que no es necesario ponerla
separada explicitamente si es que la funcion de recursion la incluye esto es, si en vez

de decir +V1-+l$(51-+1 ), dice +V].H*(Sr -X,)-

Las condiciones de borde asi como la restriccidon (que vale 0,1, que estan incluidos en
los 0,2) son parte de la funcion objetivo.



d) Existen dos politicas dptimas, estas son:

X, 1 Xq 2
X3 2 Xz 2
X5 1 X5 1
Xq 2 Xq 1

Y reportan un beneficio adicional de 61.

Nota de correccion: 0,25 cada una. Binarias por separado: Tienen que estar
completamente bien cada una, sino cero.

Problema 3 (Examen 2004-2)

Parte 1:

Xijk =1 sii juega contra j de local en la fecha k: 0 en caso contrario

Yi=1siijuega sus dos partidos de local los miércoles: 0 en caso contrario

Funcion objetivo:

Min X vi

1

1) Cada equipo juega una vez por fecha

T Xijk+ Xjik=1 Vi vk
jlii

2) Cada partido se disputa una vez en el torneo

> (Xijk + Xjik) = 1 Vizj
k

3) Cada equipo tiene 9 o0 10 localias por torneo

Q<=3 lek ==10 Vi
k.j (j=i)

4) Un equipo no puede jugar 3 seguidos de local

> Xijk + ¥ Xij(k+1) + T Xij(k+2) <=2 ¥ivk

e jli=i

4’) Lo mismo para visita




5) LaU()vel Colo-Colo (2) no pueden ser simultineamente locales
> X1k + T X2ik =1 vk
=1 j=2

5*) Idem 5 para visita

6) Los clasicos de la fecha 10 en adelante

Xijk =0 para todo (1.j) formado por 2 de los 3 grandes y k<=9

7) Condicidn de variables Yi

2*Yi<=Y Xij4 + T Xijl2 <=1+Yi Vi

j=i j#i

Parte 2:

Condicion de miércoles: el que es local en la 47 tiene que ser visitante en la 12°

T Xij4 + TXijl2 =1 Vi
j=i j#i

Retiro las variables Yi y la condicién 7). Como busco ahora sélo una solucién factible
en la funcion objetivo puedo poner cualquier cosa.

Dudas y/o comentarios a:
Leonardo Lépez
lelopez@ing.uchile.cl




