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Problema 1

a) ¢Como sabe usted que una forma candnica entrega una solucidn basica no
factible? Explique como resolveria usted un problema de programacién lineal a
partir de una forma basica no factible.

b) Dado un problema de programacion lineal en forma estandar, defina el
problema que se resuelve para la Fase I del SIMPLEX. Explique por qué en este
problema auxiliar se puede obtener una solucidén inicial factible en forma
sencilla.

c) Comente la siguiente afirmacién: “La Fase I del Algoritmo Simplex finaliza
cuando todas las variables artificiales salen de la base”.

Problema 2

Considere el siguiente problema de optimizacion lineal:

(P) Max z=X+X +X,
sa XtX<2
X, + X, <2
Xg =21
X, Xy, %3 20

a) Transforme el problema llevandolo a forma estandar.
b) Aplicando Fase I, determine una solucidn basica factible inicial.
c) Resuelva el problema utilizando Simplex.
d) Indique qué caracteristicas presenta esta solucion optima:

i. ¢Es el problema no acotado?

ii. ¢Existen éptimos alternativos?

iii. ¢Existen restricciones redundantes?

iv.  ¢Es la solucién optima degenerada?

Problema 3
I) Considere el siguiente problema de optimizacion lineal:
n
(P) Max z=) c;x

=1
sa



a) Amplifique cada restriccion 1 por un multiplicador Yy, 20. Luego,

obtenga la inecuacién resultado de sumar cada una de las m
restricciones.

m
b) Determine bajo qué condiciones el termino Zbl Y, es una cota superior
i=1
a la funcién objetivo del problema (P).
c) Escriba el problema que le permitiria encontrar la minima cota superior a
la funcién objetivo del problema (P). éCon que nombre conoce este
problema?

IT) Responda las siguientes preguntas:

a) Plantee y describa con palabras el significado del Teorema de la Holgura
Complementaria.

b) Dé una explicacidon sobre el significado econdmico del o6ptimo dual.
Justifique la respuesta.

Problema 4

Sea (P) el siguiente problema:

(P) Max z=2x +X,
sa X *tX,<3
-X +X, <1
33X, —2%, <4

X, X, 20

a) Grafique el conjunto factible de (P) y determine la solucion O6ptima
graficamente. ¢Cual es el valor dez*?

b) Formula el dual del problema (P). Encuentre la solucién éptima del dual usando
el teorema de holgura complementaria y verifique que el valor del éptimo de Ia
funcién objetivo de ambos problemas coinciden. éCudnto vale el costo reducido
optimo de la variable de holgura correspondiente a la primera restriccion del
problema (P)?

c) Suponga que X, y X, representan la cantidad a producir de dos productos, y

que las restricciones 1,2 y 3 representan la utilizaciéon de 3 insumos diferentes
A, By C. Si a usted le dan dinero para invertir en insumos, éen cual invertiria?
Justifique.
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Problema 1

a) Si b <0 entonces la forma candnica entrega una solucion basica no factible. Se

debe agregar variables artificiales y desarrollar una fase 1 y luego la fase 2.
b) El problema de Fase I tiene la siguiente estructura:

Ax+1It=b
x,t20

Donde t € R™, t variables artificiales.

Para recuperar el problema original, se debe forzar a todas las variables
artificiales a tomar valor 0. (Ax = b, Ax + It = b con t = 0).

Minw = Z ti
Ax+1It=b
b, x,t=0

La solucién basica factible inicial es x = 0 y t = b, B = 1. Lo sencillo aca es que
en este caso la identidad sirve como solucion factible basica inicial.

c) Falso. La fase I termina una vez que se encuentra el éptimo w* del problema
auxiliar. Sin embargo, la base dptima puede contener variables auxiliares. Por
ejemplo, si w*>0 el problema original es infactible y necesariamente al menos
una de las variables auxiliares es basica.

Problema 2

a) Forma estandar:
Min - z=—-x, —x, —3x,
s.d.
X +x,+x,=2
X, +x,+x=2
Xy —x =1
x; 20

b) Para aplicar Fase I, se puede resolver alguno de los dos siguientes problemas:



Mint, +1, +1t,
S.d.
X, Fx,+x,+1 =2
Xy + Xy +xg+1, =2
X, —x, +1, =1
x,20,¢, 20
O bien, uno simplificado:
Mint,
S.d.
X, +x,+x,=2
X, +x, +x, =2
X, — X, +1, =1
x;, 20,1, 20
Resolvamos este ultimo problema:

Iteracion 1:

Xy Xs t N
1 0 0 2Y (x, '
B=|0 1 0|=B =I=b=b=|2|=|x |>|"
.
0 0 1 1 t, ’
| | .
X; Xy X3 X
1 01 0
¢, =cp, —czB'R=(0,0,0,0)-(00D[0 1 1 0
001 -1

c, =(0,0-11)

Esto quiere decir que no estamos en el éptimo y que X;entra a la base.

1) (1
As=BTA,=101|=|1
1) \1

Criterio de Salida:
Xq, X5 t]_

min{%,%,%} = min{2,2,1} =1

Entonces, t; sale de la base.

== ==)



Iteracion 2:

Xs Xs X3 . 0
1 01 1 0 -1 1) (=x, : 0
_ X,
B=011:>B‘1=01—l:>b=1=x5—>'=0
) !
0 0 1 0 0 1 1) |x :
' Xg 0
¢, =c,—cz;B 'R =(0,0,,0)-(0,0,0)
cx =(0,0,1,0) Solucién 6ptima

Como la solucién optima nos indica que t; =0, la suma éptima de variables

artificiales es nula y por tanto las podemos eliminar obteniendo un vértice factible
para el problema original. Ademas, como ninguna variable artificial esta en la base
optima de fase I, entonces podemos tomar dicha base como vértice inicial para la
fase II.

Luego, la base 6ptima de Fase I:

Xa Xs X;3
1 01
B={0 11
0 0 1

Es una base primal factible para el problema original.

NOTA:

Si la suma oOptima de variables artificiales es nula, pero existen variables artificiales
en la base 6ptima de fase I, entonces podemos intentar reemplazarla por cualquier
variable no basica para formar una base factible para la fase II.

Si la suma optima de variables artificiales es no nula, significa que alguna variable
artificial es positiva y por tanto no la podemos eliminar. En dicho caso, el problema
es infactible.

c) Iteracién 1 (Fase II):
De acuerdo a la parte b) partimos con la base factible:

1 01 1 0 -1
B=(A4,A5A3)=|0 1 1|=B*=|0 1 -1
0 01 00 1
1
b=B*b=|1
1
¢, = (=1,—1,-3) = Solucidn no es 6ptima por lo que entra X,
1

As=B'A,=| 1
-1



. b, _ .11
Min {—:a, >0} = Min{—;-} =1
Ay [ 1
En el criterio de salida hay empate. Luego, podemos predecir que encontraremos
una solucion degenerada. Escojamos X, como variable que sale de la base
(podriamos escoger Xs también).

Iteracion 2 (Fase II):

Tenemos ahora la base:

0 01 1 0 -1
B=(A6,A5A3)=| 0 1 1|=B*=|-11 0
-1 01 1 0 O
1
b=B"b=|0
2
¢, =(2,—1,3) = Solucion no es Optima y sale X ,
0
A2=B7[A,=|1
0

\ )
Min {E—1 a, >0} = Min{%} =0 = Sale x4

i

Iteracion 3 (Fase II):

Tenemos ahora la base:

0 01 1 0 -1
B=(A6,A2,A3)=| 0 1 1|=B*=|-1 1 0
-1 01 1 0 0
1
b=B*mb=|0
2

¢, =(112)
Luego, como todos los costos reducidos son mayores que cero, la solucion es
optima. Entonces, en el éptimo las variables basicas valen: Xg=1; X,=0; X3=2 vy las
no basicas valen todas cero: X;=0; X4=0; X5=0.

d)
i. ¢Es el problema no acotado?

El problema es acotado pues: -z*= -6 => z*=6

ii. ¢Existen 6ptimos alternativos?

No existen multiples soluciones déptimas, pues Cr >0 en el 6ptimo, es
decir, no existe ninguna variable no basica con costo reducido nulo.



iii. ¢{Existen restricciones redundantes?

No existen restricciones redundantes. Ademads, ninguna restriccion es
una combinacion lineal de las otras.

iv.  ¢Es la solucion 6ptima degenerada?

La solucion éptima es degenerada pues el vértice dptimo con cualquiera
de sus bases posee una variable basica igual a cero.

Problema 3

a) Tenemos el problema:

(P) Max z=) c;x
sa

Si amplificamos la restricciéon i por un multiplicador y;, 20:

23X |y <by,
=1

Luego, si sumamos las M ecuaciones obtenemos:

]Z:,aijxj yiSQYi/iZ::()

m n m
z zaijxj Yi Szbiyi
i=1\_j=1 i=1
b) Debemos encontrar una condicion bajo la cual el lado derecho de la

inecuacién anterior es una cota superior al valor de la funcién objetivo del problema
(P).

Notemos que podemos intercambiar las sumatorias del lado izquierdo de Ia

inecuacion:
Z(Z 3 yijxj <> by,
i=1 \i=1 i=1

n
Como el término Zaﬂ Y, sélo depende de j llamémoslo d; :
i=1

2. dix; <> by,
=1 i1

Notemos que si dj 2 C 0j =1,...,n entonces se cumplird que:



D.CiX; Szldjxj Szl:biyi
i= i=

=1

m

Y por lo tanto, el término ZQyi serd una cota superior al valor de la funcién
i=1

objetivo del problema (P).

m

C) Debemos encontrar el minimo valor de Z bi yi bajo la condicién de
i=1

n
que d; =¢; [Jj =1..,n. Como d; = Za1j Yy, , entonces el problema es el siguiente:
i=1

(D) Min w=>by,
sa =

> ay,2c¢; j=1..,n
i=1
y,20 i=1...m

Este problema (D) es el Dual del primal (P). Acabamos de verificar el teorema débil
de dualidad, que establece que si tememos un problema de maximizacion entonces
el valor de la funcion objetivo de su dual, evaluada en cualquier solucidn factible
(del dual), siempre es una cota superior del valor de la funcién objetivo del primal,
evaluada en cualquier solucidn factible (del primal).

Es importante mencionar que si el problema primal (P) tiene solucion optima
entonces el dual (D) tiene soluciéon 6ptima y el valor 6ptimo de sus funciones
objetivo tienen el mismo valor. Es decir, Z*=w?*. (Teorema fundamental de

dualidad).

I1.
a)

Sean X, ..., X, solucion factible del primal e y4, ..., v solucion factible del dual. Las
siguientes son condiciones necesarias y suficientes para optimalidad simultanea de
xey:

> a;y; =c; y/o x;=0 Vj y > ax;=b, y/o x;=0 Vi
i=l =1

O lo que es lo mismo:

Lo que otorga una condicion necesaria y suficiente para que x* e y* sean optimos.



b)
R. Las variables duales en el optimo representan el valor unitario en $ del recurso i.
También se puede decir que es la disponibilidad a pagar por alguna unidad de recurso i.
Justificar que el beneficio optimo con el recurso i modificado en t; unidades (fj menor que
un cierto £) es igual a:

¥ + t Yi*

Donde, z* el optimo del problema ariginal e ¥;* optimo dual del problema original.

Problema 4

a)
Graficamente se obaerva:

~

El optimo se encuentra donde las restricciones (1) v (3) son activas, luego:

T+ a2 = 3
31— 212 +

entonces, los valores en el optimo sow: 7 =2, ri =1y z" =4



b)
Sea (D) el dnal del problema (P), el enal queda:

min w = 3y + yo + 4y

S.LL.

(oo

Y1 — 42+ 3y
oty —2dyn >
Y1 Y2 U3 =2 0

=

Del Teorema de Holgura Complemeniaria se tiene la condicion necesaria v suficiente para que 2* e '
sean optimes.

(Awz® —b)y; = 0 t=1,.,m
lc; — !}.Ad\f]-"; = 0 j=1,..,1n

Entonees. se tiene que:

=2 = y—wp+y=2

=1 = pyi+w-2u3=1
Como la restriceion (2) no es activa, entonces y3 = 0. Entonces, resolviendn el sistema anterior se fiene
que: i = .y =0y yi = ]E Luego. el valor de la funcion objetivo del dual gueda:

maxu =3

LR |

o

Ahora, sea xg la variable de holgura de la restriccion (1) de (F).

r“-_g, =3 P‘BB+_L,!{¢3 = -7r+.-"|.3

donde 7% = »*. Ademsds, on este caso Aaq = &4, vector candnico,

Entonces se tiene que:

)

Dado que yf > y% > yi. conviene invertir en ¢l insumo A pues al aumentar en una unidad su cantidad.
Jue iy ¥3 -~ W2
aumenta en £ el valor de la funcién objetivo, que corresponde al valor de la produccion de los productos.
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