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Problema 1
Responda las siguientes preguntas sobre métodos de descenso:
1. Describa una iteracion del Método del Gradiente y dé una justificacion
grafica y/o conceptual de su funcionamiento.
2. Describa una iteracion del Método de Newton y dé una justificacion grafica

y/0 conceptual de su funcionamiento.

Problema 2

Considere el siguiente problema de optimizacion:
Min  f(x,%,)=x°+x,°
Resolver utilizando el método del Gradiente y, luego, el de Newton. Tome como

punto de partida el (2,1).

Problema 3

Considere el siguiente problema de optimizacion:

Min f(x) = x*-24x?

Resolver utilizando el método de Newton. Tome como punto de partida el x=1.

¢Qué puede observarse?
Problema 4
Considere el siguiente problema de optimizacion:
: 2,1 o>
Min - T(x.) =X +5 %,
Resolver utilizando el Método de Newton y del Gradiente. Tome como punto de

partida el (2,4). éQué puede observarse de ambos métodos?

Problema 5

Nombre las principales ventajas y desventajas de ambos métodos.
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Problema 1

1. Iteracion k del Método del Gradiente:

« Calcular el gradiente de la funcién objetivo y verificar si Of (x*) =0.
« Sino, obtener el siguiente punto como se indica a continuacion:

;L“'t“+1 = I'I“ — }m;‘.!’:f[jfk]
+ Donde A, es la solucion optima del problema:

111/\fll hi(A) = f(:l?k + /\dk)

sa. A>0
« Sies, la entonces se acaba iteracion y el punto x* es el optimo.

Este método se basa en el hecho que la direccion de maximo ascenso de una
funcion esta dado por su gradiente y por tanto la de mayor descenso viene
dada por menos (-) el gradiente. Observar que nos acercamos zig-zageando
al 6ptimo pues los gradientes de iteraciones sucesivas son ortogonales.
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2. Iteracion k del Método de Newton:
« Calcular el gradiente de la funcién objetivo y verificar si Of (x*) =0.

+ Si no, calcular el inverso del hessiano de la funcion objetivo para
obtener el siguiente punto como se indica a continuacion:

phtl = ok [H‘f(;?r;‘}]_l 7 f(zF)

« Sies, entonces se acaba la iteracion y el punto x* es el optimo.



El Método de Newton se basa en aproximar la funcién f por una funcidon

cuadratica (en cada punto X se aproxima por la expansion de Taylor de
orden 2) y esta aproximaciéon se minimiza exactamente, generando un

nuevo punto X*.

Se detiene la aproximacion cuando se llega a un punto estacionario de la
funcién aproximada lo que es condicion necesaria y suficiente.

Problema 2
Debemos resolver min f(xy,x9) = ;?:?E + ;I.‘% con Ty = (2,1)

n Método del gradiente: 7.1 = T — MV f(Z1)

Claramente, antes de comenzar a iterar se requiere calcular V f(Z):

wro= ()

o Vemos si estamos en el éptimo: V£(2,1) = (4,2) # 0 = Seguimos.

Ahora, comenzamos a iterar:

e [teracion 1:

o Calculamos nuevo punto 7y:

() =(3)~(2)

Para calcular Ay minimizamos h(A):

h(A) = flZo — AVf(Z0))

()02

= (2402 + (1 —2))?



dh(N) 1
o 0T =3

(Si quieren pueden verificar que el punto critico es éptimo comprobando que
d*h/dA\? > 0)

Entonces:

e |teracién 2;

o Vemos si estamos en el éptimo: V £(0,0) = (0,0) = 0 = Fin.

0 . .
. ( ) es el minimo de z$ + 3
0

» Método de Newton: Ty = T — {H ()} 'V f(Z))

Claramente, antes de comenzar a iterar se requiere calcular V f(7) v {H (%)}~
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Ahora, comenzamos a iterar:

e |teracién 1:

o Vemos si estamos en el éptimo: Vf(2,1) = (4,2) # 0 = Seguimos.

J(2)=()===(0)

o Vemos si estamos en el éptimo: V£(0,0) = (0,0) = 0 = Fin.
o Calculamos nuevo punto ¥q:

(2),=()- (0 3) () =(0)===(3)

., 0 . , .
.. También se concluye que ( 0 es el minimo de z% + 22

o Caleulamos nuevo punto 7y:

(2)-00)

e |teracién 2:
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Problema 3
Calculamos el gradiente y el hessiano:

Of (x) = 4x° — 48x
1

Hf (x) =12x* - 48 = Hf *(x) = ————
) ) (12x* - 48)

o Iteracion 0:

o Vemos si estamos en el oéptimo: Of(x=1)=4-48=-44%0,
entonces seguimos.

o Calculamos el segundo punto: X' :1—3—2(—44) = —g.
« Iteracién 1:

o Vemos si estamos en el optimo: [Of (xz—g)zﬂio, entonces

9 729
seguimos.
2 — 1 7744 1

o El segundo punto: X =—— = .

729 540

9 2
12(2j —48
9

o Iteracion 2:

. 1 -4
o Vemos si estamos en el optimo: [f (X=%)=—¢O, entonces
seguimos.

1 1 -4
o El segundo punto: x° = - > [—j =0
540 1 45
12— | -48
540
« Iteracidén 3:
o Vemos si estamos en el 6ptimo: Of (x=0) =0, por lo tanto se acaba
la iteracion.

o El hessiano esta dado por: Hf (x) =12(0)> - 48 = -48

. Gradiente Hessiano Funcion
lteracion Puntro (x) (F(x) (F(x)) objetivo
0 1 44 -36 -23
1 - 219 T744/729 -1280/27 -1042/881
2 1/540 - 4/45 -48 0
3 0 0 -48 0

Como se puede observar el método hace crecer a la funcion objetivo, convergiendo

a un maximo, esto es porque el punto xo no fue bien elegido dado que el hessiano
de f es definido negativa en el intervalo (-2,2).



Problema 4

Método de Newton:

Iteracion I:

-
L.
-

-(2 0 A% (B O
Luego el Hessiano: Hf = => Hf =
x, | {0 1] X, ) L0 1
v 2
El punto de partida es: { I:[ﬂrl

X
. . e 1
Evaluamos el gradiente en el punto: Tj{

ey
=

estamos en el Gptimo.,

Calculamos un segundo punto a partir del método:

_(2‘- (}3 (J‘-ri‘-
_,4)‘ 0 1)‘,4)'
El siguiente punto es;

01
o=
0

Iteracion 2:

0)
Evaluamos el gradiente en el punto: V£ (x')= {(J

0}
El 6ptimo es: x' :{U l

kY A

Método del Gradiente:

Iteracion I

\, J \,

estamos en el dptimo.

Y

A

\

=> FIN.

. lo que implica que no



Calculamos un segundo punto a partir del método:

ool

\ \

con A, — min fQ*=AVFG* )

2—A,4)

p =(2- 449" +4- 4’
4— A4 Al

FP=AVFx")= f[

\,

Ay = min(2— A, 4)° + 4 (4-1,4)

“fea 3 JJ_[_ A _ 432
al2 Aod) - 2(4-44) )zuz;.iﬂ=
dA,

|t

()

El siguiente punto es:
rt_[‘?\ 2;4*._[_%\
' 4] 3 l 4 4

4 ! \ 4 e A

lteracion 2;

elc....

Vemos que la convergencia del método de Newton en este caso es mejor que la del
método del Gradiente. Esto es, con el método de Newton se converge mas rapido al
punto. Esto se debe a que las superficies de nivel son excéntricas lo que se traduce
en un mayor numero de iteraciones en el método del gradiente. Los graficos
siguientes fueron generados con Matlab e ilustran la forma de elipsoide de las
curvas de nivel de esta funcién.

AT
e,
T _ : e
q';,,ﬂggml%% : [ X, y] =meshgrid(-10:.5:10);
4;{5,%;{}'}'}?{5”}/ z=X. "2+(1/2) *y. "2;
’@;;I%%?‘;; 5 pl ot 3(x,y, z)
. mesh(x,y, z)

surf(x,y, z)




[ x,y] =meshgrid(-10:.5:10);
z=x.72+(1/2) *y. "2;
contour 3(x, Yy, z, 10)

[ x,y] =meshgrid(-10:.5:10);
°l 1 Z2=x. A2+( 1/ 2) *y. A2;
25 1 contour(y, X, z, 10)

Problema 5

En general el método de Newton converge mas rapido que el del gradiente, este
Gltimo es muy bueno cuando las superficies de nivel son hiperesferas
(circunferencias en dos o mas dimensiones), en tal caso el gradiente encuentra el
minimo en una iteracion, pero si las superficies de nivel son excéntricas la
convergencia puede ser muy lenta.

Otra caracteristica del método del gradiente es que siempre ird orientandose hacia
el punto buscado, lo que no necesariamente ocurre con el método de newton. Otro
problema de este es que hay que calcular el Hessiano e invertirlo, lo que puede ser
complicado.

Una buena técnica seria partir con el método del gradiente, y seguir con el de
Newton.

Dudas y/o comentarios a:
Leonardo L6pez

lelopez@ing.uchile.cl



