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Capitulo IV

Sistemas Hamiltonianos

Hamilton fue un hombre con una capacidad intelectual impresionante. A la edad
de trece &ios dominaba trece idiomas. Lieg ser profesor a los 22as. Introdujo
los n"imeros no-abelianos (Qque no commutan), antes que Cayley desplegara sus
matrices. A los 280s, en 1834, establécun enfoque diferente para analizar la
dinamica que mosirser nés poderoso en cuanto a la amplitud de sus aplicaciones
[1].

Hamilton rehizo la me&nica al introducir el momentum y ¢,la posicin, co-
mo sus variables fundamentales. Ehfigzo que tiene»w como ordenada y co-
mo abcisa se denomina el espacio de fase. La trayectoria de urtallpagueda
representada por una curva en este espacio, como veremos en ésle oa@s
adelante. Hamilton logrimitar la trayectoria de un rayo de luz introduciendo una
cierta inhomogeneidad en este espacio de fase. De esta forraadpgesentar la
trayectoria de un rayo de luz, estableciendo, de paso, un formalismo qué tanific
trayectoria de los rayos de luz con la@inica de una pddula.

Este formalismo resutser de gran utilidad en las investigaciones isic&
atbmica. Simulaneamente, introdujo una expi@spara la eneig conocida hasta
hoy como el hamiltoniano y que es una pieza central para modelaidmiia de
las partculas tanto @sicas como @nticas.

Los mtodos hamiltonianos describen los sistemaardinos en forma global,
en cada ejemplo descubren las propiedades del movimiento. A partir de las trans-
formaciones de coordenadas (q, $>)(Q, P), que preservan la estructura de las
ecuaciones de hamilton -denominadas transformacionésicas-, es posible, en
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determinadas circunstancias, simplificar las ecuaciones de movimiento.

IV.1. Transformada de Legendre

Examinemos el valor de la derivada total del Lagrangiano con respecto al
tiempo:
9 in oL, L 0L
g L@@t = a4 5o d+ 5
Siqy ¢ son soludbn de las ecuaon de Euler-Lagrange, entonces la exprasi
anterior se simplifica:

db _1d oLy, oL, d (oL,
at ~ |dt' 9’| 1T ag T w\ag)”

reuniendo ambas expresiones en un mismo miembro, tenemos:

d (. 0L

Si la derivada total con respecto al tiempo de la expreéij g—g — L) es nula,

es unacantidad conservada lo largo de la trayectoria de una padia. En las
siguientes secciones mostraremos que esta cantidad se identifica con la energ
asociada a un sistema nagico. A continua@n mostraremos que a partir de esta
expresbn es posible introducir una furs que se conoce como el Hamiltoniano

y que depende dey p, H = H(q,p) dondep es el momentum y estdefinido
como:

_ OL

oL
H(q,p)=d¢— — L, V.2
(¢,p) 15 (IV.2)

la cual dependetdo de las variableg y p, consideradamdependientesntre
Sl.

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 5

A partir de la dependencia d€(q,p) enp, ¢ y L [IV.2], podemos encontrar
las ecuaciones de movimiento gl p. Esto es, encontrar el valor de la deriva-
da total deg (0 p) con respecto al tiempo para cada pap. Pra encontrar esta
dependencia debemos diferenciar el Hamiltoniano:

0H (g, p) 0H (g, p)
dH = ————2dqg+ ———=dp.
(¢:p) 9y 1t g, W
Por otra parte utilizando su defindei IV.2:
L . . - .
H(p,q) = q%—L = ¢p—L, vy diferenciando estaltima expredn, obtenemos:
q
oL oL . . .
dH(q,p) = —5~dq — —~d{+¢dp +pdq,
dq 94

introduciendo la definiéin del momentum, tenemos:

dH(q,p) = —pdq + ¢ dp.

Como para obtener este resultado se utilizaron las ecuaciones de movimiento, la
restriccbn que establece la ecuanianterior entre el diferencial del Hamiltoniano

y la diferencial de la mano derecha, constituyen las ecuaciones de movimiento en
esta nueva representani

OH(¢,p) .

8—61 = b (IV.3)
0H(q,p) .

—, — (IV.4)
OH(q,p)  dH(q,p)

o dt (IV-5)

Estas son lascuaciones de Hamiltoha Gltima ecuadn séiala que la deriva-
da parcial con respecto al tiempo es igual a la dericada total: si no existe depen-
dencia exgdkita en el tiempo, esta ecuaanies nula, la energ se conserva.

Las definiciones y transformaciones de coordenada utilizadas en esta deduc-
cibn corresponden a unétodo conocido como lasansformaciones de Legen-
dre. Este tipo de transfornmaciones se utiliza en carasas de lai§ica como: en
Termodiramica para obtener la furdzi de Gibbs, la energ libre..etc...

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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IV.1.1. Interpretacion geonetrica

A modo de ilustra@n, anal-
icemos el caso de una transfor-
macbn de Legendre en una di- f
menson.

La idea I&sica es: una curva
definida como un par ordenado
de riumeros|z, y|, 0 expresada
como una fundny = y(z),
puede ser definida si determi-
namos el valor de la tangente
en un puntoP y la intersec-
cion de dicha tangente con el eje
y. En otras palabras, una curva
se puede especificar mediante la
ecuacbn de la familia de rectas
tangentes a ellas, lo que se de-
nomina swenvolvente

PX

Y

Debemos incluir el punto de
intersecabn con el eje ordenado
y puesto que existen familias de X
curvas diferentes que tienen la
misma tangente (ver Figura). [

Definamos coma), el punto v
de intersecdn entre la tangente
y el eje de la ordenada. El pun- x.Y)
to de la figura puede estar deter-
minado por(z, y) 0, en larepre- (o/
sentaadn alternativa potp, v),
dondep representa lpendiente
de la curva en el punto P. La
curva definida inicialmente co-
moy = y(z), puede ahora iden-
tificarse como Figura IV.1: Referencia: Callefhermodynam-

ics, pag. 90 - 95.
¥ =1(p) Ioag(envolvente.

E

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 7

Veamos como relacionar ambas representaciones. De acuerdo a la@etiejgi
tenemos:

y—1
p=—"—F=>tv=y—ap
z—0

La segunda ecuamn representa la definim de«. Diferenciando:

dy =

reemplazando

dy —dxp—dpx

_dy
p_dx

= pdr—dxp—dpuz,

dyp = —dpzx.

Estaultima ecuadin asegura que sblo depende de la variabtey = ¢ (p). Es
posible demostrar quedE = —x. Tambien es &cil apreciar que la transformaaci
P
de variables) = y — x p es -salvo un signo-, la equivalente a:

¢ —L=qp—1L,

que genera el Hamiltoniano a partir del Lagrangiano.

] TABLA DE TRANSFORMACIONES: DIRECTA e INVERSN

Dadoy = y(z) Dado ¢ = 9(p)
Defino y=xzp+v

@
dp

Defino v =-px+y

p=— = x=2z(p). -1 = = p=p(x).

dx

Introduciendaz(p) e y(z(p))

se obtieney = ¥(p).

Introduciendop(x) y ¢(x)

se obtieney = y(z).

Universidad de Chile

Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Ejemplo

A partir de la expregin para la eneig U = U (S, V'), encuentre otra funén
F, que dependa de dey V', F' = F(T,V). Utilice la transformada de Legendre
para realizar este cambio de variables.

Este es un ejemplo exido de la termodiamica: S es la entrd@, U la enerta
interna, V el volumen y T la temperatura.

U=U(S,V), dU=TdS —pdV (Primera ley de la termodamica)

dondeT’ noaparece exjptitamente al derivar la fungn U, sino que es una funin

deSyV,T = 8_U La idea de este cambio de variables es eliminar la dependen-

cia de la entrofa que es una variable que no se puede medir. La temperatura en
cambio es accesible.

De acuerdo a lo establecido con la transforrbade Legendre, consideremos
la siguiente fun@n:

F=TS—-U(S,V) poranaloggcony =y —px

y entonces dF = —dU(S,V)+TdS + SdT = SdT + pdV = F =
F(T,V), que era lo buscado.

En estailtimo ejemplo hemos trabajado con un fulrtigue depende dean de
una variableS y V. El volumen no es afectado por este cambio de variable.

0

Otra aproximacion a la Transformada de Legendre

Veamos la Transformada de Legendre en forma geomtrica. Consideremos el
caso unidimensional donde las funciones son convexas, con segunda derivada
positiva;f”(z) > 0. Consideremos una recta= pz que pasa por el origen.

Por un punto cualquiera (ver Figura) trazamos la tangente a la gurvef ().
Asignamos @ (dey = px) el mismo valor de la pendiente a la curva. Esto es

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 9

equivalente, como demostramos ahora, a exigir que la distancia vertical que sep-
— . . OF £

ara ambos puntoB(z,p) = px — f(x) sea un rmimo: - = 0. La solucbn es

Unica:p = f'(z).

A d
J VP" A1
s )7
6/ < FLPXI'("V)>
s 7
Z N
R ' <X

Figura IV.2: La recta que pasa por el origen es paralela a la recta tangente a la
curva. La distancia entre las dos curvas es igual a la distancia entre el origen de
coordenadas y el punto donde la tangente a la curva corta el eje y.

De estalltima ecuadn podemos despejar (formalmente) la variabén fun-

cion dep: z = z(p). Reemplazando este valor en la freF (z(p), p) == g(p)
y esta es la nueva fur@ buscada, la transformada de Legendr¢ (de.

Ejemplo
Encontrar la transformada de Legendre de la fomef* /o

La funcion F'(z, p) est definida como:

«

x
F(:L’,p):—g%—px, Fl'= 214 p=0,

despejando x en fun@n de p, tenemos = p'/@~ V),

o/(a1)
Finalmente, la transformada de Legendrg/gs = F(x(p),p) = %.
a/(a —

Sia = 2 vemos que la funéin original esf(z) = 2%/2, y su transformada de
Legendrey(p) = p*/2. Este resultado es interesante porque se aplica directamente

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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al caso que nos interesa ésita, donde la funén que deseamos transformar es

la enerda cirética y que tiene una estructura similér Este resultado nos indica

gue la transformada de Legendre téntlt misma estructura cuadica en los
momenta. Por otro lado, la engaginética es tami@n una funa@n convexa. Todo

esto indica que puede ser una buena idea realizar esta transformada de Legendre
en mea@nica.

No analizamos aduel caso mas general de muchas variables. Las exigencias
O f . L.
son. f(x) convexa, es dec > ( paratodoi,j=1,2...N. La condigh sobre
f(Z) b s 0P j

J
la funcion g(p) = F(p, Z(p)) = Max deF (p, 7).

Enresumen, el Hamiltoniano es una estrategia para analizar un sisteardaaoec
(o cualquier otro, éctrico, meanica ciéntica ...) donde en lugar de tomay ¢
como variables diamicas, se considera el momentprg ¢ como variables in-
dependientes. Simalheamente se disminuye el orden de las ecuaciones difer-
enciales en un grado y se duplica éinmero de ecuaciones diferenciales que es
necesario resolver.

Este neétodo no es necesariamentésrpoderoso que el Lagrangiano para en-
contrar la trayectoria de una padla. En lugar de restringirse a la solutide una
de lasbrbitas posibles del sistema, estétodo apunta a conocer las propiedades
globales de laérbitas.

IV.1.2. Sistemas Hamiltonianos

En un sistema dimmico asociado con un Lagrangiahj,, ¢,,t) definimos el
Hamiltoniano como la transformada de Legendre del Lagrangiano, donde la nueva
variable introducida es el momentym, definido como:

0L
~dq,

Po (IV.6)

las variableg, y ¢, se denominarmariables conjugadagor otra parte el Hamil-
toniano se define como:

H((Jmpa) = Cjapa — L. (IV7)

Finalmente, las ecuaciones de movimiento son:

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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. 0H
4o = apa>
(IV.8)
. 0H
Po = _8(]07
dH OH
- = o (IV.9)

La (ltima ecuadn no ha sido demostrada pero la dejamos como ejercicio prop-
uesto.

A continuacon se da una forma elemental para obtener el Hamiltoniano en un
problema de mémica en una dimertai. Obviamente los pasos que se siguen en
este ejemplo e&h ordenados para llegar al resultado esperado de las ecuaciones
IV.8.

Veamos el caso de una ecuatide segundo orden en una sola variable. Defi-
namos & = ¢ en la ecuadin:m i = F(x).
i=2  p=Fl)
m
Las variables; y p se denominartonjugadas La trayectoria de una péctla
seguida en un @fico que contieng y p como ejes coordenados se denomina
espacio de fasden este formalismp y ¢ son variablesndependientes

Los sistemas de intés son los conservativos. Aquellos en los cuales existe una
funcion:

F(q) = _axg_((f)’

Si escribimog/m como la derivada de una cierta fudoi

p_d (v
m ~ dp \2m )’

q
dondeV (¢q) = Potencial V(q) = —/ dq'F(q).

do

p2

entonces podemos definir una nueva fondi (¢, p) = om +V(q). Esta funobn
satisface las siguientes ecuaciones:

OH | 0H .

op 4 7

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Recuperamos adas ecuaciones decuaciones de Hamilton

Existe una variedad de sistemadsidos, biobgicos, meteredhicos...etc. cuya
evolucbn puede ser descrita por ecuaciones de este tipo.

IV.1.3. Sistemas Conservativos

Estudiemos la evoluén de un Hamiltoniano que no depende &ifamente
del tiempo:
dH OHdq OHdp
@ agdt o dt

Usando las ecuaciones de Hamilton:

dH OHOH 0H, 0H

e ey =0 H, = Constante
i "oy a0

Este es un resultado general. Si el sistema tiengrados de libertad, la péctla
se desliza sobre una superficie(@e: — 1) dimensiones.

El espacio de fase es el volumen 2le dimensiones formado por lospares
de coordenadas conjugadas: los momepigscoordenadasg; del sistema.

Si la energa se conserva, laérbitas de las parficulas se deslizan a lo largo de
la superficie definida por E= H(q,p)= constante.

2
Analicemos las componentes del hamiltonighe= 2p_ +V(q).
m

La transformada de Legendre de la eim@igrétical” de la paricula es:

V(q) es la enerta potencial.

H(q,p) = Constante= Enerda Constante> Sistema Conservativo.

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Examinemos las propiedades
geontetricas de la conservaxi
de la energa en estos diagra-
mas. Al final de este &culo
concluiremos que las pacu-
las se mueven a lo largo de las
lineas que conservan el volu-
men en el espacio de fase y que
no se cortan.

Definimos un operador gradi-
ente (o divergencia, ség el ca-
s0) en forma similar al operador
qgue actia en un sistema de muchas variables:
Viz,y) = (%, g—‘D . Enel espacio de fasg,p), V/f(q,p) = (8_q7 a

En 2N dimensiones, las coordenadas del espacio de fasgsap; - - - , p1,p2, - - *)-

af af)

Estudiemos el gradiente del Hamiltoniano en el espacio de fase:
0OH O0H
I _(9H oHN\ _ ...
Vit = (50 5 ) = i i
donde hemos introducido las ecuaciones de Hamilton éitilaa igualdad. El

resultado indica el valor del gradiente del Hamiltoniano a lo largo de la trayectoria
de una partula.

Por otra parte, en el diagrama de fase, el vector pmside la paitula es:
7 = (q,p) y su cambio en el tiempa’ = (¢, p), de modo que el producto con el
gradiente del Hamiltoniano es nulo:

. VH =0, (IV.10)

=y

la interpretaddn geongtrica de este resultado es la siguiente: el gradiente del
hamiltonianoH (¢, p) es un vector perpendicular a la superfiéi¢q, p) = £ =
Constante. Por lo tanto el vector velocidden el espacio de fase permanece
siempre en la superficie= constante.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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IV.1.4. Definicion de punto fijo e incompresibilidad en el espa-
cio de fase

En el espacio de fase la trayectoria de lasipalds no se interceptan si cada
una de ellas evoluciona de acuerdo a las ecuaciones de Hamilton. Si existe un
punto en el cual doérbitas con distintas condiciones iniciales se cruzan, este
punto se denomina ysunto fija El sistema permanece estticd alDe esta forma
se resuelve la unicidad de las solucioneasMdelante estudiaremos laatimca -
en particular la estabilidad-, de las paudias en la vecindad de estos puntos fijos.

La definicbn de un punto fijo en un sistema Hamiltoniano es:

OH
. _ 9H
q ap
g = Constante p = Constante
. 0oH 0
b= ~% =

Considereos algunas propiedades de los sistemas Hamiltonianos.

Incompresibilidad de un sistema Hamiltoniano

En el espacio de coordenadas, los fluidos incompresibles se caracterizan por
tener un campo de veIocidad@Qf, t) con divergencia nula. En el espacio de fase,
unfluido Hamiltonianadespliega esta misma caratstica, como demostraremos
a continuadn.

La definicbn de la velocidad en el espacio de fase es

=V =g p. (IV.11)
La divergencia dé es# definida como:

— a. a'
V.V:_q_|__p

: V.12

las variableg y p cumplen las ecuaciones de Hamilton, de modo que se cumple
la siguiente igualdad:

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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02H 02H
——+ ()57 =0,
dq Op Op 0q

—

Vi=V.-V=

(IV.13)

puesto quéed (p, q) es una fund@n continua, podemos cambiar el oreden de las
derivadas parciales.

IV.2. Ejemplos de trayectorias en el espacio de fase

A continuacon, resolvemos algunos ejemplos para mostbaraopera el for-
malismo Hamiltoniano.

Ejemplo: Oscilador Arm 6nico

. . 1 o
La enerda potencial esV'(q) = 5 k x*. El hamiltoniano e§] =T + V.
p2 1 2
H = —+—k como :
(@,p) = 5 —+5 k", V()
di_OH _
dat ot
Hipg) = Lt e — B l q
b,q) = om 2 q =
Escribiendo las vari-
ables en forma conve-
niente, tenemos:
9 2
p q
1= |— £ 1
{(ZEW)W} i (2E/l<;)1/2]

Esta ecuaéin indica que

la orbita en el espacio de

fase, con un escalamiento adecuado de lospeyeg es una circunferencia. Esto

es lo esperado, el sistema tiene inicialmente 2 grados de libertad, se le quita uno

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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de ellos con la conservaxi de la energ, resta uno solo que corresponde a la
orbita descrita (una curva en el espacio de dos dimensiones.)

Las ecuaciones de Hamilton para este caso son:

OH P
P P k
q=—=—q
__oH = p=-k "
p= P p= q
j+w?q=0, q(t) = A cos(wt + )
Tambén puede escribirse como:
2F kA?
AP =" — =1 V.14

% 2E (1V.14)

Usando la definiéinw? = k/m, obtenemos

1 1
E=-FkA?=-muw?A?
2k: 2mw

La fased, est determinado por las condiciones iniciales del oscilador.

El punto fijo de este sistema es trivial y carece de @#dsico: es el origen,
donde la enefi@ es nula y el sistema permanece en reposo.

La ecuaaddn de la circunferencia que se desprende de la trayectoriauf’cen
k/m) es:

() - (%)mcos(wtm,
pt) = —wm (%)I/Z ser{wt + 6).

Ejemplo: Un potencial repulsivo

IV.2. EJEMPLOS DE TRAYECTORIAS EN EL ESPACIO DE FASE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Repitamos el oscilador agnico pero con el potencial invertido. Estudiaremos
el movimiento de una padula en un potencial repulsivo.

V(Q)——%GQQ
2 2
_ P mys 2_ @
Hp,q) =5~ ——-4a. (' =_)
: OH p \/(2\—)
T Tm | )
q=+74q
2 £70
p = my7q .
qit) = A e+ A_e >

Tox
Como es un sistema conserv-

ativo la energp es una constante

de movimiento: H = F,

2mE = p* — (m~q)?

2mE = (p—myq)(p+myq).

Analicemos el diagrama de fase. Las solucion@és simples de esta ecuac;
corresponden al momentum proporcional a la posich = +m~q. Estos
guedan representados pandas rectas en el espacio de fase que cruzan el ori-
gen formando u@ngulo det5° con la abcisa. Los casos restantes satisfacen una
ecuacbn algebraica del tipe? — 3> = Constante: la ecuam de una hiprbola.

Nuevamente el punto fijo se ubica en el origer= p = 0. Alli convergen
orbitas distintas.

Podemos determinar los sentidos de las trayectorias de lasuytasten el es-
pacio de fase utilizamos el diagrama de la conseovede la eneng (ver Figura
[IV.3]). Por ejemplo, si la partula tiene el momentum positivo, quiere decir que
éste apunta hacia el origen del espacio de fase, puesto que a la izquierddidel gr
coq < 0. Este argumentdsico determina, por continuidad el sentido de las rectas
que bisectan el espacio de fase. Estas flechas permiten determinar la estabilidad

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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de este punto fijo. Una pedue desviadn del origen en la direcgonh de la bi-
sectriz con pendiente positiva y el sistema termingaalbpse del origen cada vez
mas @apido. Esto es una inestabilidad. Lo opuesto ocurre si sacamos levemente al
sistema en la direcon de la bisectriz con pendientel. Ahora el sistema vuelve

al punto fijo.

Las lineas rectas separan
los casos con enei positi-
va y enerip negativa (aque-
llas pariculas que rebotan al
llegar al potencial). Lasiteas
rectas corresponden al caso de
pariculas con eneiig cero.

-

Reemplazando la exprési
depy ¢ en funcbn del tiempo
en el Hamiltoniano, se obtiene:

mya

E=-2m~y*A; A_

Figura IV.3:Orbitas en un potencial repulsivo

Ejemplo: El potencial del oscilador armbnico con &rmino clbico.

Analicemos el oscilador arm
nico con un &érmino extra, no—

lineal:
0 V(ﬁ,\)
/‘ 2—4@?1:‘7 tlz/(‘mlw
1 1 . no linea
Viq) :§w2q2—§Aq3, con A > 0. L/l
_ 4 %
Este modelo de potencial

aparece en el caso de las inter-

acciones de lositomos de un

cristal. Cuando las metulas est en equilibrio, sus oscilaciones (principalmente
termicas) encuentran un potencial efectivo similar al de un osciladarracm
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Esto es d@gorgue se trata de en una osci@atpequéa alrededor de un punto de
equilibrio estable, por lo tanto en el desarrollo de Tay@o parecen logtmi-

nos cuaditicos en las coordenadas. Es estable, una pertorbexterna los hace
oscilar alrededor del punto de equilibrio. Sin embargo al comprimir el cristal, las
moléculas se aproximan y surge una fuerza de refulgsto se representa natu-
ralmente mediante el crecimiento de la efi@mptencial a la izquierda delajico.

Al intentar separar las metulaséstas se resisten pero a partir de cierta distancia
la fuerza se debilita y el potencial comienza a disminuir. El origen de estas fuerzas
adicionales es el momento dipolar de las @solas. Incluiremos un ejemplo, el

del potencial de Lenard - Jones.

El Hamiltoniano es:
1 1 1
H= — 2240 -022— A
2mp +2wq 3 q,

y las ecuaciones de Hamilton son:

i = 2
m o A
p = —wiqt+Ag,
Los puntos fijos son: /-
1p=q=0, .N&
w? iu
Z)P—O,Ch—z- i

El valor del potencial en el
segundo punto fijo es:

_12w22 1 w? 3_1w6
Vig) =5 (z) —§A<z =5 ar

Para tener una informami parcial del movimiento basta analizar fabitas en

el diagrama de fase. Utilizando el mismo argumento que en el caso del oscilador
armbnico, podemos deducir que la fatla se mueve hacia la derecha del espacio
de fase cuando el momentum es positive- 0. Para el valor de la enéayque

nos interesa, cruza el punto fijo, la padia adquiere un momentum negativo, de
modo que se devuelve hacia el punto fijo.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Esa rama del punto fijo es estable. Sin
embargo la otra rama (con pendiente pos-
itiva) el ardlisis indica que si la alejamos
hacia la derecha, la p&tla se aleja por
adquirir un momentum positivo. Lo kismo

~ T

ocurre si la desplazamos levemente hacia la
izquierda. Cuando ocurren estémo com-
portamiento afirmamos que el punto fijo es
inestable.

[

El puntop =0, ¢; = % representa un
punto fijo con equilibrio inestable.

Ejemplo: Movimiento peri 6dico

Escribir el Hamiltoniano y las ecuaciones
de movimiento para un cuerpo rotando en
un plano en torno a uno de sus ejes princi-
pales.

En esta caso una de sus coordenadas es

periddica. Siidentificamosel puntoy = 0
con ¢ = 2w, el rango de coordenadas que-
da establecido com@:w > ) > 0. Por otra
parte, comadd (¢,p) = T + V, tenemos:

1 .
H = 3 Iw?, I = Momento de Inercia

1 ., OL -
L=-1Iv* —=p=1I1,
5 1Y 4 p=1v¢

2

. b

de aqui: H__QI

dondep = momento angular del cuerpo.

A\l
wr

g

Figura IV.4: Figura superior: Un
cilindro girando libremente en
torno a un eje principal y su dia-
OH grama en el espacio de fase. Figura

_ _b AP .
v= op I’ p=- oq 0, inferior, péndulo pivoteado en el
punto superior.
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Po

P = Do, ¢:7t+¢o'

El diagrama de fase aparece en la Figura [IV.4].

Aqui se han identificado los dos puntos extremos de la trayectoria. Esta trayec-
toria es unaihea horizontal que se extiende desdehastat.

Resulta natural proyectarla sobre el manto de un cilindro de radio arbitrario.
Ejemplo: Péndulo fisico (barra rigida).

Analicemos el caso de urepdulo fsico: una barra de largoy masam, piv-
oteado en su punto superior. Escribamos el Hamiltoniano correspondiente:

p>  mgl

21 2

H—

cos 1,

En este caso las ecuaciones
de Hamilton son:

‘= .

p = —mglsenp. Er<2 i3> -
. / E*=2\/\'_-l/\_/

j_b_ _mgl B NS

¢ 7 Ji Serw E ‘/—\4/\_/—

P+ (ngg) seny = 0.

. . Figura IV.5: Espacio de fase deépdulo de la

La ecuadn que desc,rlbe | igura anterior: una barra uniforme sostenida
trayector_la de las pddulas desde su punto superior, oscilando.Las curvas
en el diagrama Qe .fase. (Ve{:erradas corresponden a oscilaciones que no al-
Figura[lV.5))es la siguiente: canzan a dar una vuelta entera. Las curvas que
no se anulan, corresponden a@hplulo gorando

en tofno a su pivote.

= cos Y+ b

a9 _ p _r
2mgll

- = Constante
dp m g {1l sen
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La solucbn exacta de las variables en fumidel tiempo e&t dada por una
integral elptica.

Los puntos fijos sonp = 0,y = 0, £+x. Dibujando cualitativamente las
orbitas en el diagrama de fase, se puede analizar las césticter de este sis-
tema.

Ejemplo: Expresar el periodo de una parfcula ligada

Encontrar la expresn del petodo de un sistema sin resolver las ecuaciones de
movimiento en forma exptita.

Suponemos que el hamiltoniano tiene la siguiente forma:

2
Y4
H(q,p) = %*'V(Q) =F

Despejando el momentum del Hamil-
toniano, tenemos:

N
?
hy
o

p=£2m(E - V(g)]'?,

por otra parte suponemos qyge =
p/m, de modo que

i=1 S B~V

Integrando esta ecu#@ci obtenemos

[at= [ /5 18- v

Si evaluamos la integral en un pedo, tenemos:

=2 [Ca 2B -V,
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dondeV (q;) = V(g) = F (@1 < ¢2),
_ v dg
T=+2m /q Fov(

s oI
Ejemplo: Argolla en un alambre rebotando en una pared.

Se tiene una pddula, que podemos rep-
resentar por una peqoe argolla, que se
mueve por un alambre y rebotaastica-
mente en los extremos del alambre.

a) Dibujar la trayectoria de este aro en el
diagrama de fase.

N . ﬂi"_.ﬁ
b) Dibuje el diagrama de fase para el caso , P
de tres aros que eh= 0 se ubican en un s I
extremo del trozo de alambre & —a), y
gue no interactan entre ellos, es decir, uno «— 20 ——>
puede pasar sobre el otro sin modificar su
movimiento.
® P ? ® JRY
/ oL G — g ; 5
% / 4 9 2 7| I 7N
@’ 0 “/;‘r % / 7 i
-& 4 & q 3 R 3
s 4 7/ L
/ 2 ’/ N 7 ‘ /
) R f@w

Figura IV.6: Los intervalos de tiempo dibujados corresponden-a: 0,

(2a)/p,,

t = (4a)/p.

t

Podemos extender este ejercicio al caso de un continuo deuytast todas
ellas ubicadas e(n= —a en el instante inicial y con distintos valores asignados al

momentum comprendidos entig,in. = 0 Y Pmax. = Po-

Como el umero de paftulasno cambia, puesto que no hay absércen las
paredes, tampoco las parilas interadtan entre ellas, cada una sigue su propia
trayectoria en este espacio de fase.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



24 N6‘|SOH ZamOI’anO H . version de 23 de mayo de 2006

Al seqguir la trayectoria de diversas fattlas desp@&s que han experimentado
varios rebotes en los extremos, podemos apreciar que el diagrama de fase se trans-
forma en un cuadrado cubierto de franjas cada vag amgostas. Uno espera que
cuandat — +oo, éstas terminan por llenar todo el espacio de fase.

El area achurada debe tener el mismo valor que al comienzo, puesto que no hay
pérdida de materia en este sistema.

N \ P Y
Pe [ Z
> 7 g)_
< +C N -
A =
~VQ L}i > t S +/ N 0
Jt\':O Fo

Figura IV.7: Este es un problema unidimensional, donde hemos ubicado un con-
tinuo de paiitulas en el origen con distintos valores para el momentum. Este
continuo no interaéta entre & La evolucon en el tiempo eétdibujada en la
Figura.

IV.3. Paréentesis de Poisson

Dada una fundn deq y el momentuny, f(q,p,t), su derivada total con re-

specto al tiempo es:

df _0f  0fdq  0fdp

dt 0t Oqdt Opdt’
Ahora si la evoludn deq y p en el tiempo estdada por las ecuaciones de Hamil-
ton, entonces:

df of O0f0H Of0H _of
i "o Tagop opog o T AR (IV.15)
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donde hemos definidff, H}, como elparéntesis de Poisson

_O0f OH 0f OH
VY= 5 = o o0 (IV.16)
El corchete{ , }, representa un operador quelscsobre un par ordenado

de funciones. Por ejemplo, para dos funciones cualesquiejap) y g(q,p) se

tiene:
df dg  Of Og

IV.3.1. Propiedades del paéntesis de Poisson

a) SealM una cantidad conservada (momento angular, por ejemplo), entonces
debe ocurrir quéc% = 0. Suponiendo que la variablé, depende de las variables
carbnicasqg Yy p,se tiene que:

dM(q,p) . oM
— —=0={M,H}+ TR (IV.17)

. . . : oM .
Si adenas M no es una funéin expicita det , —— = 0, entonces concluimos

qgue:una funcon que no depende exgtamente del tiempo y que que permanece
constante a lo largo de la trayectoria de una gdartla commuta con el Hamilto-
niano.

Se dice que una fun@i commuta con el Hamiltoniano §f, H} = 0.

Por otra parte, si nos dan una fumcide las variableg y p asociadas a un
sistema diamico, y esta funéin commuta con el Hamiltoniano, sabemos que es
una cantidad conservada.

b) El paéntesis de Poisson entre las coordengdas es:

Aqui identificamos f(¢,p) =q Y 9(q,p) = p-
En general, en el caso de una fuorcde muchas variables

fla, g2 aqnspr--pn) Y 9(q, @i D1, Dn),
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el paéntesis de Poisson se define mediante una sumatoria sobre los pares ordena-

dos:
ar=Y (ﬁ@ 0 @) S

0qy; Opy, B 8_Pk Oqr,

Por ejemplo, el p@ntesis de Poisson entre una coordenggaun momentum
arbitrariop, en un sistema damicode muchos grados de libertad, es:

Oq Op,  Oqu Op, -
{%Pr}:Z(ﬂi—ﬂi):Z‘Sﬁ%:@a
k k

0qi. Opx, Opr. Oqi,

donde’;, es la delta de Kroneckéf =0 sil#k, y 0, =1sil=k.

Las ecuaciones de Hamilton de un sistemauiito se pueden escribir como:

. OH
Q—a—p = {q, H},
. O0H
p——a—q = {p,H}-

En palabras, el pantesis de Poisson decon el Hamiltoniano determina la
evolucbn deq (es decirg). La dinamica de los sistemas adbtalmente determi-
nada por el Hamiltoniano.

Ejemplo: las condiciones iniciales son cantidades conservadas a lo largo de
la trayectoria.

Demuestre que las cantidades conservadas asociadas a tmdgarbvendose
libremente (en ausencia de cualquier fuerza externa) en una donesusi:

hlzp Yy hzzﬂt—l'
m
El Hamiltoniano es@lo la energa cirgtica. No existen fuerzas externas de modo
gue el potencial es nulo.

2
H= 2p_’ comoH = H(p), {f(p),H(p)} =0, para cualquier funéin dep,
m
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en particular, una cantidad que tiene una interprétafisica directa eg'(p) =
po = hi. NOte que hay infinitas cantidades conservadas, claro que no aportan
informacibn adicional acerca de la dimica del sistema.

Investiguemos el caddz, p,, t). El commutador de esta cantidad con el Hamil-
toniano es:

Ohs Ohy OH  Ohs d hy
H — = 24 f_0=—
m Ox ot
redefiniendar comou = <mx>
Po
_ Ohy | Ohy
= ou o

La solucbn general de estatima ecuadn es:
ho(u, t) = g(u —t), dondeg(u — t) es una fundn arbitraria.

d hsy . -
Comoﬁ = 0 alo largo de la trayectoria, es una constante de movimiento. El
caso nas simple corresponde a una dependencia lineal en la variable:

g(t —u) = constante= k (t —u), conk = constante

Multiplicando esta ecua@n por la constante:/p,, y adecuando el valor de las
constantes obtenemos:

Estalltima cantidad conservada corresponde a la pmsiitiicial de la paitula.
En cambioh; corresponde al momentum inicial.

Cualquier combinaéin de estas cantidades es otra cantidad conservada. Al ele-
gir la forma de las cantidades conservadas indicadg aqtamos facilitando su
interpretaadn fisica a partir de las condiciones iniciales del movimiento.

Ejemplo: el operador momento angular.

A partir de las expresiones para las componeffey )/, del momento angu-
lar, calcule el valor déV/,, M.
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Dada la definidn deM, = y P, — 2P,y M, = z P, — z P,, el operador

diferencial ,
o 0
y § = , con
G 2; { Oqw Opr. Opr Opi }

D1 = po, D2 = Dy, D3 = P., Y aralogamente parg,, entonces, el commutador
pedido es:

{ypz — 2Py, 2Pz — acpz} =

Z p) o (epe— ap) — 2 (yps — 2py) (e e — p)
= ?/pz Dy 8pk Pz Dz apk Yp: Dy aqk Dz Dz .

Desarrollando cada uno de I@&sminos de la sumatoria, tenemos:
k=1 k=2 k=3
(M, M} = {o—o}+{pz-o—<—z>-o}+{(—py>-<—x>—y-px},

= TPy —YPz = (l'py _ypac) = Mz

De modo que: {M,, M,} = M.,.

En forma a@loga se puede demostrar qQ&/,, M.} = —M, y ad sucesiva-
mente (compruebe esta afirmati)

Ejercicio

Demuestre que: My, M.} = M,, b){z, p.} =1, c){M,, P} =.

IV.4. Ecuacion de Liouville
En un sistema diémmico cuyo amero de pafrtulas N se conserva durante la
evolucbn, se cumple que:

N =0, conN =N,
dt
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pero, si modelamos este sistema como un continuo y definimos una densidad
D(q, p,t) en el elemento de volumen del espacio de fasg: ..., dq,,, dp1, ..., dp,),
entonces el iimero de partulas en un elemento de volumen es:

D(q17 -y Qn,y P1, 7pn7t) (dq17 "'7dQH7dp17 EERE) dpn>7

y que depende de las coordenadas del espacio de fase y el tiempmézbrtotal
de partculasN en un volumer’, es:

N:/ D(q, p,t)dqdp,
Ty

dondeTl’, representa eVolu-
menen el espacio de fase en el

instantet. En un instante poste- k P
rior: (t + dt), se cumple la sigu- $E)
iente reladdn: (Lot
r
N(t+6t) = / D(q,p, to+0t)dg dp'|  tq 2 Tvu\}ec-tmf\fc\
r do v WWW@

dondel’ +# T, ya que elvolu- on L Lpacio

7 Lo, yaq w . *w\z
menen el espacio de fase cam- a
bia con el transcurso del tiem- A
po, a medida que las patilas (:]-

lo recorren, como se aprecia en
la Figura. Un desarrollo de Taylor alrededor gelumenocupado en el instante
inicial, genera el siguiente resultado:

D(q,p,t+dt) = D(q,p,t)+ %—l; ot + %—lq)q' ot + %—gpét,
con dq¢' = dq(t+ ot) = d{q(t) + ¢ét},
= dq + dqdt + O|[(6t)?],
andlogamentelp’ = d(p(t + At)) = dp + dp At) + O[(dt)?].
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Introduciendo esta exprési en la integral:

0 oD oD
N(t+5t):/ {D(q,p7 )+a—5t+a—qq6t+a—pp5t}(dq+dd§t)(dp+dp5t).

Note qued{¢it} = O](6t)?], como demostramos a continuaci

OH 0*°H 0’H
d{q} = d(@p) 7y apq5t+ a2

Como esteérmino es proporcional &, y en la ecuacin original aparece multi-
plicado por un facto, hemos demostrado qué;dt} es proporcional &[(4t)?].
El nuevo volumen en el espacio de fase se puede expresar como:

pot.

podemos desarrollav (¢ + 4t) en serie de potencias hasta el ordg@a?):

oD

N(t+dt) = (t)+d];[£ Jt) / Dd dp—i—/ (E + {D,H}) dp dq 5t+O(5t?)

ComoN = [. D dqdp, reemplazando en la ecuénianterior se tiene, a primer

orden emt: oD
0= (/ { 5 +{D, H}}dqdp) ot.

Como no hemos impuesto ninguna propiedad especial soloduehenl”, del
espacio de fase, esta integral debe anularse para cualquier instante. Para que esto
ocurra con cualquievolumen se debe cumplir necesarimente que el integrando
debe ser idnticamente nulo:

%_D+{D H} =0

Ecuacon de Liouville

Esta es la ecua@n de continuidad en el espacio de fase. Si integramos en el
espacio de momentum, la densid@dy, p, t) se transforma en la &s conocida
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p(q,t). La ecuaddn de Liouville se transforma en la ecuaide continuidad us-
ada en fluidos incompresibles:

8 —
ap—f— (@-V)p=0.
Aqui hemos definidai = 0 H/0p.

IV.4.1. Operadores

A continuacon ilustraremos la idea de un operador con el siguiente ejemplo.
Ejemplo:

Seaf(p, q,t) una cantidad conservada en un sistemamico. Dadof (p, q, t,)
el valor def en el instante inicial, y el Hamiltoniano del sistema, podemos deter-
minar f(p, ¢, t) en cualquier instante posterior exgaadola como un desarrollo
en serie de Taylor.

Como f es una cantidad conservada, se cumple la siguientedelaci

Z—J; = (0 < una cantidad conservada % =—{f, H}.

Definiendo f, como f(q, p,t,) y ardlogamente{ f,, H}, como el commutador
evaluado en = ¢,, tenemos:

(6t)*
2l

f(p7Q7to+(5t):fo+{Hvf0}5t+{H7{Hafm}} T+

donde hemos definido

9% f

W = {H7 {H7 fo}}'

Ejemplo
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Demuestre que el desarrollo de Taylor de una fomae puede escribir de la
siguiente forma:

F(@+07) = (em) £(&), donde, por definiéin

A2 A3
A
€ :I—f—A‘Fa—f—g—F"'
A es un operador que puede ser una matriz o, como en nuestro ejemplo, un oper-
ador diferenciaV. En este caso

A=0Z-V, A*=(6%-V)(6Z-V),...

SiéZ = a7 donde; es un vector unitario apuntando en el eje x,85 una cantidad
constante, este operador toma una fornda simple:

- > o, 0 0?
e =ela=—) y (0Z-V) aax(a 8x) @ n
y el resultado es similar para el resto de Ersrtinos, cambianda$o las potencias

dea y de la derivada. Note que si

0
al0/07] 1 4 g .
+a O
y —a primer orden en = dx—, este operador se puede interpretar como un oper-

ador de traslaoin:

a<<l = e

{70197} f(x) ~ f(x + o).

IV.5. Transformaciones caronicas

En la meénica de Newton es necesario elegir las coordenadas de acuerdo a la
simetiia del problema, siempre podemos realizar las transformaciones de coorde-
nadas que nos parezcadsrconvenientes: de coordenadagrss a cilndricas
o cartesianas. Por otra parte, laaimca de un sistema tan@n se puede repre-
sentar mediante las ecuaciones de Hamilton, y la pregunta es si esta@pédeaci
expresar las ecuaciones en diferentes sistemas de coordenaddidasIv este
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otro esquema. La respuesta es clara: es posible cambiar de un conjunto de coor-
denadas a otro:

QZ:QZ(Qk7t>E Qi(ql»qu”QHvt)’ Coni:17".N7
P, = Pi(pi,t) = Pi(p1,pa,---pn,t), coni=1---N.

De hecho, en el caso de una transforroacle coordenadas cartesianas aresf
cas:

GqL=T,402=Y,q3 =27,

setiened, =r= /22 + 2+ 22 -

También se puede incluir exjgitamente al tiempo como una variablésn si
uno se ubica en un sistema no inercial.

Existe un problema en el caso de las ecuaciones de Hamilton, a pesar que es
posible hacer una transforménide coordenadas arbitraria en sy 10s p;, no
se puede asegurar que la simplicidad de las ecuaciones de Hamilton se mantenga
en el nuevo sistema de coordenadas la nuevas coordenadas se pierde la forma
carbnica de las ecuaciones de Hamilton. Al perder esta siangérlas ecuaciones
se pierde parte importante de sus propiedades. En resumen es deseable poder cam-
biar el sistema de coordenadas de(lpsp) a los(Q, P), sin perder la simplicidad
de las ecuaciones de Hamilton. La tarea es lograr:

. OH oOH
comenzando de este sistefla = ——, pr=——%— k=1,--- N,
Opy Iqr,
: oOH' : OH'
llegar a = —, P=- k=1,---,N.
g Qk aPka k an ) )

Existe un conjunto de transformaciones que conservan la forn@ican(la
forma usual) de las ecuaciones de movimiento, estas transformaciones se denom-
inan lastransformaciones camicas

¢, @mo se sabe cuando una transforraaale coordenadas es éaca?

Existen varias formas (ver cualquier libro de raeica chsica como Landau y
Lifshitz o H. Goldstein . .). La comproba@n mas simple, que ilustraremos agu
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consiste en verificar si la transforméanide coordenadas conservaaeta en el
diagrama de fase.

Para que se conservewalumenen el espacio de fase al pasar de las coorde-
nadadqi, ..., p1, P2.--Pn) &(Q1, Q2..., P1, P»...FP,), se debe cumplir que:

T

o

conQy = Qk(gj.m) Y Pr = Pi(q;, i), €n general. Usando la ley de transfor-
macbn de coordenadas, esto se puede escribir como:

0(Qr, Pr)
ceedOy - dP. = 2R E das - dp..
/r Qr k /0 (9(qj,pj) qj D

Para que eyolumense conserve en el espacio de fase, el Jacobiano de la transfor-
macbn de coordenadas debe ser la unidad:

CQr, Pr) _

Transformadn Carmnicas
9(g;,pj)

Como vimos en el ejemplo
anterior, la evolu@n del sis-
tema cambia (en general) la
forma inicial I', que encerra-
ba al sistema de puntos en
t = 0. Al transcurrir el tiem-
po de0 — ¢ cada una de
las partculas va a evolucionar
desde la coordenadg, a otra
cercana ¢, + Jqy. Podemos
hacer una transformam de
coordenadas tal que la nue-
va coordenada),, sea pre-
cisamente la que asocia la
nueva posid@n de la paiftu-
la con esta nueva coordena-
da, es decir:Q, = q +

ol

S
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Ejemplo

La transforma@n de coordenadasan interesante es aquella que usa las ecua-
ciones de movimiento para generar una una nueva coordenada asociaddeua part
la. Esta transformagh es tamt#n una transformagn cardnica. Lo demostraremos
a continuadn. La nueva coordenada €5 = ¢, + dg; como la variadn de
posicbn esh dada por las ecuaciones de movimiento, entonges= .0t =
O0H /Opy, 6t. Lo mismo es @lido para el momentum, de este modo la réla@n-
tre las nuevas coordenadas y las antiguas es:

oH
Qr = Qk+a—5t

Pk
b, = pk—a—H&

o

En el caso particular de una dimemsi(¢, p), el Jacobiano de la transforméani
de coordenadas es:

PH  9H
L o bt ot
oQuBy | 1oy
a(CIj;pj) O02H 5 . O?H 5
g ~ a0

A primer orden entonces esta es una transforamacarbnica de acuerdo a lo
establecido —sin demostrao anteriormente.

Tambén, la ecuadn de Liouville es el punto de partida para derivar la ecrmaci
de Boltzmann, usada en TéaCirética, en ecuaciones de difaside reactores y
muchos otros sistemas.

Ejemplo

La transformadn trivial. Aquella que ocurre si el sistema&sh un punto fijo
y no sufre nin@n tipo de evoludn:

0Q 0Q
Qr = G dq Op 10
— = =1
Pk = Dk 8]9 opP 01
dq Op

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



36 N6‘|SOI‘] ZamOI’anO H version de 23 de mayo de 2006

Ejemplo

Si el sistema se contrae en una diréocy se alarga en otra:
1

Q@ = —q
a

P = ap 0 a

Ejemplo

Estudiemos la evoluén en el espacio de fase de un conjunto de osciladores
armbnicos, todos ellos independientes entre s

La ecuadbn que obedece cada uno de ellos es:

k;
Gi+ 3, =0, todoi=1,2, 3.

7

Cadaunade las pactilas sigue una trayectoria circular en el espacio de fase como
demostraremos a continuani Tambén cada una de ellas sigue una trayectoria
gue esh determinada por las condiciones iniciales y no intercepta a ninguna otra
de sus vecinas.

El Hamiltoniano de este sistema es

N .9 2
Di ki q;
H= S|

Como las partulas son independientes entreed Hamiltoniano es la suma del
Hamiltoniano de cada una de las peutas. Redefiniendo las variablgsy p;:

G = pt(2P)Y*senQ;,

pi = n(2P)"? cosQ;.
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Con Wy = (kl mi)1/4. Si

definimosw; = [k;/m,]'/?, el S S P

Hamiltoniano queda como:

lezn:wlpz k)‘ kl " o0 oo
i=1

(Ejercicio: Demuestre que esta
transformadin de coordenadas
es canica.)

Las ecuaciones de Hamilton
para este sistema son:

OH

. OH
_PZ‘ f— — p— .
90, "

De aqu se obtiene); = w;t + D;, dondeD; es una constante §; indica el
angulo del vector que Bala a la paftula. A su vezP;, corresponde al radio
de este vector. Asdiferentes partulas describen una circunferencia de radio
P, = u?q? + p?/p2. Si queremos que las pamtlas viajen como un bloque, se
debe cumplir la siguiente condiri: w; = Constante para todo i=1, 2, 3...

Este es el caso que se indica

en la Figura.

IV.6. Constantesde [P Q
Movimiento y la In-

tegrabilidad del Hamil- ) >
toniano ﬁ.

En esta secbn podremos
apreciar un aspecto de la fuerza
y profundidad del ratodo varia-
cional cuando es usado en
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medanica. Las mateaticas asociadas a los resultados que queremos mostrar (no
demostrar) son &s amplias y ras sofisticadas, pero nuesénafasis estar centra-

do en ilustrar los resultados mataticos con ejemploddicos que nos permitan
verificar los teoremas y que concreten la idea.

Nos interesan los sistemas dmicos que, al menos formalmente, sean inte-
grables. Taml@n exigiremos que la trayectoria del sistema en el espacio de fase
sea acotada, que ocupe un volumen finito. Ya hemos visto que estasituaci
aparece en un conjunto reducido pero muy importante de problemas.

Comencemos por la defin@n de un sistema damico integrable[7] . Este es
un sistema que tiene 2N grados de libertad y N cantidades conservadas, indepen-
dientes, andlicas y cuyas integrales sean monovaluadas. Funciones del tipo:

F.(@,p) 1<m<N,

constantes a lo largo de la trayectoria del sistema.

Si designamos el valor de la constante cofpo

IV.6.1. Variables de Accbn

La razn para generar estas nuevas coordenadas, las denominadas variables de
accbn, es que el espacio de fase en estas nuevas variables sea el de un toro. Para
lograrlo necesitamos que existan N cantidades conservagagon0 < m <
(N + 1). Buscamos una transformaai cardnica de coordenadas que nos a un
momentum que sean una combirtacte las cantidades conservadgas Por es-
ta radn, los nuevos momentos son constantes de movimiento y los ngevos
no aparecen en el nuevo Hamiltonigrmuesto que los nuevos momentos P son
constantes de movimiento.

En el ejemplo del oscilador agnico de la secoin anterior se hizo precisa-
mente este cambio de variables para dejar el nuevo Hamiltoniano (que representa
la conservadn de la enenig) como una funéin de P que es una constante. Esta es
la estrategia que se puede generalizar a todos los sistemas integrables que ocupan
un volumen finito en el espacio de fase.

1Esta secdin esh basada en los apuntes de M. Berry, referidos al final déuap
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Estas nuevas coordenadas, que usualmente se denomanries de acdin.
Asociada a esta variable, existe otra denominadeble angulary que se iden-
tifica comod,,,. Las ecuaciones de Hamilton en estas nuevas coordenadas son:

. OH(J,0)

T =
(IV.18)

g _ OH(J)

m agm 9

Como mencionamos anteriormente, la estrategia es que las nuevas coordenadas
de accbn J,, sean precisamente combinaciones de las constantes de movimiento
F..(q,p) = fm, del sistema. De esta formi, = 0, de manera que la derivada
parcial en la segunda ecuanies nula y en consecuencia el Hamiltoniano no
depende de la variable angutgy.

Integrando la otra familia de ecuaciones, encontramos que:

an:{aH“D]t+emmy

0Jm,

La variabled,, depende linealmente en el tiempo y el facig}% es constante,
ya que est formado por las constantes de movimiento de este sistema.

Esta variable se comporta comoamgulo, de all su denominadcin. En conse-

: an i OH(J :
cuencia, elérmino aJ(m)’ se denomina,, = wy,(J).

En este punto conviene destacar que el hecho que existan N cantidades conser-
vadas es el que le otorga el nombre de integrable a estos sistemas, independiente
si somos capaces de encontrar la transforamacarbnica de coordenadas que
permite describir el sistema de esta forma tan favorable.

IV.6.2. La existencia de toroides asociados a los sistema inte-
grables

A continuacon pretendemos hacer plausible la idea que la evatude un
sistema integrable no cubre la totalidad del espacio de fase (de 2N dimensiones)
sino un subespacio deste y ader&s que la topoldg de este subespacio es la de
un toroide.
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Recordemos que el espacio de fase asociado a los sistemas que nos interesan es
compacto (ocupa un volumen finito), conectado (siempre podemos volver al punto
de partida) y adeés existen N funciones,,(q, p) definidas en esta espacio que
representan las N cantidades conservadas. Estas cantidades conservadas deben
estar en involudin, es decir su pantesis de Poisson debe anularse:

[Fy, Fi] = 0.

Geonetricamente esto significa que al desplazarme a lo largo de una de ellas,
digamosF, = f, = constante y des@s desplazarme sobfé = f, constante,

llego al mismo punto que si hago el recorrido intercambiando el orden, es decir
viajando porF; = constante, primero ¥ desp@s.

Por otra parte el sistema (o la gattla) en su evoluéin recorre este espacio de
N dimensiones. La evolua@n ocurre mediante el Hamiltoniano que lo designamos,
por convenienciall = Fi(q,p) = fi. Las ecuaciones de Hamilton determinan la
evolucbn del sistema:

Qk:[H7Qk]7 pk:[Hupk]J

pero aderas, por la condiéin impuesta anteriormente, ocurre qué F,| =

[F1, F,] = 0, de modo que larbita del sistema se mantiene en el subespacio
generado por las N cantidades conservadgdasComo este es un sistema Hamil-
toniano, salvo un conjunto de medida cero, toda$thgas evolucionan en for-

ma suave sin presentar singularidades, para cualquiera de sus valores iniciales.
Aquidebemos recurrir a un teorema tapgico que establece que un espacio com-
pacto, conectado, paralelizable con N campos vectoriales linealmente independi-
entes, es un N-toroide. Los N vectores corresponden a las tangentes a cada una de
las curvas generadas por las respectivas funcibpes

Nos corresponde esclarecer el significado de los nuevos momgniosn-
cionados en la sedm anterior. En el siguientegprafo nos referiremos admo
obtener las nuevas coordenadas que describen en forma natural el toroide men-
cionado.

Supongamos que utilizando las constantes de movimiento
F.(¢,p) = fn = Constantes,com =1,2,--- N,

puedo definir un nuevo momenig tal que sea igual a una combin@cilineal de

las cantidades conservaddgq,, p, ). En las ecuaciones que escribimos a contin-
uacbn suponemos que es igual a cada una de las constantes. Esto es, sin embargo,
un caso particular.
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Figura IV.8: Las superficies NO pueden tener la top@ate una esfera porque en
ellas no es posiblpeinarlassin crear un remolino (o topofjicamente hablando,
una singularidad de coordenadas) en un punto. La s@tnaes$ diferente si la
trayectoria se desliza sobre un toroide como se visualiza en la figura vecina.

Q. = 2 = Constante
P, = 2L =0

Esto es dsporque losP, son constantes de movimiento y de este modo las vari-
able conjugadas$), no pueden aparecer en el nuevo Hamiltoniano. De la mis-
ma forma como el hamiltoniano dependdosde losP, que son constantes de
movimiento, se pueden integrar:

() = constante + Q,

chte

Hemos supuesto que las nuevas variables satisfacen las ecuaciones de Hamilton.

Esto supone que los cambios de coordenadas son trasformaciobagaanA
continuacbn indicamos(no es una justificadin matenatica) la receta para hacer
estas transformaciones de coordenadas y lograr esta deserigeifavorable del
sistema.
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IV.7. La accion como funcbn de las coordenadas y
el tiempo

Antes de indicar la forma cénica de obtener las variables angulares y de ac-
cion en un problema espéico, debemos revisar algunas propiedades de l@acci
S'y su dependencia en las coordenadas cuando en su araimitimos que la
coordenada en el punto final pueda ser variada y no permanezca fija como hemos
supuesto anteriormente.

Hemos definido
la accbn como:

to )
S:/ Ldt, N (t2,%
t1 C:‘. _l./
una pequia variacon 83
de la acobn esh da- T
da por:
. - T«
_ T |te
5S_5q”8qa e+ ({”ch)
N Y) 8L] >
() = == dt
/t1 [dt(ﬁqo) 45 d

A lo largo de unarbita (es decir una trayectoria a lo largo de la cual se cumplen
las ecuaciones de Euler-Lagrange), el segugdniho es nulo, de modo que la
variacbn se reduce aS = ¢, p, |;

La accbn depende de la coordenada en el extremo si permitimogsjaeno
guede fijo. Esto quiere decify # 0 ent = t,. El tiempo finalt; lo mantenemos
constante, de modo que:

oS as

= Pr, — = L.
0q; b dt

Por otra parte, la adon depende de las constantes de movimiento y de la
variacbn de las coordenadas
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@ a_S _|_a_s
at ~ ag T ot

. as
reemplazando la exprési para o obtenemos:

oS

= = L-p.ge=-H
ot Psq

as

= = poge—H

dt poQo

S = /pgdqg—/Hdt

Recordemos que la repeftici deindices indica una sumatoria.
Ejemplo

Se demostr que la acdn S es una fun@n de las coordenadas y del tiempo.

S:/pdq—Et:/Ldt

as N

9 ot
A continuacdn se proponeerificar esta expreéin para el caso de una patila
en un campo gravitacional constantei@ealibre en una dimengn).

de manera que

=—-F.

Suponga que las coordenadas del punto inicialtsen0, y = h, y las corre-
spondientes al punto de llegata 7' ey = 0.

Las variaciones permitidas de las trayectorias se reducen a cambiar la velocidad
inicial, y de esta forma obtenéy(7T") # 0.

[a)] En el caso mencionado, etalla integral:

T
/ Py dy.
0
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Exprese el resultado en fudai dem, g y T'. La velocidad inicial es nula.

[b)] Calcule S = [ Ldt directa-
mente. Exprese su resultado de forma

tal que, haciendo las identificaciones ™
pertinentes, adquiera la forma: 3 L ©
S=—-FET+ /pdy l’]

[c)] Si se introduce una veloci-
dad inicial v, en el punto de parti-
da, calcule la expresn para la ac-
cion S’ en este caso. Compare con el .
anterior (parte b) y verifique que se L}
cumple:

Tty

h

§S =58 —-S=6ET—p(T)oy(T),

haciendo las identificaciones corre-
spondientes. Recuerde que el interva-
lo T, no se altera.

Las formulas necesarias:

v =v>—2gh, v(t)=v,—gt yt)=h+tuv,t— "

[2)]

/pdy = /mz)(dy)Z—/ho V 2g(h —y) dy
- +\/2_g/oh \/Edu:+\/2_g§ u?"
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u = h—y

/pdy = §\/2gh3/2:§\/29hh

2 2 1
Z\/2gh-h = Z4/29=¢T?=qgT?
g VY 3\ 297 97
1 2 3
= —g°T
3 g
[b)]
El Lagrangiano es
1
L= §my2—mgy, de modo que

T
S:/ (—myf—mgy) dt.
0 2

Como las trayectorias permitidas, obedecen las ecuaciones de movimiento, se
cumple que

1 )
yzh—ggf,zf=2ﬂh—w-

Reemplazando estas ecuaciones' @nintegrando en el tiempo, obtenemos:

5 = / S m{20(h — )] — ma )

T T
= / mghdt—2/ mgydt
T

S = mghT—2mg/ ydt

o

T
1
S = mghT—ng/ (h—§gt2)dt

3

T
= mghT—nghT+m92?
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3

T
S:—mghT+m92?, E,=mgh

De este modo se identifican cada uno de éominos.

[©)]
Como en este caso la velocidad inicial no es nula,dasfilas de cine@tica
necesarias son:

v* = v2+29(h—y)
1

y = h+vot—§gt2

y = v=+v,—gt

El nuevo valor de la acén debido a la presencia de la velocidad inicjal(con
v, > 0, para ser ras concreto) y manteniendo el intervdlo

T
m .
=5 / [9* — 29 y]dt
m OT
= 3 / [v2 — 29y — 2g vt + g*t?]dt
2 T 1
29 = / [v2 — 2g(h + vt — 3 gt?) — 2gv,t + g*t*]dt
2
= 0T —2ghT —2gv,T? + gngs
mv2 mgQTS

S = 2°T—mghT—mgvoT2+ 5

usando g 7' = —v(T) + v, obtenemos

2 273
S = m;“ T —mghT —muv,(v, —v)T + m93
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mg?T*

1
= —[imvg + mg h|T + mv,oT +

1
y(T) = h+voT—§gT2:voT

2T3
S" = —E'T+muvy(T)+ mgS

tomando la diferencia entre ambas acciones, tenemos
S'—S = 6S=-TOE+p(T)dy(T)

Este resultado parece indicar que:
0SS =-TOE+p(T)oy(T) yno §S=p(T)dy(T)

como era de esperar. La tazes simple, si consideramos peiag variaciones

de las trayectorias, entonces debemos poner el cambio de velocidad inicial como
v, — €7,, CONe << 1. Con este antecedente, tenemos que la &énqrge aparece

en el primer érmino de la variaéin de la acdn es cuaditica ene y debe ser
desechada puesto que los resultados stidas a primer orden. Una vez usada
esta informa@n vemos que ladrmula obtenida al comienzo se cumple.

Si consideramosido el primer €rmino de esta exprési de la acdn:

S, — / Podds, (IV.19)

Esta expresin paras, se de-
nomina la funddn generadora
de transformaciones canicas
y corresponde a la fun@n que
necesitamos en este caso como
se describe a continuaci.

Aceptando el resultado acer-
ca de la topolom toroidal aso-
ciada a este tipo de proble-
mas, podemos imaginar que in-
tegramos la expre@n S, a lo largo de una de las secciones transversales del
toroide~;, de este modo

AS, = j{ Podqs
g

(3
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Definimos el nuevo momenid = I; como

27T[i = AS; = % ponJ

Vi

La letral; en lugar deP; indica que es un
invariante asociado a la curva La funcibn
generadora’ no es una funéin univalua- S YRV /
da, al dar una vuelta alrededor de la curva -
~; cambia su valor e\ S?.

|
Podemos ver que esta expi@sb, es una \2 \ % l@
|

funcion de las cantidades conservadas del
problema, a partir de la ecuaai IV.19:

So - /po(meQ) qu 2

donde losf,, representan las constantes de movimiento de esta trayectoria, y lo
gue se ha hecho es despejarjg®n funcbn de de las coordenadasy las f,,.

Una vez conocidos log, tenemos el problema resuelto.
Ejemplo

Por ejemplo el oscilador adnico en 2-dimensiones, tiene dos cantidades con-
servadas, las enégg de cada uno de los osciladores. Cake= 2, el sistema
resulta totalmente integrable.

2 2 2 2 2 2
p1 | Py | Wiqy | W43

H = —4+==
2+2+ 2 + 2
2 2 9

_ b1, w4y

F, = —+

! 2 2
2
p

F, = 72+w§q§

Sabemos quéd y F, son cantidades conservadas e independientes porque
hemos resuelto el oscilador abmico con anterioridad.
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Usemos este formalismo para obtener las nuevas variadbées,. De acuerdo
a la definicén:

1

5= f v

1

oy ]{ —wiqt) dg:
Esta cantidad representa el

area de la elipse de la Figura

1 2F F1

=3V =1 /%{Pnd\?.
N—

Analogamente se puede obten-
er I,. Escribiendo el Hamiltoni-
ano en fund@n de estos nuevos
niimeros, tenemos:

H:F1+F2211W1+Igw2 /‘

Ejemplo

Estudiemos el caso de una
paricula movéndose dentro de
una caja y rebotando atica-
mente en sus paredes.

Este es un problema que
cumple las condiciones de moverse en un volumen acotado del espac'o de fase y
tener dos cantidades conservadas. Es un sistema integrable. Las nuevas variables
de accbn y angulares esh dadas por:
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I, = %fpzdx H}L
_ 1
= 5-mlv| - 2a
L, = %m|vy|-2b b
H = 2o+ [vy[?]
a
wp = g—gzmﬂ—;ll
- 7
W2 T e 2 Figura I\V.9:
p
> t Yy
1 LN
I 72
S AN 2!
\
-\
1, %
T
— H=C"™
v

Nuew Myaoio

RY
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P"\ Vel or miv,|
or M

Py

T

Figura IV.10: La coordenada inicial(t) (o y(t)) puede ser expresada a teav
de una serie de Fourier correspondiente a un diente de sieratogamente, el
momento en funén del tiempo es una serie de Fourier de una fumeiscabn.

La expresbn para las
series de Fourier no es un accidente de este problema. Es una regla general, las
frecuencias asociadas a la variable angular constituyen la frecuencia fundamental
encontrada en la variable angular y las coordenadas iniciales son descritas como
una superposion de frecuencias aitiplos de la fundamental.

z,(t) = Z A,, ¢ ttém

con k=1,2. Lo mismo se repite para los momentos.

IV.8. Ejercicios

1.— El Lagrangiano asociado a una parta de masan que se ha lanzado ver-
ticalmente hacia arriba, lejos de la superficie de la Tierra, es:

1 GM
Lol GMm

2 (R+2z)’
dondeGG = es la constante de gravitaai, M y R, representan la masay el
radio de la Tierra y altura de la partula sobre la superficie de la Tierra.

Encuentre el Hamiltoniano asociado y dibuje, en forma cualitativa, las trayec-
torias en el diagrama de fase, indicando e@igagbdn el movimiento estcon-
finado a una re@in finita y que trayectorias pueden escapar hasta infinito.
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2.— Encontrar el Hamiltoniano asociado a unaipalé que oscila bajo el efecto
de la gravedad hahdose unida por medio de una cuerda de largo variable
¢(t). Suponga que el movimiento se encuentra confinado a un plano vertical
y quel = Constante.

272/ 7 71

L) L %

4%

P roblowma & 2

3.— Una paiitula esh restringida a deslizarse siguiendo la trayectoria de un
anillo de radioR que rota con velocidad angular constanteSi todo el
sistema se encuentra en un medio con gravedad congtamiestre que el
Hamiltoniano es

p2

T OmR2

dondey es el desplazamiento angular de la fwata con respecto al eje de
la rotacbn. Determine tamn los puntos fijos del sistema.

1
— m(§ R*w? sen? 1) + gRcos)

4.— Un endulo de masau, y largo L se puede mover en un plano.
El punto de soporte eéstunido a una masae; la cual puede moverse en
una inea horizontal en el mismo plano. Encuentre el Hamiltoniano del sis-
tema en fundn de las coordenadas de la figura. Obtenga las ecuaciones de
movimiento.

5.— Se construye urgmdulo atando una masaal extremo de una cuerda inex-
tensible de largd. El otro extremo de la cuerda édijo al punto nas alto
de un cilindro horizontal de radi® con R < 2¢/7, como se muestra en
la Figura. Asumiendo que el movimiento @sbnfinado a un plano vertical
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que pasa pod y es perpendicular al eje del cilindro y que la cuerda forma
unangulog con la vertical, muestre que el Hamiltoniano del sistema es:

2

H(¢,p) = m —myg[R(1 — cos ¢) + ({ — R¢) sen ]

1 . :
dondep+1 = o y p = mo(Re—{). Demuestre que la frecuencia angular
para pequi@as oscilaciones en torno al punto de equilibrio es:

w=lg/(~ 5 Rm)2.

6.— Lafigura IV.11 muestra un marco con momento de indicia I dentro de
este marco hay ungmdulo que 8lo puede oscilar en el plano del marco. El
marco puede girar libremente en torno al &jé&l pendulo tiene largd y
una masan. Encontrar:

i) El Hamiltoniano del sistema.
i) Las ecuaciones de Hamilton de movimiento.
iii) Encontrar los puntos fijos del sistema.

Indicacbn: la energa cirética de un &lido rotando alrededor de un eje fijo
con velocidad angulay es:

1
T:§Iw2
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Figura IV.11: Problema 6

7.— El Lagrangiano de una pamila en un campo electromagito esa dado
por:

L:%@Mw%uﬂ+gmw+Aw+A%%w®

donde/fy ® dependendlo de las coordenadasy, z.
El campo mageético H y el campo edctrico E eséin dados por:

E=-V0, H=VxA

Escriba exgkitamente el momentum de este sistema. Encontrar el Hamil-
toniano de esta pacula.

8.— El Hamiltoniano de un sistema de una diménss:H = p?/2 — 1/(2¢%).
Demuestre qué& = pq/2 — H t es una constante de movimiento.

9.— El Hamiltoniano de un sistema tiene la forma:
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a) Encuentre la ecuan de movimiento para g.

b) Encuentre una transformaai carbnica que reducé/ a la forma de aso-
ciada a un oscilador arnico. Muestre que la transformaai de variables
satisface la ecua@n de movimiento encontrada en a) para la variable q.

10.— Dibuje cualitativamente la evolaci en el tiempo del sistema de paulas
que se indica en la figura IV.12. Las gattlasno interactian entre ellas
—pasan una sobre la otra sin afectarse— y se mueven en una dimessi
pacial. Suponga que las patlas rebotan con una velocidadwv,|, con
0 < e < 1, siinciden con una velociddd,| sobre la pared.

g
pVaf Z
|7
Z

, "
b/ n Z
7
4

Trobloyre ¥ 1L

Figura IV.12: Problemas 10y 11

11.— Utilizando el formalismo de las variables angulares y dé@acencuentre el
hamiltonianoH = H (I, I,) asociado al movimiento de un cuerpo puntual
bajo el efecto de una fuerza central descrita por el poteh@ial = —k /.

El movimiento ocurre en un plano.

Problema Adicional Resuelto

Para el gndulo de la figura, compuesto por un resorte de constgritggo
naturall, y una eséra de masa, se pide encontrar las ecuaciones de movimiento
en una vecindad a las posiciones de equilibrio y dibujar el diagrama de fase.

Nota:

- Considerar la aceleram de gravedag.
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- El movimiento esi contenido en
el plano verticalSolucion:

Las coordenadas generalizadas son
=0 ¢=r

1 1
T = Emvg = §m(x'2+y2), por lo tanto:

i
%) -{'

1 : 1 |
T = 5m(7*2+r292), U= §k(r—60)2—mgr cos 6 \

donde
r = 7rsenf
y = —rcosf
= I = fsen0+récosﬁ
y = —r cos O+ rfsend

luego @2+ =72 + (rf)?

. 1 . 1
Lagrangiano = L=T-V =3 m(7* + r26?) — §k(r — 0,)? + mgrcost

Hamiltoniano = H=T+V

Si deseamos resolver este problema usando el formalismo hamiltoniano, debemos
definir las cantidades de momento generalizados tantopamano para:

0L
Pr = a—:mr 9 5
r 1P 1 P 1
H=-—"T+- 92+—k(r—€o)2—mgrcosﬁ
oL . 2m  2mr 2
Py = — =mr?d
00
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luego:
- -t
sz—%—lg = —mgrsenf (3)
P, = aH—lP—g-i—k:(Eo—r) + mgcosf (4)

or 3 m

Utilizando (1) y (3)

. d . .
= Py =mgrsenf = E(mﬁe) =mr[27r0 + r0)

Té+2f9+gsen0 =0

(mr20)?

L. @Qy@ = FH="00

Ecuacdn de movimiento para(t)

Universidad de Chile

Ecuacdn de movimiento paré(t)

— k(r —4,) +mg cos 0 = mi

m(rf? — i) — k(r — £y) + mg cos § =0
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