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Caṕıtulo IV

Sistemas Hamiltonianos

Hamilton fue un hombre con una capacidad intelectual impresionante. A la edad
de trece ãnos dominaba trece idiomas. Llegó a ser profesor a los 22 años. Introdujo
los ńumeros no-abelianos (que no commutan), antes que Cayley desplegara sus
matrices. A los 28 ãnos, en 1834, estableció un enfoque diferente para analizar la
dinámica que mostró ser ḿas poderoso en cuanto a la amplitud de sus aplicaciones
[1].

Hamilton rehizo la mećanica al introducir el momentump, y q,la posicin, co-
mo sus variables fundamentales. El gráfico que tienep como ordenada yq co-
mo abcisa se denomina el espacio de fase. La trayectoria de una partı́cula queda
representada por una curva en este espacio, como veremos en este capı́tulo más
adelante. Hamilton logró imitar la trayectoria de un rayo de luz introduciendo una
cierta inhomogeneidad en este espacio de fase. De esta forma logró representar la
trayectoria de un rayo de luz, estableciendo, de paso, un formalismo que unificó la
trayectoria de los rayos de luz con la dinámica de una partı́cula.

Este formalismo resultó ser de gran utilidad en las investigaciones en fı́sica
atómica. Simult́aneamente, introdujo una expresión para la energı́a conocida hasta
hoy como el hamiltoniano y que es una pieza central para modelar la dinámica de
las part́ıculas tanto cĺasicas como cúanticas.

Los mtodos hamiltonianos describen los sistemas dinámicos en forma global,
en cada ejemplo descubren las propiedades del movimiento. A partir de las trans-
formaciones de coordenadas (q, p )→ (Q, P), que preservan la estructura de las
ecuaciones de hamilton -denominadas transformaciones canónicas-, es posible, en
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determinadas circunstancias, simplificar las ecuaciones de movimiento.

IV.1. Transformada de Legendre

Examinemos el valor de la derivada total del Lagrangiano con respecto al
tiempo:

d

dt
L(q, q̇; t) =

∂L

∂q
q̇ +

∂L

∂q̇
q̈ +

∂L

∂t
.

Si q y q̇ son solucíon de las ecuación de Euler-Lagrange, entonces la expresión
anterior se simplifica:

dL

dt
=

[
d

dt
(
∂L

∂q̇
)

]
q̇ +

∂L

∂q̇
q̈ =

d

dt

(
∂L

∂q̇
q̇

)
,

reuniendo ambas expresiones en un mismo miembro, tenemos:

d

dt

(
q̇
∂L

∂q̇
− L

)
= 0. (IV.1)

Si la derivada total con respecto al tiempo de la expresión
(
q̇ ∂L

∂q̇
− L

)
es nula,

es unacantidad conservadaa lo largo de la trayectoria de una partı́cula. En las
siguientes secciones mostraremos que esta cantidad se identifica con la energı́a
asociada a un sistema mecánico. A continuacíon mostraremos que a partir de esta
expresíon es posible introducir una función que se conoce como el Hamiltoniano
y que depende deq y p, H = H(q, p) dondep es el momentum y está definido
como:

p ≡ ∂L

∂q̇
.

H(q, p) ≡ q̇
∂L

∂q̇
− L, (IV.2)

la cual depende sólo de las variablesq y p, consideradasindependientesentre
śı.

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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A partir de la dependencia deH(q, p) en p, q y L [IV.2], podemos encontrar
las ecuaciones de movimiento deq y p. Esto es, encontrar el valor de la deriva-
da total deq (o p) con respecto al tiempo para cada parq, p. Pra encontrar esta
dependencia debemos diferenciar el Hamiltoniano:

dH(q, p) =
∂H(q, p)

∂q
dq +

∂H(q, p)

∂p
dp.

Por otra parte utilizando su definición IV.2:

H(p, q) ≡ q̇
∂L

∂q̇
−L = q̇ p−L, y diferenciando estáultima expresíon, obtenemos:

dH(q, p) = −∂L
∂q

dq − ∂ L

∂ q̇
d q̇ + q̇ dp+ p d q̇,

introduciendo la definición del momentum, tenemos:

dH(q, p) = −ṗ dq + q̇ dp.

Como para obtener este resultado se utilizaron las ecuaciones de movimiento, la
restriccíon que establece la ecuación anterior entre el diferencial del Hamiltoniano
y la diferencial de la mano derecha, constituyen las ecuaciones de movimiento en
esta nueva representación:

∂H(q, p)

∂q
= −ṗ, (IV.3)

∂H(q, p)

∂p
= q̇, (IV.4)

∂H(q, p)

∂t
=

dH(q, p)

d t
(IV.5)

Estas son lasecuaciones de Hamilton. La última ecuacíon sẽnala que la deriva-
da parcial con respecto al tiempo es igual a la dericada total: si no existe depen-
dencia expĺıcita en el tiempo, esta ecuación es nula, la energı́a se conserva.

Las definiciones y transformaciones de coordenada utilizadas en esta deduc-
ción corresponden a un método conocido como lastransformaciones de Legen-
dre. Este tipo de transfornmaciones se utiliza en otrasáreas de la fı́sica como: en
Termodińamica para obtener la función de Gibbs, la energı́a libre..etc...

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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IV.1.1. Interpretaci ón geoḿetrica

Figura IV.1: Referencia: CallenThermodynam-
ics, pág. 90 - 95.

A modo de ilustracíon, anal-
icemos el caso de una transfor-
macíon de Legendre en una di-
mensíon.

La idea b́asica es: una curva
definida como un par ordenado
de ńumeros[x, y], o expresada
como una funcíon y = y(x),
puede ser definida si determi-
namos el valor de la tangente
en un puntoP y la intersec-
ción de dicha tangente con el eje
y. En otras palabras, una curva
se puede especificar mediante la
ecuacíon de la familia de rectas
tangentes a ellas, lo que se de-
nomina suenvolvente.

Debemos incluir el punto de
interseccíon con el eje ordenado
y puesto que existen familias de
curvas diferentes que tienen la
misma tangente (ver Figura).

Definamos comoψ, el punto
de interseccíon entre la tangente
y el eje de la ordenada. El pun-
to de la figura puede estar deter-
minado por(x, y) o, en la repre-
sentacíon alternativa por(p, ψ),
dondep representa lapendiente
de la curva en el punto P. La
curva definida inicialmente co-
moy = y(x), puede ahora iden-
tificarse como

ψ = ψ(p) (envolvente).

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Veamos como relacionar ambas representaciones. De acuerdo a la definición dep,
tenemos:

p =
y − ψ

x− 0
⇒ ψ = y − x p

La segunda ecuación representa la definición deψ. Diferenciando:

dψ = dy − dx p− dp x

reemplazando p ≡ dy

dx

= p dx− dx p− dp x,

dψ = −dp x.

Estaúltima ecuacíon asegura queψ sólo depende de la variablep: ψ = ψ(p). Es

posible demostrar que:
dψ

dp
= −x. Tambíen es f́acil apreciar que la transformación

de variablesψ = y − x p es -salvo un signo-, la equivalente a:

q̇
∂L

∂q̇
− L = q̇ p− L,

que genera el Hamiltoniano a partir del Lagrangiano.

TABLA DE TRANSFORMACIONES: DIRECTA e INVERSA

Dadoy = y(x) Dado ψ = ψ(p)

Defino ψ ≡ −p x+ y Defino y ≡ x p+ ψ

p ≡ d y

dx
=⇒ x = x(p). - x ≡ dψ

d p
=⇒ p = p(x).

Introduciendox(p) ey(x(p)) Introduciendop(x) y ψ(x)

se obtieneψ = ψ(p). se obtieney = y(x).

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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Ejemplo

A partir de la expresión para la energı́aU = U(S, V ), encuentre otra función
F , que dependa de deT y V , F = F (T, V ). Utilice la transformada de Legendre
para realizar este cambio de variables.

Este es un ejemplo extraı́do de la termodińamica: S es la entropı́a, U la enerǵıa
interna, V el volumen y T la temperatura.

U = U(S, V ), d U = T dS − p dV (Primera ley de la termodinámica,)

dondeT noaparece explı́citamente al derivar la funciónU , sino que es una función

deS y V , T =
∂U

∂S
. La idea de este cambio de variables es eliminar la dependen-

cia de la entroṕıa que es una variable que no se puede medir. La temperatura en
cambio es accesible.

De acuerdo a lo establecido con la transformación de Legendre, consideremos
la siguiente funcíon:

F = T S − U(S, V ) por analoǵıa con ψ = y − p x

y entonces dF = −dU(S, V ) + T dS + S dT = S dT + p dV ⇒ F =
F (T, V ), que era lo buscado.

En estéultimo ejemplo hemos trabajado con un función que depende de más de
una variable:S y V . El volumen no es afectado por este cambio de variable.

�

Otra aproximaci ón a la Transformada de Legendre

Veamos la Transformada de Legendre en forma geomtrica. Consideremos el
caso unidimensional donde las funciones son convexas, con segunda derivada
positiva:f ′′(x) > 0. Consideremos una rectay = p x que pasa por el origen.
Por un punto cualquiera (ver Figura) trazamos la tangente a la curvay = f(x).
Asignamos ap (de y = p x) el mismo valor de la pendiente a la curva. Esto es

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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equivalente, como demostramos ahora, a exigir que la distancia vertical que sep-
ara ambos puntosF (x, p) ≡ p x − f(x) sea un ḿınimo: ∂F

∂x
= 0. La solucíon es

única:p = f ′(x).

Figura IV.2: La recta que pasa por el origen es paralela a la recta tangente a la
curva. La distancia entre las dos curvas es igual a la distancia entre el origen de
coordenadas y el punto donde la tangente a la curva corta el eje y.

De estáultima ecuacíon podemos despejar (formalmente) la variablex en fun-
ción dep: x = x(p). Reemplazando este valor en la funciónF (x(p), p) ≡= g(p)
y esta es la nueva función buscada, la transformada de Legendre def(x).

Ejemplo

Encontrar la transformada de Legendre de la funciónxα/α.

La funciónF (x, p) est́a definida como:

F (x, p) = −x
α

α
+ p x, F ′ = −xα−1 + p = 0,

despejando x en función de p, tenemosx = p1/(α−1),

Finalmente, la transformada de Legendre esg(p) = F (x(p), p) =
pα/(α−1)

α/(α− 1)
.

Si α = 2 vemos que la función original esf(x) = x2/2, y su transformada de
Legendreg(p) = p2/2. Este resultado es interesante porque se aplica directamente

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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al caso que nos interesa en fı́sica, donde la función que deseamos transformar es
la enerǵıa cińetica y que tiene una estructura similarv2. Este resultado nos indica
que la transformada de Legendre tendrá la misma estructura cuadrática en los
momenta. Por otro lado, la energı́a cińetica es también una funcíon convexa. Todo
esto indica que puede ser una buena idea realizar esta transformada de Legendre
en mećanica.

No analizamos aquı́ el caso ḿas general de muchas variables. Las exigencias

son:f(~x) convexa, es decir
∂2 f

∂ xi ∂ xj

> 0 para todo i,j=1,2...N. La condición sobre

la funcióng(~p) = F (~p, ~x(~p)) = Máx deF (~p, ~x).

En resumen, el Hamiltoniano es una estrategia para analizar un sistema mecánico
(o cualquier otro, eléctrico, mećanica cúantica ...) donde en lugar de tomarq̇ y q
como variables dińamicas, se considera el momentump y q como variables in-
dependientes. Simultáneamente se disminuye el orden de las ecuaciones difer-
enciales en un grado y se duplica el número de ecuaciones diferenciales que es
necesario resolver.

Este ḿetodo no es necesariamente más poderoso que el Lagrangiano para en-
contrar la trayectoria de una partı́cula. En lugar de restringirse a la solución de una
de lasórbitas posibles del sistema, este método apunta a conocer las propiedades
globales de laśorbitas.

IV.1.2. Sistemas Hamiltonianos

En un sistema dińamico asociado con un LagrangianoL(q̇σ, qσ, t) definimos el
Hamiltoniano como la transformada de Legendre del Lagrangiano, donde la nueva
variable introducida es el momentumpσ, definido como:

pσ =
∂ L

∂ qσ
, (IV.6)

las variablespσ y qσ se denominanvariables conjugadas. Por otra parte el Hamil-
toniano se define como:

H(qσ, pσ) ≡ q̇σ pσ − L. (IV.7)

Finalmente, las ecuaciones de movimiento son:

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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q̇σ =
∂ H

∂ pσ

,

(IV.8)

ṗσ = −∂ H
∂ qσ

,

dH

d t
=

∂ H

∂ t
. (IV.9)

La última ecuacíon no ha sido demostrada pero la dejamos como ejercicio prop-
uesto.

A continuacíon se da una forma elemental para obtener el Hamiltoniano en un
problema de mećanica en una dimensión. Obviamente los pasos que se siguen en
este ejemplo están ordenados para llegar al resultado esperado de las ecuaciones
IV.8.

Veamos el caso de una ecuación de segundo orden en una sola variable. Defi-
namos ẋ ≡ q̇ en la ecuacíon:mẍ = F (x).

q̇ =
p

m
ṗ = F (q).

Las variablesq y p se denominanconjugadas. La trayectoria de una partı́cula
seguida en un gráfico que contieneq y p como ejes coordenados se denomina
espacio de fase. En este formalismop y q son variablesindependientes.

Los sistemas de interés son los conservativos. Aquellos en los cuales existe una
función:

F (q) = −∂V (q)

∂q
, dondeV (q) ≡ Potencial, V (q) = −

∫ q

qo

dq′F (q′).

Si escribimosp/m como la derivada de una cierta función:

p

m
≡ d

dp

(
p2

2m

)
,

entonces podemos definir una nueva funciónH(q, p) ≡ p2

2m
+V (q). Esta funcíon

satisface las siguientes ecuaciones:

∂H

∂p
= q̇,

∂H

∂q
= −ṗ.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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Recuperamos ası́ las ecuaciones deEcuaciones de Hamilton.

Existe una variedad de sistemas: fı́sicos, bioĺogicos, metereológicos...etc. cuya
evolucíon puede ser descrita por ecuaciones de este tipo.

IV.1.3. Sistemas Conservativos

Estudiemos la evolución de un Hamiltoniano que no depende explı́citamente
del tiempo:

dH

dt
=
∂H

∂q

dq

dt
+
∂H

∂p

dp

dt

Usando las ecuaciones de Hamilton:

dH

dt
=
∂H

∂q

∂H

∂p
+
∂H

∂p
(−∂H

∂q
) = 0 ⇒ Ho = Constante.

Este es un resultado general. Si el sistema tiene2n grados de libertad, la partı́cula
se desliza sobre una superficie de(2n− 1) dimensiones.

El espacio de fase es el volumen de2n dimensiones formado por losn pares
de coordenadas conjugadas: los momentospi y coordenadasqi del sistema.

Si la enerǵıa se conserva, laśorbitas de las part́ıculas se deslizan a lo largo de
la superficie definida por E= H(q,p)= constante.

Analicemos las componentes del hamiltonianoH =
p2

2m
+ V (q).

La transformada de Legendre de la energı́a cińeticaT de la part́ıcula es:

T =
1

2
mv2 ≡ 1

2
m q̇2 =

1

2
m

p2

m2
=

p2

2m

V (q) es la enerǵıa potencial.

H(q, p) = Constante≡ Enerǵıa Constante⇒ Sistema Conservativo.

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Examinemos las propiedades
geoḿetricas de la conservación
de la enerǵıa en estos diagra-
mas. Al final de este ćalculo
concluiremos que las partı́cu-
las se mueven a lo largo de las
lı́neas que conservan el volu-
men en el espacio de fase y que
no se cortan.

Definimos un operador gradi-
ente (o divergencia, según el ca-
so) en forma similar al operador
que act́ua en un sistema de muchas variables:

∇f(x, y) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
. En el espacio de fase(q, p), ∇f(q, p) ≡

(
∂f

∂q
,
∂f

∂p

)
.

En 2N dimensiones, las coordenadas del espacio de fase son:(q1, q2, · · · , p1, p2, · · ·).
Estudiemos el gradiente del Hamiltoniano en el espacio de fase:

∇H(q, p) =

(
∂H

∂q
,
∂H

∂p

)
= (−ṗ , q̇),

donde hemos introducido las ecuaciones de Hamilton en laúltima igualdad. El
resultado indica el valor del gradiente del Hamiltoniano a lo largo de la trayectoria
de una partı́cula.

Por otra parte, en el diagrama de fase, el vector posición de la part́ıcula es:
~r = (q, p) y su cambio en el tiempo:~̇r ≡ (q̇, ṗ), de modo que el producto con el
gradiente del Hamiltoniano es nulo:

~̇r · ∇H = 0, (IV.10)

la interpretacíon geoḿetrica de este resultado es la siguiente: el gradiente del
hamiltonianoH(q, p) es un vector perpendicular a la superficieH(q, p) = E =
Constante. Por lo tanto el vector velocidad~̇r en el espacio de fase permanece
siempre en la superficieE= constante.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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IV.1.4. Definición de punto fijo e incompresibilidad en el espa-
cio de fase

En el espacio de fase la trayectoria de las partı́culas no se interceptan si cada
una de ellas evoluciona de acuerdo a las ecuaciones de Hamilton. Si existe un
punto en el cual dośorbitas con distintas condiciones iniciales se cruzan, este
punto se denomina unpunto fijo. El sistema permanece esttico allı́ . De esta forma
se resuelve la unicidad de las soluciones. Más adelante estudiaremos la dinámica -
en particular la estabilidad-, de las partı́culas en la vecindad de estos puntos fijos.

La definicíon de un punto fijo en un sistema Hamiltoniano es:

q̇ =
∂H

∂p
= 0

ṗ = −∂H
∂q

= 0

 q = Constante, p = Constante.

Considereos algunas propiedades de los sistemas Hamiltonianos.

Incompresibilidad de un sistema Hamiltoniano

En el espacio de coordenadas, los fluidos incompresibles se caracterizan por
tener un campo de velocidades~V (~x, t) con divergencia nula. En el espacio de fase,
unfluido Hamiltonianodespliega esta misma caracterı́stica, como demostraremos
a continuacíon.

La definicíon de la velocidad en el espacio de fase es

~̇r ≡ ~V = [q̇, ṗ]. (IV.11)

La divergencia de~V est́a definida como:

∇ · ~V =
∂q̇

∂q
+
∂ṗ

∂p
. (IV.12)

las variableṡq y ṗ cumplen las ecuaciones de Hamilton, de modo que se cumple
la siguiente igualdad:

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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~∇ · ~̇r ≡ ~∇ · ~V =
∂2H

∂q ∂p
+ (−)

∂2H

∂p ∂q
= 0, (IV.13)

puesto queH(p, q) es una funcíon continua, podemos cambiar el oreden de las
derivadas parciales.

IV.2. Ejemplos de trayectorias en el espacio de fase

A continuacíon, resolvemos algunos ejemplos para mostrar cómo opera el for-
malismo Hamiltoniano.

Ejemplo: Oscilador Arm ónico

La enerǵıa potencial es:V (q) =
1

2
k x2. El hamiltoniano esH = T + V .

H(q, p) =
p2

2m
+

1

2
k q2, como

dH

dt
=
∂H

∂t
= 0 ⇒

H(p, q) =
p2

2m
+

1

2
k q2 = E

Escribiendo las vari-
ables en forma conve-
niente, tenemos:

1 =

[
p

(2Em)1/2

]2

+

[
q

(2E/k)1/2

]2

Esta ecuación indica que
la órbita en el espacio de
fase, con un escalamiento adecuado de los ejesp y q, es una circunferencia. Esto
es lo esperado, el sistema tiene inicialmente 2 grados de libertad, se le quita uno

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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de ellos con la conservación de la enerǵıa, resta uno solo que corresponde a la
órbita descrita (una curva en el espacio de dos dimensiones.)

Las ecuaciones de Hamilton para este caso son:

q̇ =
∂H

∂p
⇒ q̇ =

p

m
,

ṗ = −∂H
∂q

⇒ ṗ = −k q.

 q̈ =
ṗ

m
= − k

m
q

q̈ + ω2 q = 0, q(t) = A cos(ω t+ δ)

Tambíen puede escribirse como:

A2 =
2E

k
o

kA2

2E
= 1 (IV.14)

Usando la definicíonω2 = k/m, obtenemos

E =
1

2
kA2 =

1

2
mω2A2

La faseδ, est́a determinado por las condiciones iniciales del oscilador.

El punto fijo de este sistema es trivial y carece de interés f́ısico: es el origen,
donde la enerǵıa es nula y el sistema permanece en reposo.

La ecuacíon de la circunferencia que se desprende de la trayectoria ( conω2 ≡
k/m) es:

q(t) =

(
2E

k

)1/2

cos(ω t+ δ),

p(t) = −ωm
(

2E

k

)1/2

sen(ωt+ δ).

Ejemplo: Un potencial repulsivo

IV.2. EJEMPLOS DE TRAYECTORIAS EN EL ESPACIO DE FASE Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Repitamos el oscilador arḿonico pero con el potencial invertido. Estudiaremos
el movimiento de una partı́cula en un potencial repulsivo.

V (q) = −1

2
a q2

H(p, q) =
p2

2m
− mγ2

2
q2, (γ2 =

a

m
).

q̇ =
∂H

∂p
=

p

m

ṗ = mγ2 q

 q̈ = +γ2q

q(t) = A+ e
γt + A−e

−γt

Como es un sistema conserv-
ativo la enerǵıa es una constante
de movimiento:H = E,

2mE = p2 − (mγ q)2

2mE = (p−mγ q)(p+mγ q).

Analicemos el diagrama de fase. Las soluciones más simples de esta ecuación,
corresponden al momentum proporcional a la posición: p = ±mγ q. Estos
quedan representados por lı́neas rectas en el espacio de fase que cruzan el ori-
gen formando uńangulo de45o con la abcisa. Los casos restantes satisfacen una
ecuacíon algebraica del tipox2 − y2 = Constante: la ecuación de una hiṕerbola.

Nuevamente el punto fijo se ubica en el origenq = p = 0. All ı́ convergen
órbitas distintas.

Podemos determinar los sentidos de las trayectorias de las partı́culas en el es-
pacio de fase utilizamos el diagrama de la conservación de la enerǵıa (ver Figura
[IV.3]). Por ejemplo, si la partı́cula tiene el momentum positivo, quiere decir que
éste apunta hacia el origen del espacio de fase, puesto que a la izquierda del gráfi-
coq < 0. Este argumento fı́sico determina, por continuidad el sentido de las rectas
que bisectan el espacio de fase. Estas flechas permiten determinar la estabilidad
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de este punto fijo. Una pequeña desviacíon del origen en la dirección de la bi-
sectriz con pendiente positiva y el sistema termina alejándose del origen cada vez
más ŕapido. Esto es una inestabilidad. Lo opuesto ocurre si sacamos levemente al
sistema en la dirección de la bisectriz con pendiente−1. Ahora el sistema vuelve
al punto fijo.

Figura IV.3:Órbitas en un potencial repulsivo

Las ĺıneas rectas separan
los casos con energı́a positi-
va y enerǵıa negativa (aque-
llas part́ıculas que rebotan al
llegar al potencial). Las lı́neas
rectas corresponden al caso de
part́ıculas con energı́a cero.

Reemplazando la expresión
de p y q en funcíon del tiempo
en el Hamiltoniano, se obtiene:

E = −2mγ2A+A−

Ejemplo: El potencial del oscilador armónico con t́ermino cúbico.

Analicemos el oscilador arḿo-
nico con un t́ermino extra, no–
lineal:

V (q) =
1

2
ω2 q2−1

3
Aq3, conA > 0.

Este modelo de potencial
aparece en el caso de las inter-
acciones de lośatomos de un
cristal. Cuando las moléculas est́a en equilibrio, sus oscilaciones (principalmente
térmicas) encuentran un potencial efectivo similar al de un oscilador armónico.
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Esto es aśı porque se trata de en una oscilación pequẽna alrededor de un punto de
equilibrio estable, por lo tanto en el desarrollo de Taylor sólo aparecen los térmi-
nos cuadŕaticos en las coordenadas. Es estable, una perturbación externa los hace
oscilar alrededor del punto de equilibrio. Sin embargo al comprimir el cristal, las
moléculas se aproximan y surge una fuerza de repulsión. Esto se representa natu-
ralmente mediante el crecimiento de la energı́a potencial a la izquierda del gráfico.
Al intentar separar las moléculaséstas se resisten pero a partir de cierta distancia
la fuerza se debilita y el potencial comienza a disminuir. El origen de estas fuerzas
adicionales es el momento dipolar de las moléculas. Incluiremos un ejemplo, el
del potencial de Lenard - Jones.

El Hamiltoniano es:

H =
1

2m
p2 +

1

2
ω2 q2 − 1

3
Aq3,

y las ecuaciones de Hamilton son:

q̇ =
p

m
,

ṗ = −ω2 q + Aq2,

Los puntos fijos son:

1) p = q = 0,

2) p = 0 , q1 =
ω2

A
.

El valor del potencial en el
segundo punto fijo es:

V (q1) =
1

2
ω2

(
ω2

A

)2

− 1

3
A

(
ω2

A

)3

=
1

6

ω6

A2
.

Para tener una información parcial del movimiento basta analizar lasórbitas en
el diagrama de fase. Utilizando el mismo argumento que en el caso del oscilador
armónico, podemos deducir que la partı́cula se mueve hacia la derecha del espacio
de fase cuando el momentum es positivop > 0. Para el valor de la energı́a que
nos interesa, cruza el punto fijo, la partı́cula adquiere un momentum negativo, de
modo que se devuelve hacia el punto fijo.
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Figura IV.4: Figura superior: Un
cilindro girando libremente en
torno a un eje principal y su dia-
grama en el espacio de fase. Figura
inferior, ṕendulo pivoteado en el
punto superior.

Esa rama del punto fijo es estable. Sin
embargo la otra rama (con pendiente pos-
itiva) el ańalisis indica que si la alejamos
hacia la derecha, la partı́cula se aleja por
adquirir un momentum positivo. Lo kismo
ocurre si la desplazamos levemente hacia la
izquierda. Cuando ocurren esteúltimo com-
portamiento afirmamos que el punto fijo es
inestable.

El puntop = 0 , q1 =
ω2

A
representa un

punto fijo con equilibrio inestable.

Ejemplo: Movimiento peri ódico

Escribir el Hamiltoniano y las ecuaciones
de movimiento para un cuerpo rotando en
un plano en torno a uno de sus ejes princi-
pales.

En esta caso una de sus coordenadas es
periódica. Siidentificamosel puntoψ = 0
con ψ = 2π, el rango de coordenadas que-
da establecido como:2π ≥ ψ > 0. Por otra
parte, comoH(q, p) = T + V , tenemos:

H =
1

2
I ω2, I ≡ Momento de Inercia

L =
1

2
I ψ̇2,

∂ L

∂ ψ̇
≡ p = I ψ̇,

de aqúı : H =
p2

2 I
dondep = momento angular del cuerpo.

ψ̇ =
∂H

∂p
=
p

I
, ṗ = −∂H

∂q
= 0,
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p = po, ψ =
po

I
t+ ψo.

El diagrama de fase aparece en la Figura [IV.4].

Aqúı se han identificado los dos puntos extremos de la trayectoria. Esta trayec-
toria es una lı́nea horizontal que se extiende desde−π hasta+π.

Resulta natural proyectarla sobre el manto de un cilindro de radio arbitrario.

Ejemplo: Péndulo f́ısico (barra rı́gida).

Analicemos el caso de un péndulo f́ısico: una barra de largòy masam, piv-
oteado en su punto superior. Escribamos el Hamiltoniano correspondiente:

H =
p2

2 I
− mg `

2
cos ψ,

Figura IV.5: Espacio de fase del péndulo de la
figura anterior: una barra uniforme sostenida
desde su punto superior, oscilando.Las curvas
cerradas corresponden a oscilaciones que no al-
canzan a dar una vuelta entera. Las curvas que
no se anulan, corresponden al péndulo gorando
en torno a su pivote.

En este caso las ecuaciones
de Hamilton son:

ψ̇ =
p

I

ṗ = −mg ` senψ.


ψ̈ =

ṗ

I
= −mg `

I
senψ

ψ̈ +

(
mg `

I

)
senψ = 0 .

La ecuacíon que describe la
trayectoria de las partı́culas
en el diagrama de fase (ver
Figura[IV.5])es la siguiente:

dψ

d p
= − p

mg `I senψ
⇒ cosψ+

p2

2mg ` I
= Constante.
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La solucíon exacta de las variables en función del tiempo está dada por una
integral eĺıptica.

Los puntos fijos son:p = 0 , ψ = 0, ±π. Dibujando cualitativamente las
órbitas en el diagrama de fase, se puede analizar las caracterı́sticas de este sis-
tema.

Ejemplo: Expresar el peŕıodo de una part́ıcula ligada

Encontrar la expresión del peŕıodo de un sistema sin resolver las ecuaciones de
movimiento en forma explı́cita.

Suponemos que el hamiltoniano tiene la siguiente forma:

H(q, p) =
p2

2m
+ V (q) = E

Despejando el momentum del Hamil-
toniano, tenemos:

p = ±[2m(E − V (q))]1/2,

por otra parte suponemos queq̇ =
p/m, de modo que

q̇ =

√
2

m
[E − V (q)]1/2.

Integrando esta ecuación obtenemos

∫
dt =

∫
dq

√
m

2
[E − V (q)]−1/2 .

Si evaluamos la integral en un perı́odo, tenemos:

T = 2

∫ q2

q1

dq

√
m

2
[E − V (q)]−1/2 ,
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dondeV (q1) = V (q2) = E (q1 < q2),

T =
√

2m

∫ q2

q1

dq

[E − V (q)]1/2
.

Ejemplo: Argolla en un alambre rebotando en una pared.

Se tiene una partı́cula, que podemos rep-
resentar por una pequeña argolla, que se
mueve por un alambre y rebota elástica-
mente en los extremos del alambre.

a) Dibujar la trayectoria de este aro en el
diagrama de fase.

b) Dibuje el diagrama de fase para el caso
de tres aros que ent = 0 se ubican en un
extremo del trozo de alambre (x = −a), y
que no interact́uan entre ellos, es decir, uno
puede pasar sobre el otro sin modificar su
movimiento.

Figura IV.6: Los intervalos de tiempo dibujados corresponden a:t = 0, t =
(2 a)/po, t = (4 a)/po.

Podemos extender este ejercicio al caso de un continuo de partı́culas, todas
ellas ubicadas enq = −a en el instante inicial y con distintos valores asignados al
momentum comprendidos entrepmin. = 0 y pmáx. = po.

Como el ńumero de partı́culasno cambia, puesto que no hay absorción en las
paredes, tampoco las partı́culas interact́uan entre ellas, cada una sigue su propia
trayectoria en este espacio de fase.
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Al seguir la trayectoria de diversas partı́culas despúes que han experimentado
varios rebotes en los extremos, podemos apreciar que el diagrama de fase se trans-
forma en un cuadrado cubierto de franjas cada vez más angostas. Uno espera que
cuandot→ +∞, éstas terminan por llenar todo el espacio de fase.

El área achurada debe tener el mismo valor que al comienzo, puesto que no hay
pérdida de materia en este sistema.

Figura IV.7: Este es un problema unidimensional, donde hemos ubicado un con-
tinuo de part́ıculas en el origen con distintos valores para el momentum. Este
continuo no interactúa entre śı . La evolucíon en el tiempo está dibujada en la
Figura.

IV.3. Paréntesis de Poisson

Dada una funcíon deq y el momentump, f(q, p, t), su derivada total con re-
specto al tiempo es:

df

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂q

dq

dt
+
∂f

∂p

dp

dt
.

Ahora si la evolucíon deq y p en el tiempo está dada por las ecuaciones de Hamil-
ton, entonces:

df

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂q

∂H

∂p
− ∂f

∂p

∂H

∂q
≡ ∂f

∂t
+ {f,H}, (IV.15)
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donde hemos definido{f, H}, como elparéntesis de Poisson:

{f,H} ≡ ∂f

∂q

∂H

∂p
− ∂f

∂p

∂H

∂q
. (IV.16)

El corchete{ , }, representa un operador que actúa sobre un par ordenado
de funciones. Por ejemplo, para dos funciones cualesquiera:f(q, p) y g(q, p) se
tiene:

{f, g} =
∂f

∂q

∂g

∂p
− ∂f

∂p

∂g

∂q
.

IV.3.1. Propiedades del paŕentesis de Poisson

a) SeaM una cantidad conservada (momento angular, por ejemplo), entonces
debe ocurrir quedM

dt
= 0. Suponiendo que la variableM , depende de las variables

cańonicasq y p,se tiene que:

dM(q, p)

dt
= 0 = {M,H}+

∂M

∂t
. (IV.17)

Si adeḿasM no es una función expĺıcita det ,
∂M

∂t
= 0, entonces concluimos

que:una funcíon que no depende explı́citamente del tiempo y que que permanece
constante a lo largo de la trayectoria de una partı́cula commuta con el Hamilto-
niano.

Se dice que una función commuta con el Hamiltoniano si{f,H} = 0.

Por otra parte, si nos dan una función de las variablesq y p asociadas a un
sistema dińamico, y esta función commuta con el Hamiltoniano, sabemos que es
una cantidad conservada.

b) El paŕentesis de Poisson entre las coordenadasq y p es:

{q, p} =
∂q

∂q

∂p

∂p
− ∂q

∂p

∂p

∂q
= 1.

Aqúı identificamos f(q, p) ≡ q y g(q, p) ≡ p.

En general, en el caso de una función de muchas variables

f(q1, q2 · · · qn; p1 · · · pn) y g(q1, · · · qn; p1, · · · pn),
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el paŕentesis de Poisson se define mediante una sumatoria sobre los pares ordena-
dos:

{f, g} =
n∑

k=1

(
∂f

∂qk

∂g

∂pk

− ∂f

∂pk

∂g

∂qk

)
=

n∑
k=1

{.., ..}k .

Por ejemplo, el paréntesis de Poisson entre una coordenadaq` y un momentum
arbitrariopr en un sistema dińamicode muchos grados de libertad, es:

{q`, pr} =
∑

k

(
∂q`
∂qk

∂pr

∂pk

− ∂q`
∂pk

∂pr

∂qk

)
=

∑
k

δ`
k δ

r
k = δ`

r,

dondeδ`
k es la delta de Kroneckerδ`

k = 0 si ` 6= k, y δ`
k = 1 si ` = k.

Las ecuaciones de Hamilton de un sistema dinámico se pueden escribir como:

q̇ =
∂H

∂p
= {q,H},

ṗ = −∂H
∂q

= {p,H}.

En palabras, el paréntesis de Poisson deq con el Hamiltoniano determina la
evolucíon deq (es decirq̇). La dińamica de los sistemas está totalmente determi-
nada por el Hamiltoniano.

Ejemplo: las condiciones iniciales son cantidades conservadas a lo largo de
la trayectoria.

Demuestre que las cantidades conservadas asociadas a una partı́cula movíendose
libremente (en ausencia de cualquier fuerza externa) en una dimensión son:

h1 = p y h2 =
p

m
t− x.

El Hamiltoniano es śolo la enerǵıa cińetica. No existen fuerzas externas de modo
que el potencial es nulo.

H =
p2

2m
, comoH = H(p), {f(p), H(p)} = 0, para cualquier función dep,
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en particular, una cantidad que tiene una interpretación f́ısica directa esf(p) =
po ≡ h1. NOte que hay infinitas cantidades conservadas, claro que no aportan
informacíon adicional acerca de la dinámica del sistema.

Investiguemos el casoh(x, po, t). El commutador de esta cantidad con el Hamil-
toniano es:

{h2(p, x, t), H(p)}+
∂h2

∂t
=

∂h2

∂x

∂H

∂p
+
∂h2

∂t
= 0 ≡ d h2

d t

=
po

m

∂h2

∂x
+
∂h2

∂t

redefiniendox comou ≡
(
mx

po

)
=

∂h2

∂u
+
∂h2

∂t

La solucíon general de estáultima ecuacíon es:

h2(u, t) = g(u− t), dondeg(u− t) es una funcíon arbitraria.

Como
d h2

d t
= 0 a lo largo de la trayectoria, es una constante de movimiento. El

caso ḿas simple corresponde a una dependencia lineal en la variable:

g(t− u) = constante= k (t− u), conk = constante.

Multiplicando esta ecuación por la constantem/po, y adecuando el valor de las
constantes obtenemos:

h2 =
po t

m
− x.

Estaúltima cantidad conservada corresponde a la posición inicial de la part́ıcula.
En cambioh1 corresponde al momentum inicial.

Cualquier combinación de estas cantidades es otra cantidad conservada. Al ele-
gir la forma de las cantidades conservadas indicada aquı́, estamos facilitando su
interpretacíon f́ısica a partir de las condiciones iniciales del movimiento.

Ejemplo: el operador momento angular.

A partir de las expresiones para las componentesMx y My del momento angu-
lar, calcule el valor de[Mx,My].
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Dada la definicíon deMx ≡ y Pz − z Py y My = z Px − xPz, el operador
diferencial

{ , } =
3∑

k=1

{
∂

∂qk

∂

∂pk

− ∂

∂pk

∂

∂pk

}
, con

p1 ≡ px , p2 ≡ py , p3 ≡ pz, y ańalogamente paraqk, entonces, el commutador
pedido es:

{y pz − z py, z px − x pz} =

=
3∑

k=1

{
∂

∂qk
(y pz − z py)

∂

∂pk

(z px − x pz)−
∂

∂pk

(y pz − z py)
∂

∂qk
(z px − x pz)

}
.

Desarrollando cada uno de los términos de la sumatoria, tenemos:

{Mx, My} =

{
k=1

0− 0

}
+

{
k=2

pz · 0− (−z) · 0
}

+

{
k=3

(−py) · (−x)− y · px

}
,

= x py − y px = (x py − y px) = Mz

De modo que: {Mx, My} = Mz.

En forma ańaloga se puede demostrar que{My, Mz} = −Mx y aśı sucesiva-
mente (compruebe esta afirmación.)

Ejercicio

Demuestre que: a){My, Mz} = Mx, b) {x, px} = 1, c) {Mx, Px} =?.

IV.4. Ecuación de Liouville

En un sistema dińamico cuyo ńumero de partı́culas N se conserva durante la
evolucíon, se cumple que:

dN

dt
= 0, conN = No,
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pero, si modelamos este sistema como un continuo y definimos una densidad
D(q, p, t) en el elemento de volumen del espacio de fase:(dq1, ..., dqn, dp1, ..., dpn),
entonces el ńumero de partı́culas en un elemento de volumen es:

D(q1, ..., qn, p1, ..., pn, t) (dq1, ..., dqn, dp1, ..., dpn),

y que depende de las coordenadas del espacio de fase y el tiempo. El número total
de part́ıculasN en un volumenΓo es:

N =

∫
Γo

D(q, p, t)dqdp,

dondeΓo representa elvolu-
menen el espacio de fase en el
instantet. En un instante poste-
rior: (t+ δt), se cumple la sigu-
iente relacíon:

N(t+δt) =

∫
Γ

D(q′, p′, to+δt)dq
′dp′,

dondeΓ 6= Γo, ya que elvolu-
menen el espacio de fase cam-
bia con el transcurso del tiem-
po, a medida que las partı́culas
lo recorren, como se aprecia en
la Figura. Un desarrollo de Taylor alrededor delvolumenocupado en el instante
inicial, genera el siguiente resultado:

D(q, p, t+ δt) = D(q, p, t) +
∂D

∂t
δt+

∂D

∂q
q̇ δt+

∂D

∂p
ṗδt,

con dq′ = dq(t+ δt) = d{q(t) + q̇δt},

= dq + dq̇ δt+O[(δt)2],

ańalogamentedp′ = d(p(t+ ∆t)) = dp+ dṗ∆t) +O[(δt)2].
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Introduciendo esta expresión en la integral:

N(t+δt) =

∫
Γo

{
D(q, p, t) +

∂D

∂t
δt+

∂D

∂q
q̇ δt+

∂D

∂p
ṗ δt

}
(dq + dq̇ δt)(dp+ dṗ δt) .

Note qued{q̇δt} = O[(δt)2], como demostramos a continuación:

d {q̇} = d

(
∂H

∂p

)
=

∂2H

∂q ∂p
q̇ δt+

∂2H

∂p2
ṗ δt.

Como este t́ermino es proporcional aδt, y en la ecuacíon original aparece multi-
plicado por un factorδ, hemos demostrado qued{q̇δt} es proporcional aO[(δt)2].
El nuevo volumen en el espacio de fase se puede expresar como:

Γ = Γo + δΓ, y recordando la notación {D,H} ≡ ∂D

∂q

∂H

∂p
− ∂D

∂p

∂H

∂q
,

podemos desarrollarN(t+ δt) en serie de potencias hasta el ordenO(δ2):

N(t+δt) ≡ N(t)+
dN(t)

d t
δt) =

∫
Γo

Ddqdp+

∫
Γo

(
∂D

∂t
+ {D,H}

)
dp dq δt+O(δt2)

ComoN ≡
∫

Γo
Ddqdp, reemplazando en la ecuación anterior se tiene, a primer

orden enδt:

0 =

(∫
Γo

{
∂D

∂t
+ {D,H}

}
dqdp

)
δt.

Como no hemos impuesto ninguna propiedad especial sobre elvolumenΓo del
espacio de fase, esta integral debe anularse para cualquier instante. Para que esto
ocurra con cualquiervolumen, se debe cumplir necesarimente que el integrando
debe ser id́enticamente nulo:

∂D

∂t
+ {D, H} = 0

Ecuacíon de Liouville

Esta es la ecuación de continuidad en el espacio de fase. Si integramos en el
espacio de momentum, la densidadD(q, p, t) se transforma en la ḿas conocida
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ρ(q, t). La ecuacíon de Liouville se transforma en la ecuación de continuidad us-
ada en fluidos incompresibles:

∂

∂t
ρ+ (~u · ∇)ρ = 0.

Aqúı hemos definido~u ≡ ∂ H/∂p.

IV.4.1. Operadores

A continuacíon ilustraremos la idea de un operador con el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Seaf(p, q, t) una cantidad conservada en un sistema dinámico. Dadof(p, q, to)
el valor def en el instante inicialto y el Hamiltoniano del sistema, podemos deter-
minarf(p, q, t) en cualquier instante posterior expresándola como un desarrollo
en serie de Taylor.

Comof es una cantidad conservada, se cumple la siguiente relación

df

dt
= 0 ⇔ una cantidad conservada⇒ ∂f

∂t
= −{f, H}.

Definiendofo como f(q, p, to) y ańalogamente{fo, H}, como el commutador
evaluado ent = to, tenemos:

f(p, q, to + δt) = fo + {H, fo } δt+ {H, {H, fo, }}
(δt)2

2!
+ · · · ,

donde hemos definido

∂2f

∂t2
≡ {H, {H, fo}}.

Ejemplo
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Demuestre que el desarrollo de Taylor de una función se puede escribir de la
siguiente forma:

f(~x+ δ~x) =
(
eδ~x·~∇

)
f(~x), donde, por definicíon

eA ≡ I + A+
A2

2!
+
A3

3!
+ · · ·

A es un operador que puede ser una matriz o, como en nuestro ejemplo, un oper-
ador diferencial~∇. En este caso

A = δ~x · ∇, A2 = (δ~x · ~∇)(δ~x · ~∇), ...

Si δ~x = a ı̂ dondêı es un vector unitario apuntando en el eje x, ya es una cantidad
constante, este operador toma una forma más simple:

e(δ~x·
~∇) ≡ e(a

∂

∂x
) y (δ~x · ~∇)2 = a

∂

∂x
(a

∂

∂x
) = a2 ∂

2

∂x2
, ...

y el resultado es similar para el resto de los términos, cambiando sólo las potencias
dea y de la derivada. Note que si

a << 1 ⇒ ea[∂/∂x] ' 1 + a · ∂
∂x

y –a primer orden ena ≡ δx–, este operador se puede interpretar como un oper-
ador de traslación:

{eδx [∂/∂x]} f(x) ' f(x+ δx).

IV.5. Transformaciones cańonicas

En la mećanica de Newton es necesario elegir las coordenadas de acuerdo a la
simetŕıa del problema, siempre podemos realizar las transformaciones de coorde-
nadas que nos parezcan más convenientes: de coordenadas esféricas a ciĺındricas
o cartesianas. Por otra parte, la dinámica de un sistema también se puede repre-
sentar mediante las ecuaciones de Hamilton, y la pregunta es si esta operación de
expresar las ecuaciones en diferentes sistemas de coordenadas es válida en este
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otro esquema. La respuesta es clara: es posible cambiar de un conjunto de coor-
denadas a otro:

Qi = Qi(qk, t) ≡ Qi(q1, q2, · · · qn, t), con i = 1, · · ·N,
Pi = Pi(pk, t) ≡ Pi(p1, p2, · · · pn, t), con i = 1, · · ·N.

De hecho, en el caso de una transformación de coordenadas cartesianas a esféri-
cas:

q1 ≡ x , q2 = y , q3 = z,

se tieneQ1 = r =
√
x2 + y2 + z2 · · · .

Tambíen se puede incluir explı́citamente al tiempo como una variable más, si
uno se ubica en un sistema no inercial.

Existe un problema en el caso de las ecuaciones de Hamilton, a pesar que es
posible hacer una transformación de coordenadas arbitraria en losqk y los pk, no
se puede asegurar que la simplicidad de las ecuaciones de Hamilton se mantenga
en el nuevo sistema de coordenadas. En la nuevas coordenadas se pierde la forma
cańonica de las ecuaciones de Hamilton. Al perder esta simetrı́a de las ecuaciones
se pierde parte importante de sus propiedades. En resumen es deseable poder cam-
biar el sistema de coordenadas de los(q, p) a los(Q,P ), sin perder la simplicidad
de las ecuaciones de Hamilton. La tarea es lograr:

comenzando de este sistemaq̇k =
∂H

∂pk

, ṗk = −∂H
∂qk

k = 1, · · · , N,

llegar aQ̇k =
∂H ′

∂Pk

, Ṗk = −∂H
′

∂Qk

k = 1, · · · , N.

Existe un conjunto de transformaciones que conservan la forma canónica (la
forma usual) de las ecuaciones de movimiento, estas transformaciones se denom-
inan lastransformaciones cańonicas.

¿Ćomo se sabe cuando una transformación de coordenadas es canónica?

Existen varias formas (ver cualquier libro de mecánica cĺasica como Landau y
Lifshitz o H. Goldstein. . .). La comprobacíon más simple, que ilustraremos aquı́,
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consiste en verificar si la transformación de coordenadas conserva elárea en el
diagrama de fase.

Para que se conserve elvolumenen el espacio de fase al pasar de las coorde-
nadas(q1, q2..., p1, p2...pn) a (Q1, Q2..., P1, P2...Pn), se debe cumplir que:∫

Γo

dq1 dq2...dp1...dpn =

∫
Γ

dQ1dQ2...dP1dP2...dPn ,

conQk = Qk(qj, pl) y Pk = Pk(qj, pl), en general. Usando la ley de transfor-
macíon de coordenadas, esto se puede escribir como:∫

Γ

· · · dQk · · · dPk =

∫
Γo

∂(Qk, Pk)

∂(qj, pj)
· · · dqj · · · dpj.

Para que elvolumense conserve en el espacio de fase, el Jacobiano de la transfor-
macíon de coordenadas debe ser la unidad:

Transformacíon Cańonica⇔ ∂(Qk, Pk)

∂(qj, pj)
= 1

Como vimos en el ejemplo
anterior, la evolucíon del sis-
tema cambia (en general) la
forma inicial Γo que encerra-
ba al sistema de puntos en
t = 0. Al transcurrir el tiem-
po de 0 → t cada una de
las part́ıculas va a evolucionar
desde la coordenadaqk a otra
cercana qk + δqk. Podemos
hacer una transformación de
coordenadas tal que la nue-
va coordenadaQk, sea pre-
cisamente la que asocia la
nueva posicíon de la part́ıcu-
la con esta nueva coordena-
da, es decir:Qk = qk +
δ qk.
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Ejemplo

La transformacíon de coordenadas más interesante es aquella que usa las ecua-
ciones de movimiento para generar una una nueva coordenada asociada a la partı́cu-
la. Esta transformación es tambíen una transformación cańonica. Lo demostraremos
a continuacíon. La nueva coordenada esQk = qk + δqk como la variacíon de
posicíon est́a dada por las ecuaciones de movimiento, entoncesδqk = q̇kδt =
∂H/∂pk δt. Lo mismo es v́alido para el momentum, de este modo la relación en-
tre las nuevas coordenadas y las antiguas es:

Qk = qk +
∂H

∂pk

δt

Pk = pk −
∂H

∂qk
δt

En el caso particular de una dimensión (q, p), el Jacobiano de la transformación
de coordenadas es:

∂(Qk, Pk)

∂(qj, pj)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 +

∂2H

∂q∂p
δt

∂2H

∂p2
δt

−∂
2H

∂q2
δt 1− ∂2H

∂q∂p
δt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 + 0(δt)2

A primer orden entonces esta es una transformación cańonica de acuerdo a lo
establecido –sin demostración– anteriormente.

Tambíen, la ecuacíon de Liouville es el punto de partida para derivar la ecuación
de Boltzmann, usada en Teorı́a Cińetica, en ecuaciones de difusión de reactores y
muchos otros sistemas.

Ejemplo

La transformacíon trivial. Aquella que ocurre si el sistema está en un punto fijo
y no sufre ninǵun tipo de evolucíon:

Qk = qk

Pk = pk

 →

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Q

∂q

∂Q

∂p

∂p

∂q

∂P

∂p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1
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Ejemplo

Si el sistema se contrae en una dirección y se alarga en otra:

Q =
1

a
q

P = a p

 →

∣∣∣∣∣∣∣
1

a
0

0 a

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 .

Ejemplo

Estudiemos la evolución en el espacio de fase de un conjunto de osciladores
armónicos, todos ellos independientes entre sı́.

La ecuacíon que obedece cada uno de ellos es:

ẍi +
ki

mi

xi = 0, todoi = 1, 2, 3....

Cada una de las partı́culas sigue una trayectoria circular en el espacio de fase como
demostraremos a continuación. Tambíen cada una de ellas sigue una trayectoria
que est́a determinada por las condiciones iniciales y no intercepta a ninguna otra
de sus vecinas.

El Hamiltoniano de este sistema es

H =
N∑

i=1

[
ṗi

2

2mi

+
ki q

2
i

2

]
.

Como las partı́culas son independientes entre sı́, el Hamiltoniano es la suma del
Hamiltoniano de cada una de las partı́culas. Redefiniendo las variablesqi y pi:

qi = µ−1 (2Pi)
1/2 senQi,

pi = µ (2Pi)
1/2 cosQi.
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Con µi ≡ (kimi)
1/4. Si

definimosωi ≡ [ki/mi]
1/2, el

Hamiltoniano queda como:

Hi =
n∑

i=1

ωi Pi.

(Ejercicio: Demuestre que esta
transformacíon de coordenadas
es cańonica.)

Las ecuaciones de Hamilton
para este sistema son:

Q̇i =
∂ H

∂ Pi

= ωi,

Ṗi = − ∂ H
∂ Qi

= 0.

De aqúı se obtieneQi = ωi t + Di, dondeDi es una constante yQi indica el
ángulo del vector que señala a la partı́cula. A su vezPi, corresponde al radio
de este vector. Ası́ diferentes partı́culas describen una circunferencia de radio
Pi = µ2

i q
2
i + p2

i /µ
2
i . Si queremos que las partı́culas viajen como un bloque, se

debe cumplir la siguiente condición:ωi = Constante para todo i=1, 2, 3...

Este es el caso que se indica
en la Figura.

IV.6. Constantes de
Movimiento y la In-
tegrabilidad del Hamil-
toniano

En esta sección podremos
apreciar un aspecto de la fuerza
y profundidad del ḿetodo varia-
cional cuando es usado en
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mećanica. Las mateḿaticas asociadas a los resultados que queremos mostrar (no
demostrar) son ḿas amplias y ḿas sofisticadas, pero nuestroénfasis estará centra-
do en ilustrar los resultados matemáticos con ejemplos fı́sicos que nos permitan
verificar los teoremas y que concreten la idea.

Nos interesan los sistemas dinámicos que, al menos formalmente, sean inte-
grables. También exigiremos que la trayectoria del sistema en el espacio de fase
sea acotada, que ocupe un volumen finito. Ya hemos visto que esta situación
aparece en un conjunto reducido pero muy importante de problemas.

Comencemos por la definición de un sistema dinámico integrable1 [7] . Este es
un sistema que tiene 2N grados de libertad y N cantidades conservadas, indepen-
dientes, analı́ticas y cuyas integrales sean monovaluadas. Funciones del tipo:

Fm(~q, ~p) 1 ≤ m ≤ N,

constantes a lo largo de la trayectoria del sistema.

Si designamos el valor de la constante comofm,

Fm(~q, ~p) = fm, 1 ≤ m ≤ N.

IV.6.1. Variables de Accíon

La raźon para generar estas nuevas coordenadas, las denominadas variables de
accíon, es que el espacio de fase en estas nuevas variables sea el de un toro. Para
lograrlo necesitamos que existan N cantidades conservadas,Fm, con0 < m <
(N + 1). Buscamos una transformación cańonica de coordenadas que nos a un
momentum que sean una combinación de las cantidades conservadasFm. Por es-
ta raźon, los nuevos momentos son constantes de movimiento y los nuevosQ
no aparecen en el nuevo Hamiltoniano, puesto que los nuevos momentos P son
constantes de movimiento.

En el ejemplo del oscilador arḿonico de la sección anterior se hizo precisa-
mente este cambio de variables para dejar el nuevo Hamiltoniano (que representa
la conservacíon de la enerǵıa) como una función de P que es una constante. Esta es
la estrategia que se puede generalizar a todos los sistemas integrables que ocupan
un volumen finito en el espacio de fase.

1Esta seccíon est́a basada en los apuntes de M. Berry, referidos al final del capı́tulo
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Estas nuevas coordenadas, que usualmente se denominanvariables de accíon.
Asociada a esta variable, existe otra denominadavariable angulary que se iden-
tifica comoθm. Las ecuaciones de Hamilton en estas nuevas coordenadas son:

˙Jm =
∂H(J, θ)

∂θm

,

(IV.18)

˙θm =
∂H(J, θ)

∂θm

,

Como mencionamos anteriormente, la estrategia es que las nuevas coordenadas
de accíonJm sean precisamente combinaciones de las constantes de movimiento
Fm(q, p) = fm, del sistema. De esta formȧJm = 0, de manera que la derivada
parcial en la segunda ecuación es nula y en consecuencia el Hamiltoniano no
depende de la variable angularθm.

Integrando la otra familia de ecuaciones, encontramos que:

θm =

[
∂H(J)

∂Jm

]
t+ θm(0).

La variableθm depende linealmente en el tiempo y el factor∂H(J)
∂Jm

es constante,
ya que est́a formado por las constantes de movimiento de este sistema.

Esta variable se comporta como unángulo, de alĺı su denominación. En conse-
cuencia, el t́ermino ∂H(J)

∂Jm
, se denominaωm = ωm(J).

En este punto conviene destacar que el hecho que existan N cantidades conser-
vadas es el que le otorga el nombre de integrable a estos sistemas, independiente
si somos capaces de encontrar la transformación cańonica de coordenadas que
permite describir el sistema de esta forma tan favorable.

IV.6.2. La existencia de toroides asociados a los sistema inte-
grables

A continuacíon pretendemos hacer plausible la idea que la evolución de un
sistema integrable no cubre la totalidad del espacio de fase (de 2N dimensiones)
sino un subespacio déeste y adeḿas que la topoloǵıa de este subespacio es la de
un toroide.
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Recordemos que el espacio de fase asociado a los sistemas que nos interesan es
compacto (ocupa un volumen finito), conectado (siempre podemos volver al punto
de partida) y adeḿas existen N funcionesFm(q, p) definidas en esta espacio que
representan las N cantidades conservadas. Estas cantidades conservadas deben
estar en involucíon, es decir su paréntesis de Poisson debe anularse:

[Fk, Fl] = 0.

Geoḿetricamente esto significa que al desplazarme a lo largo de una de ellas,
digamosFk = fk = constante y después desplazarme sobreFl = fl constante,
llego al mismo punto que si hago el recorrido intercambiando el orden, es decir
viajando porFl = constante, primero yFk despúes.

Por otra parte el sistema (o la partı́cula) en su evolución recorre este espacio de
N dimensiones. La evolución ocurre mediante el Hamiltoniano que lo designamos,
por conveniencia,H ≡ F1(q, p) = f1. Las ecuaciones de Hamilton determinan la
evolucíon del sistema:

q̇k = [H, qk], ṗk = [H, pk],

pero adeḿas, por la condicíon impuesta anteriormente, ocurre que[H,Fk] =
[F1, Fk] = 0, de modo que láorbita del sistema se mantiene en el subespacio
generado por las N cantidades conservadasFk. Como este es un sistema Hamil-
toniano, salvo un conjunto de medida cero, todas lasórbitas evolucionan en for-
ma suave sin presentar singularidades, para cualquiera de sus valores iniciales.
Aqúıdebemos recurrir a un teorema topológico que establece que un espacio com-
pacto, conectado, paralelizable con N campos vectoriales linealmente independi-
entes, es un N-toroide. Los N vectores corresponden a las tangentes a cada una de
las curvas generadas por las respectivas funcionesFk.

Nos corresponde esclarecer el significado de los nuevos momentosIk men-
cionados en la sección anterior. En el siguiente párrafo nos referiremos a cómo
obtener las nuevas coordenadas que describen en forma natural el toroide men-
cionado.

Supongamos que utilizando las constantes de movimiento

Fm(~q, ~p) = fm = Constantes, conm = 1, 2, · · ·N,

puedo definir un nuevo momentoPσ tal que sea igual a una combinación lineal de
las cantidades conservadasFσ(qσ, pσ). En las ecuaciones que escribimos a contin-
uacíon suponemos que es igual a cada una de las constantes. Esto es, sin embargo,
un caso particular.
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Fı́sica Moderna 41

Figura IV.8: Las superficies NO pueden tener la topologı́a de una esfera porque en
ellas no es posiblepeinarlassin crear un remolino (o topológicamente hablando,
una singularidad de coordenadas) en un punto. La situación es diferente si la
trayectoria se desliza sobre un toroide como se visualiza en la figura vecina.

Q̇σ = ∂H
∂Pσ

= Constante

Ṗσ = − ∂H
∂Qσ

= 0


Esto es aśı porque losPσ son constantes de movimiento y de este modo las vari-
able conjugadasQσ no pueden aparecer en el nuevo Hamiltoniano. De la mis-
ma forma como el hamiltoniano depende sólo de losPσ que son constantes de
movimiento, se pueden integrar:

Q̇ = constantet+Qo

Ṗ = Cte


Hemos supuesto que las nuevas variables satisfacen las ecuaciones de Hamilton.

Esto supone que los cambios de coordenadas son trasformaciones canónicas. A
continuacíon indicamos(no es una justificación mateḿatica) la receta para hacer
estas transformaciones de coordenadas y lograr esta descripción tan favorable del
sistema.
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IV.7. La acción como funcíon de las coordenadas y
el tiempo

Antes de indicar la forma canónica de obtener las variables angulares y de ac-
ción en un problema especı́fico, debemos revisar algunas propiedades de la acción
S y su dependencia en las coordenadas cuando en su variación permitimos que la
coordenada en el punto final pueda ser variada y no permanezca fija como hemos
supuesto anteriormente.

Hemos definido
la accíon como:

S =

∫ t2

t1

Ldt,

una pequẽna variacíon
de la accíon est́a da-
da por:

δS = δqσ
∂L

∂q̇σ

∣∣t2
t1 +

∫ t2

t1

[
d

dt
(
∂L

∂q̇σ
)− ∂L

∂qσ

]
dt

A lo largo de unáorbita (es decir una trayectoria a lo largo de la cual se cumplen
las ecuaciones de Euler-Lagrange), el segundo término es nulo, de modo que la
variacíon se reduce a:δS = q̇σ pσ

∣∣t2
t1

La accíon depende de la coordenada en el extremo si permitimos queéste no
quede fijo. Esto quiere decir:δ q 6= 0 ent = t2. El tiempo finalt2 lo mantenemos
constante, de modo que:

∂S

∂qτ
= pτ ,

dS

dt
= L.

Por otra parte, la acción depende de las constantes de movimiento y de la
variacíon de las coordenadas
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dS

dt
=

∂S

∂qσ
q̇σ +

∂S

∂t

reemplazando la expresión para
dS

dt
obtenemos:

∂S

∂t
= L− pσ q̇σ = −H

dS

dt
= pσ q̇σ −H

S =

∫
pσdqσ −

∫
Hdt

Recordemos que la repetición deı́ndices indica una sumatoria.

Ejemplo

Se demostŕo que la accíonS es una funcíon de las coordenadas y del tiempo.

S =

∫
p d q − E t =

∫
Ldt

de manera que

∂S

∂q
= p,

∂S

∂t
= −E.

A continuacíon se proponeverificar esta expresión para el caso de una partı́cula
en un campo gravitacional constante (caı́da libre en una dimensión).

Suponga que las coordenadas del punto inicial sont = 0, y = h, y las corre-
spondientes al punto de llegadat = T ey = 0.

Las variaciones permitidas de las trayectorias se reducen a cambiar la velocidad
inicial, y de esta forma obtenerδy(T ) 6= 0.

[a)] En el caso mencionado, evalúe la integral:

∫ T

0

py dy.
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Exprese el resultado en función dem, g y T . La velocidad inicial es nula.

[b)] Calcule S =
∫
Ldt directa-

mente. Exprese su resultado de forma
tal que, haciendo las identificaciones
pertinentes, adquiera la forma:

S = −E T +

∫
p dy

[c)] Si se introduce una veloci-
dad inicial vo en el punto de parti-
da, calcule la expresión para la ac-
ción S ′ en este caso. Compare con el
anterior (parte b) y verifique que se
cumple:

δ S = S ′ − S = δE T − p(T ) δy(T ),

haciendo las identificaciones corre-
spondientes. Recuerde que el interva-
lo T, no se altera.

Las fórmulas necesarias:

v2 = v2
o − 2 g h, v(t) = vo − g t y(t) = h+ vo t−

g t2

2

[a)]

∫
p dy =

∫
m ẏ(dy) = −

∫ o

h

√
2g(h− y) dy

= +
√

2g

∫ h

o

√
u du = +

√
2g

2

3
u3/2

∣∣h
o

↑
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Fı́sica Moderna 45

u = h− y∫
p dy =

2

3

√
2g h3/2 =

2

3

√
2gh h

pero h = 1
2
g T 2

2

3

√
2 gh · h =

2

3

√
2g

1

2
g T 2

1

2
g T 2

=
1

3
g2 T 3

[b)]

El Lagrangiano es

L =
1

2
m ẏ2 −mg y, de modo que

S =

∫ T

0

(
1

2
m ẏ2 −mg y

)
dt.

Como las trayectorias permitidas, obedecen las ecuaciones de movimiento, se
cumple que

y = h− 1

2
g t2, ẏ2 = 2g(h− y).

Reemplazando estas ecuaciones enS e integrando en el tiempo, obtenemos:

S =

∫ T

o

1

2
m [2g(h− y)]−mg y]dt

=

∫ T

o

mg hdt− 2

∫ T

o

mg y dt

S = mg hT − 2mg

∫ T

o

y dt

S = mg hT − 2mg

∫ T

o

(h− 1

2
gt2)dt

= mg hT − 2mg hT +mg2 T
3

3
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S = −mg hT +mg2 T
3

3
, Eo = mg h

De este modo se identifican cada uno de los términos.

[c)]

Como en este caso la velocidad inicial no es nula, las fórmulas de cineḿatica
necesarias son:

v2 = v2
o + 2g(h− y)

y = h+ vot−
1

2
g t2

ẏ ≡ v = +vo − g t

El nuevo valor de la acción debido a la presencia de la velocidad inicialvo, (con
vo > 0, para ser ḿas concreto) y manteniendo el intervaloT

S ′ =
m

2

∫ T

o

[ẏ2 − 2g y]dt

=
m

2

∫ T

o

[v2
o − 2gy − 2g vot+ g2t2]dt

2

m
S ′ =

∫ T

o

[v2
o − 2g(h+ vot−

1

2
gt2)− 2g vot+ g2t2]dt

= v2
oT − 2g h T − 2g voT

2 +
2

3
g2T 3

S ′ =
mv2

o

2
T −mg hT −mg voT

2 +
mg2T 3

3

usando g T = −v(T ) + vo obtenemos

S ′ =
mv2

o

2
T −mg hT −mvo(vo − v)T +

mg2T 3

3
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= −[
1

2
mv2

o +mg h]T +mvovT +
mg2T 3

3

y(T ) = h+ vo T −
1

2
g T 2 = voT

S ′ = −E ′T +mv y(T ) +
mg2 T 3

3
tomando la diferencia entre ambas acciones, tenemos

S ′ − S = δS = −T δE + p(T ) δy(T )

Este resultado parece indicar que:

δ S = −T δE + p(T ) δy(T ) y no δ S = p(T ) δy(T )

como era de esperar. La razón es simple, si consideramos pequeñas variaciones
de las trayectorias, entonces debemos poner el cambio de velocidad inicial como
vo → ε vo, conε << 1. Con este antecedente, tenemos que la energı́a que aparece
en el primer t́ermino de la variación de la accíon es cuadŕatica enε y debe ser
desechada puesto que los resultados son válidos a primer orden. Una vez usada
esta informacíon vemos que la fórmula obtenida al comienzo se cumple.

Si consideramos sólo el primer t́ermino de esta expresión de la accíon:

So =

∫
pσdqσ, (IV.19)

Esta expresión paraSo se de-
nomina la funcíon generadora
de transformaciones canónicas
y corresponde a la función que
necesitamos en este caso como
se describe a continuación.

Aceptando el resultado acer-
ca de la topoloǵıa toroidal aso-
ciada a este tipo de proble-
mas, podemos imaginar que in-
tegramos la expresión So a lo largo de una de las secciones transversales del
toroideγi, de este modo

∆Si
o =

∮
γi

pσdqσ
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Definimos el nuevo momentoPi ≡ Ii como

2πIi ≡ ∆Si
o =

∮
γi

pσdqσ

La letraIi en lugar dePi indica que es un
invariante asociado a la curvaγi. La funcíon
generadoraSi

o no es una función univalua-
da, al dar una vuelta alrededor de la curva
γi cambia su valor en∆Si

o.

Podemos ver que esta expresiónSo es una
función de las cantidades conservadas del
problema, a partir de la ecuación IV.19:

So =

∫
pσ(fm, q) dqσ

donde losfm representan las constantes de movimiento de esta trayectoria, y lo
que se ha hecho es despejar lospσ en funcíon de de las coordenadasqσ y lasfm.

Una vez conocidos losIi, tenemos el problema resuelto.

Ejemplo

Por ejemplo el oscilador arḿonico en 2-dimensiones, tiene dos cantidades con-
servadas, las energı́as de cada uno de los osciladores. ComoN = 2, el sistema
resulta totalmente integrable.

H =
p2

1

2
+
p2

2

2
+
ω2

1q
2
1

2
+
ω2

2q
2
2

2

F1 ≡ p2
1

2
+
ω2

1q
2
1

2

F2 ≡ p2
2

2
+ ω2

2q
2
2

Sabemos queF1 y F2 son cantidades conservadas e independientes porque
hemos resuelto el oscilador armónico con anterioridad.
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Usemos este formalismo para obtener las nuevas variablesI1 e I2. De acuerdo
a la definicíon:

I1 =
1

2π

∮
p d q

=
1

2π

∮ √
2(F1 − ω2

1q
2
1) dq1

Esta cantidad representa el
área de la elipse de la Figura

=
1

2

√
2F

√
2F

ω2
1

=
F1

ω1

Análogamente se puede obten-
erI2. Escribiendo el Hamiltoni-
ano en funcíon de estos nuevos
números, tenemos:

H = F1 + F2 = I1ω1 + I2ω2

Ejemplo

Estudiemos el caso de una
part́ıcula movíendose dentro de
una caja y rebotando elástica-
mente en sus paredes.

Este es un problema que
cumple las condiciones de moverse en un volumen acotado del espacio de fase y
tener dos cantidades conservadas. Es un sistema integrable. Las nuevas variables
de accíon y angulares están dadas por:
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Figura IV.9:

I1 = 1
2π

∮
px dx

= 1
2π
m|vx| · 2a

I2 = 1
2π
m|vy| · 2b

H = m
2

[|vx|2 + |vy|2]

= π2

2m

(
I2
1

a2 +
I2
2

b2

)
ω1 = ∂H

∂I1
= π2

ma2 I1

ω2 = π2

mb2
I2
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Figura IV.10: La coordenada inicialx(t) (o y(t)) puede ser expresada a través
de una serie de Fourier correspondiente a un diente de sierra. Análogamente, el
momento en función del tiempo es una serie de Fourier de una función escaĺon.

La expresíon para las
series de Fourier no es un accidente de este problema. Es una regla general, las
frecuencias asociadas a la variable angular constituyen la frecuencia fundamental
encontrada en la variable angular y las coordenadas iniciales son descritas como
una superposición de frecuencias ḿultiplos de la fundamental.

xk(t) =
∑

Am e
i m ωk t+φm

con k=1,2. Lo mismo se repite para los momentos.

IV.8. Ejercicios

1.– El Lagrangiano asociado a una partı́cula de masam que se ha lanzado ver-
ticalmente hacia arriba, lejos de la superficie de la Tierra, es:

L =
1

2
mż2 +

GM m

(R + z)
,

dondeG ≡ es la constante de gravitación,M y R, representan la masa y el
radio de la Tierra yz altura de la partı́cula sobre la superficie de la Tierra.

Encuentre el Hamiltoniano asociado y dibuje, en forma cualitativa, las trayec-
torias en el diagrama de fase, indicando en qué regíon el movimiento está con-
finado a una región finita y qúe trayectorias pueden escapar hasta infinito.
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2.– Encontrar el Hamiltoniano asociado a una partı́cula que oscila bajo el efecto
de la gravedad hallándose unida por medio de una cuerda de largo variable
`(t). Suponga que el movimiento se encuentra confinado a un plano vertical
y que ˙̀ = Constante.

3.– Una part́ıcula est́a restringida a deslizarse siguiendo la trayectoria de un
anillo de radioR que rota con velocidad angular constanteω. Si todo el
sistema se encuentra en un medio con gravedad constanteg muestre que el
Hamiltoniano es

H =
p2

2mR2
−m(

1

2
R2ω2 sen2 ψ + gRcosψ)

dondeψ es el desplazamiento angular de la partı́cula con respecto al eje de
la rotacíon. Determine también los puntos fijos del sistema.

4.– Un ṕendulo de masam2 y largoL se puede mover en un plano.
El punto de soporte está unido a una masam1 la cual puede moverse en
una ĺınea horizontal en el mismo plano. Encuentre el Hamiltoniano del sis-
tema en funcíon de las coordenadas de la figura. Obtenga las ecuaciones de
movimiento.

5.– Se construye un péndulo atando una masam al extremo de una cuerda inex-
tensible de largò. El otro extremo de la cuerda está fijo al punto ḿas alto
de un cilindro horizontal de radioR conR < 2`/π, como se muestra en
la Figura. Asumiendo que el movimiento está confinado a un plano vertical
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que pasa porA y es perpendicular al eje del cilindro y que la cuerda forma
un ánguloφ con la vertical, muestre que el Hamiltoniano del sistema es:

H(φ, p) =
p2

2m(Rφ− 1)
−mg[R(1− cosφ) + (`−Rφ) senφ]

dondeφ+ψ =
1

2
π y p = mφ̇(Rφ−`). Demuestre que la frecuencia angular

para pequẽnas oscilaciones en torno al punto de equilibrio es:

ω = [g/(`− 1

2
Rπ)]1/2.

6.– La figura IV.11 muestra un marco con momento de inerciaIz = I dentro de
este marco hay un péndulo que śolo puede oscilar en el plano del marco. El
marco puede girar libremente en torno al ejeẑ. El péndulo tiene largò y
una masam. Encontrar:

i) El Hamiltoniano del sistema.

ii) Las ecuaciones de Hamilton de movimiento.

iii) Encontrar los puntos fijos del sistema.

Indicacíon: la enerǵıa cińetica de un śolido rotando alrededor de un eje fijo
con velocidad angularω es:

T =
1

2
Iω2
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Figura IV.11: Problema 6

7.– El Lagrangiano de una partı́cula en un campo electromagnético est́a dado
por:

L =
m

2
[ẋ2 + ẏ2 + z2] +

e

c
[Axẋ+ Ayẏ + Az ż]− eΦ

donde~A y Φ dependen śolo de las coordenadasx, y, z.

El campo magńetico ~H y el campo eĺectrico ~E est́an dados por:

~E = −~∇Φ, ~H = ∇× ~A

Escriba expĺıcitamente el momentum de este sistema. Encontrar el Hamil-
toniano de esta partı́cula.

8.– El Hamiltoniano de un sistema de una dimensión es:H = p2/2− 1/(2 q2).
Demuestre queD = p q/2−H t es una constante de movimiento.

9.– El Hamiltoniano de un sistema tiene la forma:

H =
1

2

[
1

q2
+ p2 q4

]
.
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a) Encuentre la ecuación de movimiento para q.

b) Encuentre una transformación cańonica que reduceH a la forma de aso-
ciada a un oscilador arḿonico. Muestre que la transformación de variables
satisface la ecuación de movimiento encontrada en a) para la variable q.

10.– Dibuje cualitativamente la evolución en el tiempo del sistema de partı́culas
que se indica en la figura IV.12. Las partı́culasno interact́uan entre ellas
–pasan una sobre la otra sin afectarse– y se mueven en una dimensión es-
pacial. Suponga que las partı́culas rebotan con una velocidade |vo|, con
0 < e < 1, si inciden con una velocidad|vo| sobre la pared.

Figura IV.12: Problemas 10 y 11

11.– Utilizando el formalismo de las variables angulares y de acción, encuentre el
hamiltonianoH = H(I1, I2) asociado al movimiento de un cuerpo puntual
bajo el efecto de una fuerza central descrita por el potencialV (r) = −k/r.
El movimiento ocurre en un plano.

Problema Adicional Resuelto

Para el ṕendulo de la figura, compuesto por un resorte de constantek, largo
natural̀ o y una esf́era de masam, se pide encontrar las ecuaciones de movimiento
en una vecindad a las posiciones de equilibrio y dibujar el diagrama de fase.

Nota:

- Considerar la aceleración de gravedadg.
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- El movimiento est́a contenido en
el plano vertical.Solución:

Las coordenadas generalizadas son
q1 = θ, q2 = r.

T =
1

2
mv2 =

1

2
m(ẋ2+ẏ2), por lo tanto:

T =
1

2
m(ṙ2+r2θ̇2), U =

1

2
k(r−`o)2−mg r cos θ

donde

x = r sen θ
y = −r cos θ

⇒ ẋ = ṙ sen θ + rθ̇ cos θ

ẏ = −ṙ cos θ + rθ̇ sen θ

luego ẋ2 + ẏ2 = ṙ2 + (rθ̇)2

Lagrangiano ≡ L = T − V =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− 1

2
k(r − `o)

2 +mgrcosθ

Hamiltoniano ≡ H = T + V

Si deseamos resolver este problema usando el formalismo hamiltoniano, debemos
definir las cantidades de momento generalizados tanto paraθ como parar:

Pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ

Pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2 θ̇

 H =
1

2

P 2
r

m
+

1

2

P 2
θ

mr2
+

1

2
k(r − `o)

2 −mg r cos θ
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luego:

θ̇ =
∂H

∂pθ

=
Pθ

mr2
(1)

ṙ =
∂H

∂pr

=
Pr

m
(2)

Ṗθ = −∂H
∂θ

= −mgr sen θ (3)

Ṗr = −∂H
∂r

=
1

r3

P 2
θ

m
+ k(`o − r) + mg cos θ (4)

Utilizando (1) y (3)

⇒ Ṗθ = mgr sen θ =
d

dt
(mr2θ̇) = mr[ 2 rθ + rθ̈]

rθ̈ + 2ṙθ̇ + g sen θ = 0 Ecuacíon de movimiento paraθ(t)

(1), (2) y (4) ⇒ Ṗr =
(mr2θ̇)2

mr3
− k(r − `o) +mg cos θ = mr̈

Ecuacíon de movimiento parar(t) m(rθ̇2 − r̈)− k(r − `o) +mg cos θ = 0
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