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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

\ 1.1 Introduccion

El fenémeno electromagnético rige un campo vastisimo de nuestra realidad, para
dimensionar su alcance consideremos algunos ejemplos:
e Parte de la actividad del sistema nervioso, la interaccion neuronal y el mismo ojo
con que se leen estas lineas es gobernado por leyes del electromagnetismo.
e Fendmenos climaticos como la aurora boreal, el rayo y el relampago se explican en
base a esta teoria,
e Laluz se entiende como ondas electromagnéticas.
e Las aplicaciones practicas son muy variadas en el mundo moderno:
0 Toda la tecnologia electronica ( TV, PC, celulares, video juegos, etc.) esta
basada fuertemente en estos principios,
0 Aplicaciones médicas: Rayos X, electrocardiogramas, electroencefalograma,
resonancia magnética, etc.
0 Tarjetas de crédito, cddigos de barra de supermercados, sistemas de
posicionamiento geografico, etc.
La comprension acabada de estos temas requiere del estudio de las especialidades de
ingenieria, sin embargo, en este curso aprenderemos los fundamentos que nos permitiran
tener un entendimiento basico de los principios en que se basan las aplicaciones
tecnologicas listadas anteriormente.

Desde el punto de vista de la descripcion del fendémeno partiremos adoptando las siguientes
propiedades basicas de la carga eléctrica:
e La carga eléctrica es una propiedad fundamental de la materia, como la masa o la
capacidad calorica.
e En la naturaleza la carga eléctrica se da en dos formas:
0 Electron (e) con una masa de 9.1066E-31[kg], la cual se define como carga
negativa.
0 Proton (p) con una masa de 1.67248E-27[kg], la cual se define como carga
positiva.
e Ambeas particulas poseen carga de igual magnitud pero de signo opuesto.

Para entender mejor la interaccion de las cargas conviene dividir el estudio en dos partes.
La primera parte considera que no hay movimiento de cargas, es decir, las particulas se
encuentran en estado de reposo, mientras que en la segunda se considera la interaccion de
cargas en movimiento. De esta froma, primero abordaremos situaciones estacionarias
(electrostatica y magnetostatica) y luego incorporaremos las variaciones temporales
(corrientes y campos variables en el tiempo).

La teoria que describe matemdaticamente estos fendmenos fue formulada alrededor de 1865.
Mediante el uso de campos escalares y vectoriales se puede resumir toda la teoria en cuatro
ecuaciones, llamadas ecuaciones de Maxwell. Desde aquella fecha hasta nuestros dias se ha



producido un enorme desarrollo de aplicaciones tecnoldgicas en practicamente todos los
campos del quehacer humano, pero la teoria basica no ha experimentado mayores cambios.

En esta primera parte revisaremos los principios que rigen a la carga eléctrica en estado de
reposo, mas conocida como Electrostatica.



1.2 Ley de Coulomb

1.2.1 Descripcion

Es una ley experimental, que fue descubierta en 1785 por el coronel francés Charles
Augustin de Coulomb. El coronel encontrd que la magnitud de la fuerza experimentada por
una particula con carga q; en presencia de otra particula con carga q, tiene la forma:

ka,q

— 1112 —

‘Fql/qz‘_ 2 [N]_‘FqZ/ql‘
R (1.1)

Recordemos que IN=1 Kg-m/seg”.

f

@ L J
q R 9

Figura 1. Fuerza de Coulomb

O sea:
1) Es directamente proporcional al producto q;qp,
i) La fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia R

Adicionalmente, se encontr6 que:
1i1) La fuerza tiene la direccion de la linea que une q; y q2
v) Si q; y g2 son de igual signo se repelen, en caso contrario se atraen.

Asi, la ecuacion de fuerza queda

If :kqlqz I’-‘ [N]

ql/q2 RZ

(1.2)

1.2.2 Dimensiones

Dado que [k'q'q2]=[F'R*]=Kg'm3/seg” <> masa-distancia’/tiempo”

Existe libertad para escoger las unidades de la constante K o de la carga q (pero no ambas).
En el sistema MKS se define la unidad 1 Coulomb (C)' para las cargas y corresponde a la
carga de 6x10'® electrones. Asi, para un electron la carga es

[qe] =-1.6030x10"°[C]~ —-1.6x107"[C]

! Mas tarde veremos que esta unidad es util en el caso de las corrientes donde se cumple 1 Ampere = 1 C/seg.



Con esta definicion experimentalmente se encuentra que:

=9><109[Kgom3 /C* eseg’
4r g, (1.3)
seg’

k

y definiendo la unidad Farad [F]= la constante &,, llamada permitividad del espacio

libre, corresponde a

£ = 10’ =8.8541x1072[F /m]
" anc? .

donde c es la velocidad de la luz.

EJEMPLO 1.
Comparar la fuerza de repulsion eléctrica con la fuerza gravitacional entre 2 protones.
Solucion:
® ®
q+ D qt+
Figura 2. Médulo fuerza entre cargas.
Fuerza Gravitacional de atraccion: F, = % (1.4)

2
Fuerza eléctrica de repulsion: F, = kig (1.5)

D
Gm ? B
p
F, /DZ kq .
= - _ 1€ (16) G~10—10
F, kq ; Gm
D 2
Fo_9x10°L16x10™] _9x10°x107 _ 9x10°x10 _10* _
F, 10—10[1‘6“0—27 ]2 10719107 107"° 107"°

Asi, la fuerza eléctrica es 10°® veces mas intensa que la fuerza gravitacional, por lo que las

dos particulas debieran separarse. A partir de este simple ejercicio podemos extrapolar

algunas conclusiones:

e Lamayoria de los objetos en nuestra vida diaria no estan cargados (de otra forma se
veria nitidamente su efecto),

e A nivel molecular la gravedad es despreciable como fuerza.

e Entre planetas la fuerza eléctrica es despreciable frente a la gravitacional.

e Toda carga eléctrica es un multiplo entero de la carga de un proton (igual al electron
con signo opuesto).



1.3 Campo Eléctrico

Para expresar en forma mas rigurosa el concepto de fuerza eléctrica se usa el concepto de
campo eléctrico. Consideremos el arreglo de cargas de la Figura 3.

f r Fq2/ql
o o
q 9

Figura 3. Fuerza entre cargas

Llamemos E . a la fuerza que siente g, debido a q; y escribamosla de la siguiente forma

a2/q
= W (17
E. =q,- (1.7)
q2/ql q2 472'6‘0 | F |2
Como , T SE, g —2 | g7
i B CE Y L
A la expresion E = 4q+r se le denomina campo eléctrico producido por la carga q;. Con
7e,r

esto, la fuerza que siente la carga g en presencia de dicho campo es Fq, /g, =q,E. En

términos matematicos E corresponde a un campo vectorial, es decir, una funcion que
asocia un vector a cada punto del espacio. Fisicamente corresponde a una perturbacion
eléctrica en todo el espacio producida por la carga q;.

Generalicemos el resultado anterior al de una carga q ubicada en la posicion 1’
sistema de coordenadas de origen O como en la Figura 4.

€n un



Figura 4. Campo Eléctrico de carga puntual

La expresion del campo eléctrico en un punto ¥ de este sistema es
= r-r'
e-—300_ ey 7y
dre, || T -1
Las dimensiones son de fuerza sobre carga eléctrica’ | E no esta definido en el punto
F=r!

Notar que en este analisis q; y ¢, son cargas puntuales, es decir, no tienen dimensiones
espaciales. Un modelo mas preciso de las cargas requiere suponer que existen
distribuciones en volumen en donde se reparte la carga. Por ejemplo esferas de radioay b
respectivamente, segiin se muestra en la Figura 5.

a b

q; ”r_F” q
I |

| /1

Figura 5. Modelo de cargas puntuales

El modelo de cargas puntuales implica que se cumple a, b << ||r-1’||

Dado que numéricamente la carga de un electrén es muy pequena (1.6E-19[C]), es posible
definir matematicamente el campo eléctrico como:

_ F
E = lim —*

g—0 g
(1.8)

Estas dimensiones son equivalentes a volt dividido por metro [v/m] en sistema MKS como veremos mas adelante.



1.4 Principio de Superposicion

Consideremos n cargas qi, q2, q3,......, qn localizadas en posiciones T,,T,,...,T, segun se
muestra en la Figura 6.

q
° A o

Figura 6. Sistema de Cargas Puntuales

Luego la fuerza resultante que siente una carga q localizada en r es la suma de las fuerzas
que cada particula ejerce sobre ella, es decir,

quq-E1+q-E2+...+q-En=qZEk
k

donde g _ 9(F=h) (1.9
4rey |T =T I

Asi, la fuerza puede expresarse como

donde

Este campo E es el campo eléctrico resultante de la interaccion de todas las cargas en el
punto . Asi, el campo eléctrico de un conjunto de cargas puede obtenerse como la
superposicion de todos los campos individuales de cada una de las cargas. Este es el
llamado Principio de Superposicion.

Una manera alternativa de ver esto es considerar el campo eléctrico como una funcion

lineal de la carga. Por lo tanto, satisface las condiciones de linealidad de una funcién
cualquiera E(q1 +axq,) = E(q1)+ax E(%)' (1.12)

10



EJEMPLO 2.
Considere 2 cargas puntuales de 1 mC y —2 mC (m=mili=10") localizados en (3, 2, -1) y
(-1, -1, 4) respectivamente. Se pide calcular la fuerza sobre una carga de 10 nC (n = nano

=10") dispuesta en (0,3,1). Calcule la intensidad de campo eléctrico en la posicion de dicha
carga.

Solucidn:
A

—2><10_3[C1

V4

—3
2
____________ [ _o 10°[C]
1 I — >y
, \p 1 2 3 4
A /
3 I /
| S/
! | //
X Fomooomoooe- * 10°[C]

Figura 7. Fuerza entre tres cargas puntuales.

La expresion de la fuerza es
10°-107°(r=r) 107°-2-10°(r-n,) (1.13)

lf =
dre, | r—r |’ dre,||F -1, |
Donde

r=(0,3,D)
n=32-1)
L =(-1L-14)

LT
4rs,
(-0 =(12) =75 P=[r = 07+ 27| =] =i <1401
(r-r)= 4 3= 6= i@+ (3]
- [V26 ] = V26) = 2626

-1 9 -11 9

—FE= 107°-9-10°(=3,1,2) 107"-2-9-10°(1,4,-3)

=(-6.507,-3.817,7.506)mN

1414 26426

11



Luego el campo eléctrico es

E=—=(-6.507,-3.817,7.506)-

10°

1.18
0 (1.18)
E =(-650.7,-381.7,750.6)-10°[N/C] 6 [V/C]

o]

EJEMPLO 3

Dos cargas puntuales de masa m y carga q cada una estdn suspendidas desde un punto
comun mediante dos hilos de masa despreciable y longitud |. Muestre que en la situacion de
equilibrio el &ngulo o que forma cada hilo con respecto a la vertical satisface la expresion

q° =167 g,mgl’ sin’ atgar
si o es muy pequefio muestre que

2
az:; q—2
16 7 £,mgl

Solucién:

Figura 8. Equilibrio electroestatico

Por la situacion de equilibrio (estamos en electrostatica) se cumple:

Fe =Tsin N Fe _ sin (119)
mg =T cos & mg cos«a

2
Sabemos que F, __ 99 (120, luego d

————=mgtga (1.21
dre,(2lsina)’ drg, - Asina giga (1.21)

g’ =16zg,mgl’sin‘atga (1.22)

sig<<l=>sinag > a ,cosa—>1 = tga—>«a

reemplazando obtenemos q° = 167 ,mgl *a* - Sooa=3 I (1.23)
167&,mgl’

12



EJEMPLO 4

Se dispone de un material que cae por un tubo desde un proceso minero. Dicho material
esta compuesto de varias sustancias de donde interesa separar particulas de cuarzo cargadas
positivamente de particulas de fosfato de roca cargadas en forma negativa. Para ello se idea

el sistema de la Figura 9 en donde se aplica un campo eléctrico horizontal de
E=500.000[v/m].

Particulas

de fosfato Particulas de cuarzo

Figura 9. Movimiento de cargas

Suponiendo velocidad y desplazamiento inicial nulo (boca del tubo) y una relacion
carga/masa de ambas particulas igual a q/m = 9 [ C/Kg.] (1= micro = 10®). Se pide
determinar la separacion horizontal de las particulas luego de caer 80 cms.

Solucion:
Suposicion: A pesar de que las cargas se mueven, aqui s6lo usamos la fuerza electrostatica
y despreciamos la interaccion entre las cargas en movimiento.

E-m.a F=F%+Fy (124)
_ d?x 2
=q-E=m - (129 _mg=m3 y
dt
2
q-500000 = m 3% 4%y /_[
dt? g 2
dt
q _d’x d /I
ESOOOOO_F _gt_|_C3:dy
t
2 2
9.10°-5.10° = ?jtf /I y(t)=—%+c3t+c4

13



2
4_5:d_;(:>4,5t+c1 :% /I C.I. y(t=0)=0, y(t=0)=0
dt dt
2
X(t) = 4'§t +Ct+c, = yt) = —%tz
CL  x(t=0)=0

X(t=0)=0= x(t)=4jt2

Se pide la distancia entre las cargas luego de desplazarse 80 cm en el sentido del eje y, o

sea
9.8

=-0.8=——"—t
y 2
Resolviendo se encuentra que esa distancia se alcanza en un tiempo t* =0.1633.
Reemplazando este tiempo en la ecuacion para x(t) se tiene:

= X() = %0.1633

= x=0.3678m
.. distancia = 2x = 73.47[cm]

Propuesto

Resuelva el mismo problema suponiendo que ahora se tiene una estimacion de la velocidad
maxima de salida del material por el tubo vimax= 10m/s y se requiere calcular el campo
eléctrico de modo que se separen 1 m todas las particulas de cuarzo y fosfato antes de que
caigan 80 cm.

1.5 Campo Eléctrico de Distribuciones Continuas de Carga

Habiamos dicho que cuando se tiene un conjunto de cargas puntuales el campo tiene la
expresion:

.

E_s_ W%(r=f) (1.26)
4z e, | F =R |

a

Figura 10.Campo de sistema de cargas

14



Por extension, cuando se tiene una distribucion continua de carga tenemos Y—) y q—>dq
(dq ubicada en r'). Con ello la expresion para el campo queda

472'80r||l" r’ H

Examinaremos 3 casos: Distribucion de carga lineal, superficial y en volumen.

1.5.1 Distribucion Lineal

En este caso se tiene una densidad lineal A(T") [C/m] de modo que el elemento diferencial

de carga es dg=A( T")dI' seglin se muestra en la Figura 11.

=

dg = A(1")al’ .

Figura 11. Distribucion Lineal de Carga

Luego la expresion del campo es

- - A(Ddl (1.29)

E =
47, I|| r—r

EJEMPLO 5.

Considere una distribucion lineal de carga A que se extiende de A a B a lo largo del eje Z,
como se muestra en la Figura 12. Se pide calcular el campo en todo el espacio.

15



z-7’

dg = A(z')dz'

Figura 12.Campo de distribucion rectilinea

Solucién:

Consideracion fisica inicial: El campo tiene simetria azimutal, es decir, la magnitud no

depende de ¢.

F=(XY,2)=xX +Vyj+zk
r'=(0,0,2')=z'k
Ir-rp=fx Ty s @-2)]
dl =dz'

A(l)=A, constante

}(r—r’) =(X,Y,2—-2")

1 % (xXi+yj+@z-2)k

E= -A-dz'
47[50 Z|'[X2 +y2 +(Z_Zv)2]3/2

E- ~ 1| & dz'+ | VJ O B LY
47 & z,'[x2 +y? +(z—z')2]3/2 z,'[x2 +y2+(z- z')z] zl'[x2 +y +(z-17'

)2]3/2 dz}

Necesitamos resolver 2 tipos de integrales, para lo cual usamos las siguientes propiedades

geométricas de la configuracion

16



z2—17'

sina = 1y -2 ]" (1.30)
[ 2 2
cosa = x*y (1.31)

[XZ + y2 + (Z —7 |)2]l/2

tgazm (132)

Resolvamos ahora el primer tipo de integral.

z ) ) ,
a) | xdz hagamos el cambio de variable z-z’=atge con a’=x*+y’

ZI.'[X2 +y +(z-7') ]3/2

= dz'=-a(l+tg’a)da

. Zf xdz' _® x[— a(l +tgza)]da
z.'[x2+y2+(z—z')2]3/2 a.[X2+y2+a2tgza]3/2
Xxa % da

xa. [1+tg2a]]/2

= 2
Sin“a 1
, l+tg’a=1+ —=—
ademas cos“a cos‘«a
entonces
7' a, X
I jcosada =—— smozl"z——2
[x + y +(z z) ]3 ) a’ a
Suponiendo que en el punto A z'=z'; y en B z'=7'; se tiene
sin 2=
G =15 /2]
X" +y +(z-2") J
. z-1,
sing, =—— 37
1
X" +y +(z-12,") ]]

Luego las dos primeras integrales corresponden a lo siguiente:

L
. xdz' X z2-17,'

[sing, —sina, |

-7,

zy[x2 +y? +(z—z')2]3/2 ) (x? erz)_[x2 +y? +(Z—Zl')2]]/2 [x2 +y? +(z—22')2]”2_

22 ydz' y -1,

7-12,'

zl‘[Xz +y? +(z—z')2]3/2 ) (x’ erz)_[x2 +y? +(z—zl')2]”2 [x2 +y? +(z—zz')2]”2_

17



Resolvamos ahora la tercera integral.

b) I (z-2dz usamos el mismo cambio de variable
[X +y +(z-1") ]3 =dz'=-a(l+tg’a)da

_’].zatga [—a(l+tgza)]da

I [a®+ aztgzoeT/2

___Zaz tga da
I [1 tg’a

J‘ COSO! sina

:—lTsinada

1

cosx

:lcosa |Z :l(cosaz—cosal)
a toa
1 1
[x +y* +(z-z, J [X +y +(z-7 ')]

Asi, tenemos finalmente:

E=a e O ]
dweo ([0 vyt 422 P]" ey e@ony]" ] YY)

[ ! S ]k“
[x2 +y?+(z- zz’)z]”2 [x2 +y2+(z- zl')z]”2

Casos particulares:
a) 2,'=0,2,'= o, distribucion lineal semi-infinita

-2 z Xl +Yj k
=E= 2 21/2"’1 2 2 T2 .2 22
dze, || (¢ +y? +2) X +y [y 2]

b) z,'> —,z,'=c0 distribucion lineal infinita

E- A {1+1} X2|+)/J2 luego, E = A le + yJ2
4re, X" +y 2we o | X+ Y

y en coordenadas cilindricas:

(z-z")=atga, a*=x>+y’
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Figura 13. Cambio de coordenadas

N XI OS¢~
iyl o p . :
. . cosdl +sing| =
xX*+y? pt p
CE= 5
2re, p

Notar que el campo no esta definido para p = 0.

1.5.2 Distribucidn superficial de carga

En este caso se tiene una densidad superficial () [C/m?] de modo que el elemento
diferencial de carga es dq=o(F')ds segiin se muestra en la Figura 14.

> ds: elemento diferencial de area
Figura 14. Distribucion Superficial de Carga

Aqui ds =ds(F") y la ecuacion del campo eléctrico queda entonces

E(r) = J-J-(r—r)a( ")ds (1.33)

4re, ||T —T ||
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EJEMPLO 6.

Considere un disco de radio R, el cual posee una distribucion de carga superficial o

constante. Se pide determinar el campo en el eje z, segun se muestra en la Figura 15.

=l

F—r'

o=cte [C/m?]
R

Figura 15. Disco uniformemente cargado

Solucién:

Los vectores de posicion son
r=(0,0,2)

rV: (X', yV,O)
Luego,
r—r'= (_X',_yva Z)

El campo eléctrico en el eje z es

E(M)=(0.0,2) =] (=xi —yj + Zk)o

]
5 ds
; 4%50[ '2+y'2+22]3

Usaremos coordenadas polares:

Xv2+yv2 :p|2

ds'= p'dgdp'
¢=27 p=R A >

= "p+1zk

E@)= [ [-—LL"op'dgdp’
4=0 p=0 4re, [p' +z ]

por simetria

E(z) = EK,
0 S€a
=R 12 A
- % =0 (probarlo)
p=0 [p.z+zz]
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o 7R zp'dp'k

250 =0 [p|2+22]3/2

_ oz _1/2 [p=R A
E(z :—[— 2472 ]2, k
(2) 22, (p ) -0

_ oz| 1 1 A
L E(2)=— -k
2¢, Lz\ (R2+22)”2]

= E(2) =

Caso particular:
R—, plano infinito =

A

Figura 16. Plano infinito uniformemente cargado.

Notar que el campo es constante y s6lo cambia de signo cuando el eje z pasa por cero. Mas
tarde veremos que este resultado es importante para el estudio de conductores.

1.5.3 Distribucién Volumétrica de Carga

Consideremos una distribucion de carga en volumen representada por el campo escalar
p(F") [C/m3 ] de modo que el elemento diferencial de carga es dq = p(r')dv’ segln se
muestra en la Figura 17.

E(F)

—

Carga
distribuida en
un volumen Q

0 dg=padv'

Figura 17. Distribucion volumétrica de carga
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La expresion para el campo eléctrico es:
_ 1 r-rMpdv' (1.34
E(r) = ”‘Jf( )P ( )
g™ |lr-rf
Donde la integral se calcula en todo el espacio Q2 donde hay carga.

EJEMPLO 7.
Se tiene una distribucion esférica de carga total Q y radio R. Se pide determinar la densidad
de carga p en toda la esfera suponiendo que ella se distribuye uniformemente.

Solucién:

~>

Carga total Q

-

Figura 18. Esfera cargada

La distribucién de carga p cumple con

M pav = Q

dv=rd@rsinddgdr
dv=r?sinddédgdr

donde el elemento de volumen dv es

Reemplazando,
R 27 «
[ ] [pr?sinodédgdr = Q
(r)(¢) ()
R2x
[ [ pri(—cos @) dgdr = Q
00 s e

1-(-1)=2
R
[pr?2-2zdr = Q
0
R? 30
S 4r=Q o p=-—3_
P73 Q P = 4R
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EJEMPLO 8.
Determine el campo eléctrico producido por la distribucion de carga del Ejemplo 7 para
r> R en todo el espacio.

Solucién:

R e L .

X, 1
Figura 19. Campo eléctrico esfera cargada.

La expresion para el campo eléctrico es
R 2z 7 _r
1 I J‘ J‘(r r'),Odv (1.35)

drey g o ol F=F']
(r)(9)

E(r) =

Usando coordenadas esféricas
r'=r'sin@'cos¢@'l +r'sin@'sing' | +r'cosd'k
F =rsin@cosdl + rsin@sing + r cosék

con ello la expresion para el campo queda

R27x H ' ! ne . . et y . N o S
P ((rsin@cos¢ —r'sin @' cos @)l + (rsin sin ¢ : r'sin@'sing’)J +(rcos@ —r'cos8")k) £2 sin 0'd" d g dr'
4720 0 00 Ir=r|

E(n)=
El problema ahora es resolver esta integral. jTarea ardua!
Por ello en general se recurre a simplificaciones para resolver este tipo de problemas.

Veremos aqui una variante. Dado que el problema presenta simetria esférica, basta con
calcular el campo en el eje z (ademas al integrar sobre ¢’ las otras integrales se anulan).
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>

R . —
Fl\F—T'
o
=" PNY AT
- ’ -~
/7 r : N 2
’ J
\\\ :
N

_I)

Figura 20. Coordenadas esféricas

Asi, calculamos la componente en z del campo, es decir,

_E(F) K = (r-r"
EZ_Eur-k_4mj”Hr o dv-k (1.36)

Desarrollando el producto punto
(F=1")-K =| F=7"|| -cosa
donde Zz—r'cosd’ z—r'cost’

cosa = =
r—r Nz2 +1% —22r' cosd’
ademas dv=r"sin@dd'dg'dr'
r=2zk
Reemplazando
dvcosa
* 4re, m|| r—r?

Rz cosar'” sin@'d@'dg'dr'
47ey 00 0 l22 + I"2—2r'Zcos9'J

p R (z-r'cos@)r”sin6'

E :2 2 12 ' WP/
5000[2 +r'"=2r 2cos¢9]

z

> da'dr

No depende de @'. Realicemos hora las integraciones en las otras variables.
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Rz _ '
” (z-r'cosd)r? s1n6?/2 d0'dr
0

£ 002> +r2-2r ZCose’]

3/2
[Z r'>—2r'zcos 6']

B

z Zyr?2r ZcosH']

p |Rz zr’2s1n0d9dr Rz cos@'sin@'do'dr'
il o
00 00

dr'

2 [22+r =2r' Zcosé”] 2V
2r'z

0

1R 1 . LR 1 1 .
= r'dr'= j = |rdr
20 27 +r 2rz 22 +1?2r'z (z+71")? (z—r')

R opde R Z+r'=x, =>dr'=dx,
[I(Hr) I } r'dr'=(x, —z)dx,

O

2 ' "
z X z X, r'dr'= _(Z - Xz)dxz

Z+Rdx R dx dx, _“ffdx
A TS el

A %ﬁﬁ (X, — zz)dx1 +ZJ-R (z—x,)dx, } Z-r'=x, = dr'=—dx,’

Se llega finalmente a

R'p (1.37)

2%,

como existe simetria radial, el campo en todo el espacio tiene la forma

E:

z

y si usamos el hecho de que Q- 47?23/3 , también podemos expresar el campo eléctrico
como:

E(r)= sz (1.39)

4r| ¥ &

Veamos un camino mas corto (pero también mas dificil de imaginar). Notemos que se

cumple

;[zz N P LA R p— (2~ 1'cosf)
z

3/2
[22 +r'?-2zr'cos 49']
Luego podemos escribir la integral como
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_pj-f (z—r'cos@)rsin ' 40'dr'
= 26,99 [22 + r'2—2r'2c056"]3/2
R27z
E, = —LJ. J.i[z2 +1'?-2r'z cos 6"]71/2 r'’ sin@de'dr'
28, ¢ 4 dz
Observemos ahora que

d 1/2 —1/2 .
@[Z2 +r'*=2zr'cos 0’] = [22 +r'*=2zr'cos 0’] zr'sin 6’

luego podemos escribir la integral como

R27 r

Z:———J‘J' [z +r?-2r'zcos 0] *derdr
2¢,dz¢ 9 z dO
E--F* % 22402 +22r) 2 — (2 +r'? = 2zr) 2 dr
T dzj e )2 —( )"
R
g --rd fﬂ
2, dz ¢
Si suponemos que =2r', luego
R v
__rd Dordr

b 2¢,dzy 2

3
E - P 4R
2¢, dz| 3z

3
E, __P R
3¢, | 2°

por la simetria radial, el campo tiene la forma

RPpt  (1.40)

E(F)=
I7 &

Al introducir la carga en funcidon de la densidad se obtiene el mismo campo calculado
anteriormente

Qf (141

E(r)= 3
4z | 7| &
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Dado que el célculo directo de los campos se dificulta con la evaluacion de integrales, es de
suma utilidad el uso de programas computacionales en aplicaciones practicas. Ademads, en
muchos casos facilita los célculos la Ley (o teorema) de Gauss que veremos a continuacion.

1.6 Ley de Gauss

1.6.1 Conceptos Matematicos Incluidos

Antes de ver la Ley de Gauss conviene repasar los siguientes conceptos de calculo

vectorial.

i) Concepto de Flujo. Consideremos un campo vectorial A definido en todo el espacio y
una superficie S cualquiera como se muestra en la Figura 21.

Superficie S
ds=ds-4a,
d, Vector unitario normal a S

Figura 21. Concepto de flujo

Se define el flujo y de A através de la superficie S como

Y = ” Aeds  (1.42) Integral de superficie del
s

producto de dos vectores

Notar que ¥ es un campo escalar que depende del sentido en que se escoja el vector
unitario 4, . Para superficies cerradas

‘P:ﬁ;AOd§
S

3 El simbolo ® se usara para designar el producto punto de dos vectores.
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Superficie
cerrada S

Figura 22. Flujo en esfera cerrada.

ii) Teorema de la divergencia

ﬁAo ds :IHVo Adv (1.43)

V(s)
donde V es el volumen contenido por la superficie cerrada y V es el operador

V= a—l + ﬂ + % en coordinas cartesianas.
ox oy oz

Si A = E campo eléctrico, entonces  representa el flujo de campo eléctrico. Interesa el
caso de superficies cerradas.

¥ ={[EedS (1.49)

1.6.2 Ley de Gauss

La ley de Gauss establece que el flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada
S es igual a la carga total encerrada por dicha superficie (Qr) dividida por la constante &.
Ast:

qlzﬁE.cg:% (1.45)
S 8()

Dado que Q, = ”j pdV para una distribucion volumétrica entonces:
\

HEeds=[][pdv (146

Abhora si aplicamos el teorema de la divergencia

28



ffEeds=[ffve ey :;_Ojvﬁpdv

entonces

V.E:

dado que esto es valido V volumen V,

£ (1.47)

&9

Esta ley provee un método muy facil para calcular el campo eléctrico.

Es usual definir el vector p = ; E como Vector Desplazamiento (ya veremos que en

medios materiales tiene un significado fisico importante), de modo que la ecuacion anterior

se escribe como

VeD=p (1.48) Estaecuacion esla 1* Ecuacion de Maxwell.

EJEMPLO 8.

Calcule el campo eléctrico en todo el espacio producido por una distribuciéon homogénea de

carga p dispuesta en una esfera de radio R.

~< -

/ Superficie S,

W esfera de radio r
A

Figura 23.Distribucion esférica homogénea de carga.

Solucioén:
Parar>R

s
ﬁEOdS— .

0

con Q; = %ﬂRz’p

| E(r) ||es constante para r fijo y por simetria E(r) apunta en la direccion  en

coordenadas esféricas, es decir, E(r) = E(r)f, luego
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dS =rd @ - rsin 8d¢f = r* sin 6d 8d ¢rf
2r
fPE o dS =

!

S =y

:szzE(r')r2 sin 6 :27zE(?)r2]rsin Ao
0 0

= E(N)27 r?[-cos O] =4x r’E(F)

Reemplazando = 4ar*E(F) = %ﬂR3p

R3
CED =z pf

Para r <R tenemos:
ffE e ds =4ar’E(r)

y la carga encerrada por S es

2

o= [T 099
00

S — )

Superficie S

Figura 24. Flujo superficie esférica.

r2zm
. :ijr sm6déd¢dr—p“r 27z sin dadr
000
. 3
= plri2x(- cos@)odr—47rpjr2dr—47[r P
0
luego:

E(F)f e r?”sin 6d6dadgr
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3
arrEny =2 By = pi
3¢, 3¢g,
Graficamente:
N
|E|
PR Lo ___
s |
3 i R3p
Py ! 3r?
3 !
[}
[}
l
[}
! ~
“ r
R

Figura 25. Campo de una esfera.

Asi, de acuerdo a la Figura 25 el campo es méaximo en la superficie de la esfera, desde
donde decae en ambos sentidos.

Este ejemplo sirve para comprender mejor el modelo de cargas puntuales. En efecto, si
deseamos calcular el campo en las cercanias de una carga puntual debe recurrirse a un
modelo parecido al desarrollado en este ejemplo, en donde se ve que el campo justo en el
centro de la particula es cero.

Conviene puntualizar algunos aspectos de la Ley de Gauss:
1) La ley de Gauss es util cuando hay simetria, o sea cuando se puede “sacar” la magnitud

del campo eléctrico E de la integral de superficie, es decir, cuando se puede efectuar la
manipulacién

= . ds s Q
E-dS=E{ds = E =~
g g & ffds
S

11) La ley de Gauss es valida para todo el espacio.
ti)Aplicarla requiere cierta destreza (la que se logra con practica). Por ejemplo
consideremos que tenemos una carga puntual en presencia de una distribucion en volumen

como la mostrada en la Figura 26. Se desea calcular el campo en todo el espacio. Una
solucion simple consiste en aplicar superposicion.
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G G

1
+

Figura 26. Superposicion aplicada.

En este ejemplo no es posible usar directamente la Ley de Gauss en la configuracion inicial
(lado izquierdo) y, por otro lado, la integracion directa resulta de gran complejidad. Sin
embargo, al aplicar la superposicion se resuelven separadamente los campos para la
situacion de una carga puntual sola, y luego la de la esfera. El campo total sera la suma
directa de ambos campos.

1.7 Potencial Eléctrico

Hemos visto que los campos eléctricos son originados por cargas eléctricas, ya sea
puntuales o distribuidas espacialmente. Introduciremos ahora el concepto de potencial
eléctrico el cual esta asociado al trabajo o la energia de un determinado campo eléctrico.
Adicionalmente, este concepto de potencial eléctrico entrega una manera alternativa, y en
general mas facil, para obtener el campo eléctrico.

1.7.1 Trabajo de un Campo Eléctrico

Supongamos que deseamos mover una carga puntual q desde un punto (A) a otro (B) en
presencia de un campo eléctrico E como se muestra en la Figura 25.

Figura 27. Trabajo de Campo Eléctrico.
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La fuerza que experimenta q debido al campo eléctrico es F = gE, de modo que el trabajo
que debe realizar un agente externo para mover dicha carga una distancia infinitesimal
dl es

dW =—F edl (1.50)

El signo negativo indica que el trabajo lo hace un agente externo (por ejemplo un dedo
empujando la carga). Si dW es positivo significa que el trabajo lo realiza el agente externo
(o0 sea el campo eléctrico se opone al desplazamiento de la carga en el sentido de dI ). Si
dW es negativo significa que el trabajo lo ha realizado el campo eléctrico (no ha sido
necesario empujar con el dedo).

Luego el trabajo (externo) realizado para llevar carga desde el punto A a B es:
B B _ R
W =[dw =—q[Eedl (1.51)
A A

Dividiendo W por q se obtiene el trabajo por unidad de carga o, equivalentemente, la
energia por unidad de carga. Esta cantidad, llamada Vae, se conoce como la diferencia de
potencial entre los puntos A y B. Asi:

B
VAB:W:—jE-dl‘ (1.52)
a =

Notar que:

1) A es el punto inicial y B el punto final del desplazamiento.

i1) Si Vap < 0 el campo eléctrico es quien hace el trabajo (hay una pérdida en la energia
potencial eléctrica al mover la carga desde A a B). En caso contrario es un agente externo
quien ha realizado el trabajo

111)Vap se mide en [J/C], lo cual se denomina Volt [V]. Por ello es comun expresar el
campo eléctrico en [V/m]

EJEMPLO 10.

Supongamos una carga Q fija en el origen y una segunda carga q ubicada a una distancia ra.
Se desea calcular el trabajo necesario para llevar esta segunda carga a una distancia rg
segun se muestra en la Figura 28. Calcule ademas Vas.

Figura 28.Trabajo carga puntual.
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Solucion:

Campo: E= Q i (1.53)
drg,r’
B —_
Trabajo: W = _qJ. E edl (1.54)
A

Qdr Pof=—q Q &dr

2

W =g

e

4re,r
17" 11
drey L T, dre, [Ty Ta

Notar que sir o <t g(como en la Figura 28) el valor de W resulta negativo si q y Q son del
mismo signo. Sabemos que para este caso las cargas se repelen, por lo tanto el campo de Q
es quien realiza el trabajo (y no un agente externo).

La expresion para la diferencia de potencial Vag es

v _W_Q [1 1} (1.55)
AT T | T T

q 4me,|rg I,
Esta expresion no depende de q sino que de la carga que produce el campo E , en este caso
Q. Este resultado permite definir de manera mas general el potencial eléctrico como
veremos a continuacion.

1.7.2 Definicion de Potencial Eléctrico

Para el ejemplo analizado anteriormente Vae representa el trabajo por unidad de carga que
es necesario realizar para llevar una carga entre los puntos A y B. Si dejamos variable el
punto B se genera la funcion

V.- Q {1_1} (1.56)

drey || F] A

esta funcion permite evaluar el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para
llevar una carga desde la posicion r, a cualquier lugar definido por el vector r .

Si ahora hacemos tender Ia — o, obtenemos

V() = Q 1_ Q@ (1.57)

4re, v dme, ||F||

Esta expresion representa el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para traer
desde el infinito una carga hasta la posicion I, cuando existe una carga Q en el origen (la
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carga que produce el campo eléctrico E). Esta expresion se define como la funcion
potencial eléctrico de la carga Q y corresponde a un campo escalar definido en todo el
espacio. Para generalizar este resultado consideremos la situacion de la Figura 27.

Figura 29. Potencial eléctrico carga puntual.

Asi, en un sistema de referencia cualquiera la expresion general para el potencial eléctrico
asociado a una carga q en la posicion T’ es
V() = q 1 v] 1.57)
dre, || T -1
Dado que V es una funcion lineal con la carga, también aqui se cumple la propiedad de
superposicion, 1.e., para n cargas q,,d,.,...,q, S¢ cumple:

V(F)= q‘_ —+ qi — ..+ qj —
dre, [T =T || 4ng, [T -1, || Are, || T =T, ||
_ a, (1.58)
vVirn=>» ————
= VO

Andlogamente al caso del campo eléctrico, para distribuciones continuas de carga se tiene

1 dg'
V(r) = o m‘ q (1.59)

o v IIT=r
y dependiendo de la distribucion de carga es
V()= [ 60) Para lineal
47[80 r || r _r'H

V(r)=— I o(r)5 " 61 Para superficial
e, || T —T"]|

V(r)=— mp(f)fj\'/ (1.62) En volumen
e, oy ||[T—1"]

Donde A, ¢ y p corresponden a las densidades de carga lineal, superficial y de volumen,
respectivamente (campos escalares en la variable F").

EJEMPLO 11.
Se tiene una linea de largo | con distribucion de carga A cte en el eje z.. Se pide demostrar
que el potencial producido por esta distribucion lineal de carga en el plano medianero
(x,y,0) puede escribirse como:

vt h{l”m“j (1.63) donde

4rs, l-sina

I
tfga=—
g 2p
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p es el radio desde el origen a un punto cualquiera del plano medianero. Exprese el
resultado en coordenadas cartesianas.

Solucion:
Consideremos la Figura 30.

Figura 30. Potencial linea cargada.

Los vectores son
rZ(X:Y)=)(ln‘f‘yj=/Ocos¢|n+psin¢j, F'=7'k
luego,

1 z'=l/2 dZ'ﬂ, y) 1/2 dZ'
=V(xy) = [ =

172
4re, z':—l/z(x2 +yi+ 2'2) 4re, —|/2(p2 + 2’2)

1/2

Haciendo el cambio de variable

Z'= ptgd
dz'= psec’ &d6
se tiene
o, 2 o,
V(X,y) = P se¢ 6d0/2 _ 4 [secadd
arey o pli+1g%0]” 47
V(X,Y)= 4 In(secé +tg9)§z
4re, ‘

tg 6, :—I—:ﬁl =-a
2p

tg 6, :L:>92 =a
2p

V(X y)= [ln(seca +tg a)— In(seca + tg(—a)]

7€,

V(x.y)= A ln( o, senaj_ln L, sen(—ar)
4rme, | \cosa cosa cos(—a) cos(—a)

Vixy) =2

4re,

[In(1 +sena)—In(1-sena)]

Vxy)=

1+sena}
In
4re, | 1-sena

De la geometria de la Figura 30 se cumple
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1/2

seng=——
[(|/2)2 +,02]1/2
luego
14 1/2
2 2 ' 2 2 1/2
V(X y)= * (('/2) +P) A (0> +1 /4)”2+|/2
472'80 1— |/2 472'80 (p2+|2/4) _|/2

172y +p2]”

V(Xy) = A (x> +y>+1774) % +1/2
U 4z, (x2+y2+lz/4)”2—l/2

1.7.3 Relaciones entre Potencial y Campo Eléctrico

A partir de las relaciones de trabajo desarrolladas para cargas puntuales habiamos visto que
la funcidn potencial entre dos puntos Ay B corresponde a

B
Vg =— _[ Eedl yhaciendoB=r y A—> o, obteniamos la funcion potencial como
A

V(F)=— j Eedl (1.64) donde V(r=00)=0

En el caso general el potencial puede no ser nulo para r— o (por ejemplo cuando hay
distribuciones de carga infinita). Recordemos que la definicion obtenida a partir del trabajo
nos conducia a la expresion

B
Vig =Va—Vg =—[Eedl
A

que representa el trabajo por unidad de carga para trasladar una carga desde el punto A al
B. Por lo tanto al dejar variable el punto A=r, la expresion del potencial queda

V(r):—jE-dHV(r = B)

El valor que adquiere V(r = B)es llamado referencia o potencial de referencia (o voltaje
de referencia V). Por ello, la expresion general del potencial eléctrico es

V(r) = —jE odl +V,, (1.65)

ref
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Notar que dado que es un valor constante, al calcular el trabajo entre dos puntos cualquiera
se cancela. Para simplificar la notacién es comun asignar un valor nulo a la referencia, es
decir, V,; =0.

Del desarrollo anterior se cumple la relacion

VeV (F)=—E(F) (1.66)
El campo eléctrico se obtiene a partir del gradiente de la funcidén potencial.
EJEMPLO 12

Considere una distribucion de carga lineal infinita segin se muestra en la Figura 31.
Calcule el potencial en todo el espacio.

Z, k
A
....................... /”—_ _;*\\\
E\\ j"l S
’ i
| . ’ A
h ! — |
| ’ Y, |
- | |1 i
& A i/,/’ \\\jl
X, 1 D

Figura 31. Campo y potencia de linea cargada.

Solucion:
Aplicando gauss a la superficie S tenemos

D]EOdgzw

&

=

h
[[] _[E( )F o rd@dzf
0
fe
S
Por otra parte, la carga total encerrada es Q, (s)=h2,. Luego, en coordenadas cilindricas el
campo vale
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A~
°—r
2g,7r

E=

Apliquemos ahora la definicion de potencial eléctrico.

r

A’O
V(r) = _I2eoﬂr redl +V,

ref

escogiendo un radio para realizar la integral de linea dI' =drr. Por lo tanto,
r

ﬂ’O
V(r)= —jzgom dr+V,

ref

V(r)=- A In(r/ref) +V
28,7

Analizando esta expresion vemos que el potencial en el infinito no es nulo, ya que la
funcion potencial diverge. Por ello, se escoge la referencia para un valor arbitrario de r. Por
ejemplo, para r=ref hacemos Vref =0. Asi, la expresion para la funcidon potencial de esta
distribucion infinita de carga queda finalmente,

A
V(r)=-——"—In(r/ref)
28,7
1.7.4 Ecuacion de Laplace y Poisson

Habiamos visto que
VeV (r)=—E(F)

Tomando la divergencia a ambos lados obtenemos
Ve(VeV(F)=-VeE(r) (1.67)
Si usamos la 1* ecuacion de Maxwell llegamos a

Ve(VeV(r))=-2 (1.68)

&

= r . .
VAV (F) = _pO) (1.69) ecuacion de Poisson.
€9
Cuando no hay carga tenemos:

VN(@[)=0 (1.70) ecuacion de Laplace.

El operador V* se conoce también como el Laplaciano. En coordenadas cartesianas es
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VAV = i“+£J°+QI<A . ﬂiﬁ—ﬂhgﬁ
ox oy oz oX oy oz
2y 2
:vzvza—\i+ﬂ+a—\f (1.71)
ox* oy~ oz°

Asi, el Laplaciano de un campo escalar es también un campo escalar.

Hemos demostrado que el potencial eléctrico satisface la ecuacion de Poisson en las
regiones donde existen fuentes de carga y satisface la ecuacion de Laplace en las regiones
sin carga. Adicionalmente se requiere definir condiciones de borde para resolver los
sistemas de ecuaciones diferenciales resultantes. Asi, una manera alternativa de obtener el
campo eléctrico es resolver la ecuacion de Laplace (o Poisson) cuando se conocen (o se
pueden inferir) las condiciones de borde.

EJEMPLO 12.
Para la configuracion de la Figura 32 se sabe que el potencial en los planos semi-infinitos

definidos por V(¢=0, p, z) =0y V(¢=n/6, p, z) = 100 V. Se pide calcular el calcular el
potencial y el campo para la region entre los semiplanos (no incluido el eje z, o sea p = 0).

A

z

v

Figura 32. Potencial entre placas.

Solucion:
Claramente V depende s6lo de ¢, por lo que la ecuacion de Laplace en este caso es

1 oV
W()=——5=0 (172
) 7 oF (1.72)

Dado que p=0 esta excluido del calculo esta ecuacion se convierte en

oV
e 0 (.73

7=

cuya solucion es de la forma v = A4 +B-

Aplicando las condiciones de borde obtenemos para ¢=0 el potencial V=0, es decir, B=0.
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Usando la otra condicién de borde para ¢=mn/6 tenemos

100=Ax/6
a_ 600
T
Luego el potencial es
v - 60
T
y el campo
_ 1oV .,
E(N=-VeV(r)=——""4
p O
= En=-22
7P

1.7.5 Campo Eléctrico Conservativo

Otra propiedad importante de los campos eléctricos se obtiene a partir de la propiedad
matematica asociada a un campo escalar f (r), los cuales satisfacen la identidad

Vx(VE)=0. (1.74)
Asi, dado que vV (r)=-E(r) = Vx E =0 en electrostatica®.

Luego, para una superficie S cualquiera del espacio se cumple

[[VxEeds=0 (1.75)

S
y aplicando el teorema de Stokes

[[VxEeds= jEedl (170)

s C(s)

Donde C(S) es el contorno que limita a la superficie S. Podemos escribir entonces

q fEedl = §Fedl =Wneto=0 (1.77)
C(S) C(S)
Este resultado implica que el trabajo neto realizado por el campo eléctrico en una
trayectoria cerrada es nulo. Es decir, la fuerza proveniente de un campo electroestatico es
una fuerza conservativa.

Ahora veremos los campos eléctricos en la materia. Pero antes debemos definir el concepto
de dipolo, el cual es la base para esos estudios.

4 . . .
Veremos luego que esto cambia cuando los campos son variables en el tiempo.

41



1.8 Dipolo eléctrico

1.8.1 Definiciéon Dipolo

Un dipolo eléctrico se compone de dos cargas idénticas pero de signo contrario, las cuales
se encuentran forzadas (por algiin medio) a mantener distancia d constante entre ellas, tal

como se muestra en la Figura 28.

Figura 33. Dipolo eléctrico.

Se define p=qdf (1.78) como Dipolo eléctrico o Momento dipolar. Notar que la suma
neta de las cargas de un dipolo debe ser nula y que el vector p apunta desde la carga

negativa hacia la positiva. Las unidades del dipolo son [Cem].

1.8.2 Potencial Eléctrico de un Dipolo

Consideremos la configuracion de la Figura 34 donde I'; es la distanciade QaPy I, esla
distancia de —Q a P.

Y. ]

|F,] = 7| ~ d cos6"'=d cos &

N
X,f /ib
' Q

Figura 34. Potencial de un dipolo.

El potencial de esta configuracion evaluado en el punto P es:
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V-2 . -0 _Q(I_IJ

Tane, ||| Areg T, || Aze, \6] R

_ Q [R[=In]

~4mey e

V(r)

Interesa el caso cuando ry, r;>>d, o sea, cuando podemos aproximar

rfelrs |~ (r=a)r+a)=r* =A% = [re]r, [~ r
Ademas,
r,—r =dcosé

Q {d"f‘g} (1.79)

SV() =

Dado que dcos@ =dK e f y si definimos d = dk y p= Qd , la expresion del potencial
eléctrico producida por el dipolo se puede escribir como

. Ppef  (1.80)
V()= =
e, || 7|1

En el caso general, el dipolo esta ubicado en un punto cualquiera I (vector que define la
posicion del punto medio del dipolo) como en la Figura 33.

z,k

=

X,1
Figura 35. Potencial del dipolo en sistema de coordenadas arbitrario.

En este caso el potencial eléctrico tiene la forma

pe(r—r') (1.81)

V(f)=———n 2
™) drg, |7 -1

EL campo eléctrico de un dipolo se calcula a partir de E =-VV .
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EJEMPLO 13.

Calcule el campo eléctrico de un dipolo P = PK ubicado en el origen como se muestra en
la Figura 36.

Yy,

Figura 36. Campo eléctrico dipolo.
Solucion:
r'=o0

~ per
Vi)=——

O e r-rT
pcosd
dre,r’

V(F)=

Sabemos que E =-VV,y en coordenadas esféricas

VV:ﬁf+l&é+ _1 ﬁA
or r o6 rsing o¢

V solo depende de I'y 6, luego

peosd (— 2r’3)r + 1 (-sing)d
4rs, r 4rze,

VV =

S E=—P (2c0s0r +5in 69)

4rs,

El campo resultante no depende del dngulo azimutal, ya que la configuracion presenta
simetria segin ¢. Ademas, para el caso &= 90° el campo solo tiene componente segin 4, es
decir es perpendicular al plano x-y.

Para puntos muy alejados del dipolo el campo eléctrico y el potencial disminuyen con la
distancia segun las expresiones

_ 1 1
E(P)xc—, V(P)x—
r r
Asi, su efecto decae rapidamente con la distancia (un exponente mayor que en el caso de

cargas puntuales).
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1.8.3 Dipolo de un Conjunto de Cargas y Distribuciones

Por extension, también se define el momento dipolar para el caso en que se tiene un

n
conjunto de cargas g,,q,....,q, tal que su suma neta en nula, i.e., qu =0, tal como se
k=1

muestra en la Figura 37.

g, a,

—_

0 a,
Figura 37. Dipolo de sistema de cargas.

Para este sistema se define el momento dipolar eléctrico como:
n
p=20cR
k=1
aramente para n=2 se tiene p =q,F, +q,F,, pero g, =—(, = Q, entonces
Cl tep 2setiene p=q,f +4,r,, pero q, = —q, t
p=Q(f —r)=Qd seglin habiamos visto. Notar que no depende del origen.

Para el caso general de una distribucion volumétrica de carga el momento dipolar asociado

€S

p = ([frda = ffrp v

Figura 38. Dipolo de distribuciones de carga.

EJEMPLO 14.

Se tienen 8§ cargas dispuestas como en la Figura 39. Se desea saber el efecto de agregar una

novena carga Q al sistema.

45



a4,
Figura 39. Dipolo de 8 cargas.

_Q (1.83) Se pide

Se sabe que las cargas satisfacen las relaciones Q= _i q (1.82) y
= i i 3

calcular el momento dipolar en los casos:
a) Carga Q se ubica en el centro del circulo,
b) Carga Q se ubica en la posicion x = -d/4. Donde d es el diametro del circulo.

Solucién:

a) Tomando el centro del circulo como origen del sistema de referencia se tiene

p= Zglq, XF+Qx0=0" (1.84) En este caso no existe momento dipolar.
i=l

b) En este caso

/'_.\\
q4/.\/ )\qz
/N 7/ \
[ aN7 )
——x u

Figura 40. Dipolo 9 cargas.
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El momento dipolar es

d a2l
p=2qf +Q(4)| (185)
d a2l
Fi=—QZI (1.85)

Luego podemos reemplazar esa distribucion por el dipolo:

2

y, ]

Q -Q
— o4 >
ds X, 1
4

Figura 41. Dipolo equivalente.

Esto es lo que se veria desde una distancia s d.
4

Propuesto. Calcular el torque sobre un dioplo en presencia de un campo eléctrico
1.8.4 Potencial a grandes distancias

Habiamos visto que para distribuciones en volumen el potencial eléctrico es

1 p(F)dv
V(r)_4ngom||r—r'||

Nos interesa evaluar la situacion para el caso en que H r H ) H r

1

, donde es posible expandir

el termino H en serie de la forma:
F—r
1 1 N rer' ..Términosde Orden Superior
Ir=r el ey

y reemplazando en la expresion del potencial

47



p(f’) 1 Fer'
SV A iw I H H3 p(r)dv' +TOS

‘Iﬂp( v+

V(T)z

£q ||

QTotaI + re p
3
4zeo|F| - 4me |r]

4ze oHH

S V(r) = +TOS

Claramente el primer término corresponde al potencial de la carga concentrada en un solo
punto, mientras que el segundo término corresponde al potencial de un dipolo. En general
cuando se tiene una distribucion de carga vemos:

1) Desde muy lejos, solo la carga total

i1) Desde mas cerca, pero lejos todavia, dos cargas, es decir, un dipolo
ii1) Desde mads cerca aun, cuatro cargas, cuadripolo,

v)etc.

La relaciéon con la distancia de los campos y potencial eléctrico de las distintas
configuraciones se muestran en la siguiente Tabla:

Tabla 1. Campos en configuraciones multipolares.

Configuracion Potencial Eléctrico Campo Eléctrico
Una carga qe ocl/r o 1/1
Dos cargas qe o 1/1° o 1/1
(Dipolo) -qe
Cuatro cargas o 1/1° o 1/1
Dos dipolos ge -qe

-q. q.
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1.9 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1

Se tiene una esfera de radio 100 cm que tiene una distribucion volumétrica de carga dada
3
por p(r’) = ::)0 & [C /m? ] Se desea anular el campo en el casquete ubicado a 90 cm del

centro. Para ello se dispone de las siguientes alternativas:
a) Una carga que debiera ubicarse en el origen. Indique monto de la carga.
b) Un casquete esférico de radio 50 cm con densidad superficial de carga constante
o . Indique el valor de o .
¢) Un casquete esférico de radio 150 cm con densidad superficial de carga
constante o . Indique el valor de o .

Solucion:

La idea es con las distintas alternativas provocar un campo eléctrico que anule el de
la esfera para r= 90cm, es decir que tenga el mismo valor absoluto pero distinto signo que
el provocado por la esfera para ese mismo radio.

Primero calculamos el campo al interior de la esfera utilizando Ley de Gauss.
Consideremos que la esfera posee radio R, y que la densidad de carga de la esfera es

0

3
r)=kr® donde k = —
p(r) 500 €

Debido a la naturaleza del problema conviene trabajar en coordenadas esféricas
(r',0',¢", donde:
e I' es ladistancia al origen.

e (' es el angulo azimutal.
e @' es el angulo superior.

Luego, dS'=r"-sen(p)de-dd y dv'=r"-sen(p)dr-dp-dd

Figura P.1.1
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Queremos calcular el campo eléctrico al interior de la esfera para cualquier radio, el

que definird una superficie S, por lo tanto calculamos parar <R

Tenemos que ﬁ E.dS = Qroa (5)
S 80

La carga encerrada por la Superficie Ses Qq, (S) = I” p(r)-dv’
Q(S)
2rm ¥
Qroa (8) = [[ [ K1 sen(p)dr'dgdo
000

6|

Qrow (S) = 277'[— COS((/))K: ]{ K %

6
]z i
6

0
6

Luego Qe (5) = 47K

6
= {JEdS =4rK-——
S 6¢,

Por simetria esférica, podemos suponer que el Campo Eléctrico es radial: E(F) = E(r)f
Lugo, el flujo eléctrico es: m[ E-dS = |ﬂ E(r)r-r”-sen(p)-de-do-r
S S

Y ([ E(Frsen(p)ydpdoT = E(r)-rz-gj F-sen(p)do-do-F
S S

=E(r)r’4r
r6
=47 K—
6¢,
4
= E(r) = K-—_¢ (Campo en el interior de la esfera).
80
Debemos anularlo para la distancia de 0.9 mt. Examinemos las alternativas:

a) Supongamos una carga Q en el centro de la esfera, con Q por determinar.

El Campo eléctrico producido por una
Carga puntual, ubicada en una posicion
r’',sobre r es:
= Q (
E(r) =
® 4r-g, ||

=l

)
-

=l

Con r'=0y F = r-f tenemos que

= Q r
EF=-—2"
(M drg, 1’

Figura P.1.1.1
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Por el Principio de Superposicion, tenemos que:

E; (1) = Egyera () + Eo () para todo r < 100 cm.
En particular, esto es valido para r = 90 cm. Designaremos como r; a este radio
particular. Determinaremos el valor de Q tal que, E,(F)=0 , para r=r,,

_ 4 £ r4 ~ F
E.(F)= Klf+ Q r_ 0 . Entonces, —-K-——T = &_2
6¢, 4r-g, rl2 6¢, drrg, T,
. . 6
Finalmente, Q=- 4z 6K f

Reemplazando con los valores numéricos:  Q=-5,910""[C]

b) Consideremos un radio r, = 50 cm., El Campo eléctrico al exterior de un casquete
uniformemente cargado con una densidad superficial de carga o, lo calculamos por
Gauss:

m" Ed§ — QTotaL(S)

o
La carga total encerrada por la superficie S , de radio
12 €s;

Qrou (8) =[f] odS’

Como o es constante, [ﬂ. o-dS' =c4rr;
S

Figura P.1.1.2

. . 2 .
Por lo tanto, m[ E-dS = oAt y por simetria esférica, E(I') = E(r)r
S )

- Uj[ E-dS = E(r)r’4x
S

o4t}
= E(r)r’4r= 2
&y
2
~ o)),
= ECasquete(r):[ z}r
&T

Por el Principio de Superposicion, tenemos que:

E; (F) = Egera (1) + Eaequee (7)) Para todo r < 100 cm.

Esfera
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En particular, esto es valido para r; = 90 cm.. Determinaremos el valor de Q tal
que, E, (F)=0.
ET (ﬁ) = EEsfera(ﬁ) + ECasquete(ﬁ)
r 0,
=| K- +U—22 f=0
0g, &N

4

2
o,
2

kS
6¢,

&l

6
N

= o=-K—
o,

C

Reemplazando los valores numéricos: o =—1,88¢107" {—2}
m

¢) Consideremos un radio r3 = 150 cm., El campo eléctrico provocado por un cascarén
uniformemente cargado al interior de éste es nulo, pues la carga encerrada al aplicar la
ley de Gauss sera cero. Veamoslo matematicamente:

Parar<r;

&y

ﬁé.d§zmzo

Entonces: Ecasquete (rH=o0

Con esto de observa que cualquier casquete con
alguna densidad de carga, cualquiera que esta

Figura P.1.1.3 sea, no provocara campo eléctrico al interior de
el, por lo tanto no podremos anular el campo en
algin r, en particular r = 90cm con esta
alternativa.

= No existe o tal que el campo eléctrico en r = 90cm sea nulo.
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PROBLEMA 2

Se tiene un disco circular de radio a cargado con una densidad superficial de carga o,
como se muestra en la figura P.1.2 Se pide:

a) Calcular el potencial en el eje z.

b) Calcular el campo en el eje z.
Solucion:

a) Recordando que la férmula para el
A Potencial Eléctrico de wuna distribucion
superficial de carga es:

V()= — ”am-ds'

....... 4re, g HF_F’

_________ Para nuestro caso (trabajando en coordenadas
Sk e cilindricas):

....... o(f =0,
r=zz

p r'=php
dS’'= p"dp"dé’

Los limites de integracion seran p' € (0,a) y 8" <(0,27).

O,

Figura P.1.2

3
Entonces ||V — F'” = (p'2 +7° )E

Luego:

1 27 a LA

V(z:27) =
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E(r)=-VV(F)
= o __i —0, a2, 2\ s
= E(F)= 62{250 (|z| Ja'+z )}z

— o} Z VA
= E(r)=—2 -z
( ) 2‘90(| |\/a2+22]
— o Z YA
E(f)z—0 —_———|'Z
280(|Z| a2+zzj

PROBLEMA 3

La figura P.1.3 muestra un tubo de rayos catddicos como los usados en los
televisores. El tubo produce un flujo de electrones que entran con una velocidad inicial de
vo en la direccidon horizontal, a un espacio limitado entre dos placas. Estas placas tienen
densidades superficiales de carga dadas por + o y - o, lo cual provoca un campo eléctrico
perpendicular a ellas. A una distancia L de las placas se encuentra una pantalla de largo 2S.
Determine lo siguiente:

U

a) Lavelocidad con que los electrones salen de la regidn entre las placas (considere
velocidad en las dos direcciones).

b) La condicidn sobre la distancia L para que ningtn electron salga de la pantalla

(de largo 2S).
Datos: d=10e-7 m. M =9.107e-31 Kg.
W=3m q=1.602e-19 C
o =10e-21 C/m’ £,= 8.854e-12 F/m
S=10cm vo = 3e+4 m/s.
— ] A
X
o S
y I
IR M
d
-o S
< >« pl ¥
W L
Figura P.1.3
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Indicacion: Considere que el campo eléctrico es cero fuera de la region entre las placas.
Considere asimismo, que existe gravedad.
Solucion:

F=mad

Donde F=F, ., + preso dentro de la zona de placas. Como F,, =0E, debemos

calcular el Campo eléctrico producido por las placas paralelas.

Debido a que el ancho w de cada una placas es mucho mayor, que la separacion
entre ellas, d, podemos considerar que el Campo es el producido por la superposicion
de dos placas con densidad de carga de signo opuesto. Para determinar el campo
eléctrico en esta zona, necesitamos saber el producido por una Placa cargada con una
densidad o uniforme.

Considerando un disco delgado de radio a con
densidad de carga uniforme i, se sabe que el

campo eléctrico en el eje Z es:

E(F) N O ‘Z (problema anterior)
26\ |7] Jat+72?
Figura P.1.3.1
. = W 7. .
Si a - o , entonces E(F)=———7, lo cual equivale a:
2¢, |Z|
E(F) = 2l-2 , si estamos sobre el Disco, y E(F)= —2l-2 , si estamos bajo el disco,
€ €

suponiendo que i estrictamente positivo.

En el problema utilizaremos los ejes X, Yy con los vectores unitarios I, J,
respectivamente.
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+o

Figura P.1.3.2

| Para este sistema de placas,

Ad2  Enlas regiones I 'y en Il los campos se anulan ( por
ley de gauss carga total encerrada nula). En Il se
refuerzan, es decir se suman los efectos de ambas
1 Y placas, quedando un campo que va de la placa con

-d/2 carga positiva, a la placa con carga negativa.

v Lucgo, EM)==Z1], si ye(i,ij
11 &a

Figura P.1.3.3

=F

eléctrica

qo
2

=qE=—"—]

Sea Q=—(
Tal que —Q =-1,602107" [C]

Como condicidn inicial, podemos suponer que los electrones salen por el medio de la
zona de placas, con velocidad solo en la horizontal.

Conesto:  Fyica + Fpeo =M@
2 QO- 2 S S
2

Ecuaciones de movimiento:
Segin 1 : De la ecuacién anterior, vemos que no hay fuerzas que actien sobre el
eje X
=>mX=0
= X=Cte=V,
= X(t) =v,t+C,
Como x(t=0)=0 = C;=0
= X(t)=v,t.

Existe un tiempo t; tal que x(t;) = w; Entonces vo't;=w:

luego: t, -
0
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Segn ] : Ambas fuerzas (eléctrica y de gravedad) actian sobre el eje Y

m-y:—mg+Q'(7
80
:y:Q'G—
m-eg,
. Qo .
= yt)=| =—-g [t+C, comoy(t=0)=0,=C,=0
m-g,
= y(t) = Q'U_gj.t
m-eg,
. 2
= y(t)= Q—G—gJ-t—JrO pues y(t=0)=0
m-g, 2

\Y . , .
Evaluando en t, = (tiempo que demora un electron en salir de las placas)
w

y(t,) =(Ql— g]ﬂ A YE) =[£—g}%
; ; v

m-g, v,

De esta manera, hemos encontrado tanto la posicion de salida, como la velocidad de salida
del sector de las placas bajo los campos eléctrico y gravitatorio.

_ a QO' W 2
Luego: Vaaidga = Vol +( -9 —]J
m-,

b) Necesitamos ahora las ecuaciones de las particulas a partir del instante en que dejan las
placas hasta que llegan al la pantalla de largo 2S. Para estas nuevas ecuaciones ya

tenemos las condiciones iniciales, las que vienen dadas por continuidad, por las
ecuaciones antes encontradas.

\7(t=0)=v0-f+(Ql—g]ﬂ~j

m-g,

F(t =0)=W'f+(Ql—gj'—2'j

m-g

El electréon se ve afectado por una tnica fuerza, la que corresponde al de gravedad
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F.,=ma

peso

Segin | : No hay fuerzas segun x
= mX=0
= X=Cte=V,
= X({t)=Vv,1+C,; Comox(t=0)=w C;=w
= X(t)=v,t+w.

Existe un tiempo t; tal que x(t,) = L; Entonces v, -t, +w=1L:
L-w

Luego: t, =

0

SegUn | : Tenemos solo la fuerza de gravedad
= my=-m-g
= §=-g
= y{t)=-g-t+C,
Aplicando la condicién de borde

:»y(t=0>=[Ql—gJ-ﬂ=cs

m-g, v,

= y(t)=—g-t+(Q' —g}ﬂ
m-g, v,

Ahora, determinamos la posicion:

t? : wit
y(t) = —9-—+[ Qo _ 9}—+C4
2 \meg, v,




Ya que con el tiempo t; tenemos que la particula impacta en la pantalla, para que no

se salga, en el peor caso, y(t,)=-S.Con t, = L-w
VO
L-w |_—W2 Yol w(L—-w o W2
:}y(t: 5 j=_g.( 2) _}_(Q _g}. ( 5 )+(Q _gJ. 2=_S
Vv, AN m-g, Vv, m-g, 2v;

Después de poco de trabajo algebraico, se llega a una Ecuacién de Segundo grado
para L:

* . Q. 2
I—2 - L2W(g —E_lj_’_wz [14_&_9}_ 25 VO =0
m-g, m-g, g

Para discernir datos sobre esta ecuacion, se sustituimos los valores entregados, en el
Discriminante, resultando este ser positivo. Por ello, esta ecuacion posee Raices Reales y
Distintas. Tomaremos la que sea positiva, o en el caso de que ambas sean positivas, la de
menor modulo.

. . o 2 . .
LIZW.(HQ_G_QJ;. JSS_VOMWZ{Q_Q_G]{Q_ _EJ
’ m-g, 2 g m-g, m-g,

Para los valores del problema, la solucion que nos sirve, es:

L =4319,03439]m]

Como comentario: A pesar de que sea un valor muy alto, es razonable, debido a la casi nula
masa del electron y su velocidad muy alta.

PROBLEMA 4

Considere el sistema de la figura P.1.4, el cual se compone de dos planos infinitos,
separados a una distancia d, conteniendo densidades de carga ¢ y -0y, respectivamente.
Entre los planos se ubica una esfera solida que contiene un material cargado el cual puede
superponerse con una distribucion volumétrica constante po.
Se pide:
a) Calcular el campo eléctrico en el centro de la esfera.
b) Calcular el campo eléctrico en un punto A situado en el plano meridiano a una

distancia L del plano derecho.
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¢)Si una particula de carga —q y masa m se ubica a una distancia 8 del centro de la
esfera en el eje z, (no importa direccion). Calcule la ecuacion de movimiento de la particula
y obtenga la posicidn en el eje Z en funcion del tiempo.

/ »Po

(o)) —Oo
Figura P.1.4

Solucion:
a) Lo primero serd encontrar los campos provocados por las placas y la esfera por
separado para asi por superposicion encontrar el campo total.
En este caso buscamos el campo entre las placas dentro de la esfera.

Utilizando un resultado del problema tres, tenemos que para una placas el campo eléctrico
esta dado por:

Para este caso

Placa 1: Consideramos la placa con carga positiva para y mayor que cero

= E(r)=22 ]
2¢,

Placa 2: Consideramos la placa con carga negativa para y menor que cero
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= 0y &
=E(M= 2 =D
= E(F)==2]

Esfera: La esfera genera un campo con dependencia radial (? ). Utilizando la ley de Gauss
(para r < d/2) obtenemos que:

E(r)-4xr> =&-§ﬁr3

&

:E:&hf
3¢,

Evaluando esta expresion en el origen obtenemos que E =0

esfera

Finamente tenemos el campo total estara dado por:

= = = = O, 2

Etotal = Eplanol + Eplan02 + Eesfera = 8_ J

(]

b) Debemos calcular el campo para un punto A como se muestra en la figura P.1.4

Placas: Ambas placas producen campos en sentidos opuestos, por lo que se anularan en
cualquier punto que no esté entre las placas, esto se aprecia en la figura P.1.4.1. Para un
punto a la derecha de ambas placgs

kA4> —
—» ¢ A
——
/ ——> —

i > e————

(o)) —00

Figura P.1.4.2
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Luego el inico campo que aporta es el producido por la esfera.

Esfera: Utilizaremos la ley de Gauss para calcular el campo.

Ocupando ||E edS = Qenc , calculamos el campo producido por ella:
P - po p p
0

4z (dY md’
Qur =§r§apo-dV=T(5j Po="c Py

ffE-dS = E(n)-4ar’

casquete

3
e- L/ g

Con ello concluimos que el campo fuera de la esfera es ar?
r’-g,

. : d
El punto A se encuentra a una distancia r = 5+L del centro de la esfera.

Luego reemplazando este valor en la expresion del campo se obtiene que:

~ d’.
E= Lo Li
d
24(2 + Lj &
c)Tenemos que :
F-ma
donde
F-= qE con E= E(r =7)+ Eplacao‘o (x=d/2)+ Eplaca—ao (x=d/2)

E_Ply, %ok
3g, &

(Notar queenr=2z F=k )

F=q| 2%k + 2§ |=ma
3¢, &

separando por componentes, se obtiene:
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Eje z:

4p,Z _
3¢,

Se propone la solucion de la forma:
z(t) = Ae ™

= 960 Ae ™ =ma’Ae™
3¢g,

4o,
3g,m

_ [9po
= z(t)= Ae A"

= o=

Luego, como
I(t=0)=0=A=9

_ [ano,
= [z(t)=ge 4"

PROBLEMA 5

En la Figura P.1.5 se muestra una distribucion lineal de carga Ao, infinita, la cual es
rodeada por la distribucién volumétrica de carga, que en coordenadas cilindricas tiene la

forma p(r,0,2) :&, la cual se extiende hasta un radio r = a. Entre ambas densidades
r

existe la relacion A, =-2rap,

a) Calcule el campo eléctrico en todo el espacio
b) Calcule el potencial eléctrico en todo el espacio
c) (Cuadl es el trabajo que el campo calculado en la parte a realizaria para traer una

carga q desde el infinito a la posicién r = a?
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z.k

or,8,2)= )
-

e

L J
=
i

Figura P.1.5.1
Solucion:

a)Calcularemos los campos eléctricos producidos por ambas distribuciones de carga para
luego encontrar el campo total por el principio de superposicion, es decir el campo total

sera la suma de ambos.

Para la distribucion lineal

”E-d§ _Q on E(r) = E(r)f

En la integral:

[[E-ds= [[E(r)-ds=E(r) [[ds=E(r)-2arL

Manto Manto

Pero: Qenc=Ao- L
Entonces podemos escribir:

E(r)-2zrL= 4L
A0

= E(r)=—
™ 2xr

Entonces el campo eléctrico producido por la distribucion lineal:
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E(r)=—2’t§’r F

Ahora, para la distribucion volumétrica:

”E-d§=% con E(r)=E(r)f

&o

Tenemos dos casos:
l)Para r<a

Qenc_ = e
. _”E ds

2

:if | jﬁrdrdedzzﬁﬂw
80 0 0 0 r

= 270 ey 2L

&y
= E(n=2r
Eo
Pero:
A0
A =-2ra = p0=—-——
0 £ P >ra
B =22 ¢
27waco

2)Parar>a

Qe [[E-ds

&,
:»if zj Tﬂrdrdedzzﬁﬂ-dg
80 0 0 0 r

278k _ e (1) .20l

&

= E(r =227
reo

65



Aplicando nuevamente la relacion entre las densidades

Finalmente el campo en todo el espacio estad dado por:

( A0 A0 j
N — f Parar < a
E(r)= 2nrreo  2maco

0 Parar > a

b) Para calcular el potencial se sabe que:

—jE-drzAv con dF =drf

l)Parar<a
vl(r)=—j|§-dr
:—J'( A0 40 jr.drf
o\ 27reo  2mago
_ A0 j(l_ljdr;
2meoy\ I @
A0 r’\»
= r——Ir
270 2a
2)Parar>a

V,(r) =—[E-dr =—[0-drf =0+ K =cte

Para encontrar el valor de esta constante, nos basamos en la continuidad del campo
eléctrico y por ende el potencial

Vi(r=a)=V,(r=a)

0 a’
= K= a——
270 2a

K- aio
4rso
N Vz(r) _ alo
4so




Finalmente el potencial en todo el espacio es:

2
A0 r—r— Para r<a
270 2a

V(r)=
alo

47reo

Para r>a

c¢) Tenemos la que el trabajo esta dado por:

W=j|f.dr=jqé~dr

Para a> 0 tenemos que E =0=V (r)=cte = a0
4reo
W:qu-dF:qu-df:qD\/(r)
=|W :qDM—O
Ao
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b)

1.9 Problemas propuestos

PROBLEMA 1

Considere el sistema de la Figura PP.1.1, en el cual se conocen los valores para el potencial
eléctrico en los planos cilindricos definidos por los radios r=a, donde el potencial es nulo, y
r=b donde vale V.

"

Figura PP.1.1

Suponiendo que los campos solo dependen de 1, se pide:
Calcule el campo eléctrico para a<r<b y angulos menores a a (region I).
Si ahora este espacio (region I) se rellena con una densidad de carga en volumen

p(r) =kr?, calcule el nuevo campo eléctrico en esa region.

PROBLEMA 2
Se tiene una cinta de ancho 4a cargada con una con una densidad superficial de carga . A

la cinta le falta un pedazo en forma de circunferencia de radio a, tal como se ilustra en la

Figura PP.1.2. Para esta configuracion determine el vector campo eléctrico y el potencial en

Figura PP.1.2.

el eje z.
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PROBLEMA 3
Se observa la siguiente distribucion de carga:
e El tubo macizo interior posee radio a y una densidad homogénea p, .

e El cilindro intermedio posee un radio interior b y un radio exterior c. Ademas de
una densidad homogénea p,.

e El manto exterior posee una densidad homogénea superficial o y radio d.
e Todos los elementos son infinitamente largos.

Calcule E en todo el espacio.
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CAPITULO 2. PROPIEDADES DIELECTRICAS DE LA MATERIA

‘ 2.1 Introduccién

Hasta aqui hemos visto las propiedades de la carga eléctrica en el vacio. En este capitulo
veremos la forma que adoptan los campos eléctricos en la materia. Por materia
entenderemos una distribucion de carga que se mantiene restringida a un espacio definido.
En términos generales hay tres clases de materiales:

I. Dieléctricos o aislantes: donde las cargas so6lo pueden desplazarse en torno a su
posicion de equilibrio
II. Conductores: donde las cargas pueden moverse libremente en la superficie o al
interior del material
III. Semiconductores: un material que presenta en distinto grado (generalmente con un
comportamiento muy no lineal) las propiedades tanto de dieléctricos como de
conductores

Conductores son tipicamente los metales como el cobre y el aluminio. Aislantes son
materiales como el vidrio y las cerdmicas, o liquidos como el aceite. Semiconductores son
aleaciones especiales compuestas de silicio o germanio. Estos ultimos se usan en la
fabricacion de chips para PC. En este curso solo estudiaremos los dieléctricos y los
conductores, ya que la gran mayoria de los materiales corresponde a una combinacion
directa de estas dos clasificaciones.

2.2 Modelo de los Materiales Dieléctricos

En los dieléctricos las cargas no pueden desplazarse libremente y so6lo pueden producirse
pequenas rotaciones en torno a un punto de equilibrio fijo segiin veremos a continuacion.

2.2.1 Materiales No Polares

Para entender el efecto macroscopico de un campo eléctrico sobre un material dieléctrico
consideremos un atomo de un dieléctrico formado por una nube de electrones cuya carga
negativa neta es —Q y un nucleo fijo consistente de cargas positivas con carga total Q,
segun se muestra en la Figura 42.
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Figura 42. Modelo de 4tomo.
Al aplicar un campo eléctrico externo la configuracion de cargas experimenta una leve

deformacion segun se muestra en la Figura 43 (se desprecian los efectos de los propios
campos de las cargas entre si):

© ©

Figura 43. Atomo en presencia de campo eléctrico.

Desde una cierta distancia (mucho mayor que las distancias atomicas) esta deformacion
puede representarse mediante un dipolo de la forma (ver Ejemplo 13):

Q Q

He—0

d

Figura 44. Representacion mediante dipolo.
Asi entonces, al aplicar un campo externo el material presentard pequefios desplazamientos

de sus electrones en torno a una posicion de equilibrio, los cuales pueden representarse a
través de dipolos.
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Notar que en este modelo, el material no posee dipolos con antelacion a la aplicacion del

campo externo E . Por ello estos materiales se llaman no polares.

2.2.2 Materiales Polares

Existen otros materiales, que por su estructura molecular poseen dipolos en forma natural,
los cuales se encuentran generalmente orientados en forma aleatoria’, tal como se muestra
en la Figura 45. Estos materiales se llaman polares (constituidos de moléculas polares).

S,
j%@% e
@ @ E.P=0

Figura 45. Elemento de volumen en un medio material polar.

En estos materiales, al aplicar un campo eléctrico externo se produce una alineacion de los
dipolos:

e |29 oo
_— —
Q @

Figura 46. Medio material polar frente a un campo.

En estos materiales tampoco se produce una traslacion significativa de cargas ya que su
estructura atdmica impide el movimiento (fuerzas inter-nucleares).

Existen unos materiales llamados ferroeléctricos en los cuales existe una polarizacién permanente en ausencia de campo
eléctrico externo, aunque su nimero es muy reducido en la naturaleza.
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2.2.3 Vector Polarizacion

Seglin vimos, en los dieléctricos s6lo se produce desplazamiento de cargas en torno

al

punto de equilibrio. Asi, para un elemento de volumen del material dieléctrico (polar o no

polar) tendremos una nube de dipolos como se muestra en la Figura 47.

4
Elemento de Volumen AV

Figura 47. Elemento de volumen en un medio material.

Definimos el vector polarizacion P (mayuscula) como el momento dipolar por unidad de

volumen de un dieléctrico, es decir,
N

N _
5 klekdk k 1r:jk
P= Lim ———=Lim|——
A —s0 AV’ ool AV’

Donde los N dipolos P, se encuentran en el volumen av'.

2.3 Potencial Eléctrico en la Materia

Consideremos ahora la expresion del potencial eléctrico producido por el elemento de
material de volumen av', segun se muestra en la Figura 48.

Figura 48. Potencial eléctrico de elemento de volumen.
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Si suponemos que el elemento de volumen Av' puede representarse por un dipolo
equivalente gp-p.av, entonces el potencial en una posicion I sera:
dp
-
_PAV'e(F ")
- JRRNTE)
47ng v

Pe(r- .
pre m - r" Jav: 22)

Donde Q2 es el espacio del medio material en donde estan los dipolos. Sabemos por otro
lado que

(2.1)

P :Vector polarizacion

1 23) (probarlo)

Ir=ri” H‘ "H
o™
IF—r{

utilizaremos ahora la identidad Ve fA= fV e A+ Ae Vf , con ello

Luego podemos escribir

V(r)=41

El teorema de la divergencia establece que
va AdV = UCJ A-ds (2.7)

S(Q)

y aplicandolo a nuestro desarrollo
1 P.d

V(F) = d (2.8

0=l ||r—r' e m = —|| v (@28)

0 S(Q)

Si escribimos el elemento diferencial P-dS = P -AdS podemos escribir el potencial como

1 Pend 1
V(r) = ﬁ 4 S .“.J. Hr_ H v 29)

4re, s Hf— f‘H drey o

2.4 Distribuciones de carga de polarizacion

Ahora recordemos que para distribuciones de carga en el vacio teniamos las siguientes
expresiones para el potencial:

En volumen: 47rg I”p(r v’ (2.10)

|~
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En superficie: V(r) = 47; i o(r)ds'  (2.11)

rn
(")

G(f')

Figura 49.Cargas de polarizacion.

Por lo tanto, al comparar estas expresiones puede concluirse que la expresion para el
potencial de los medios materiales corresponde al potencial producido por una distribucion
volumétrica de carga igual a p_(r')=-V'P (2.12) y otra de superficie igual a o, (F')=P-n
(2.13). En otras palabras, al aplicar un campo eléctrico a un material dieléctrico, este se
comporta como una distribucién de carga en volumen pp y otra en su superficie op, tal
como se muestra en la Figura 50.

Material dieléctrico

Figura 50. Modelo de medios materiales.

Es importante destacar lo siguientes aspectos:
e Lascargas de ppy op no se mueven (se obtienen de la rotacion de los dipolos).
e La carga neta del material sigue siendo nula. En efecto:

[[[ porrdv+ (] pds = [[[-v-Pev-+ff P-ds (214)
Q S(Q) Q

S(Q)

[[[o @hdv+ffo,(rds = [[[-V-Pdv

=—{fP-ds+ ffp-ds

S(Q) S(Q)
=0
e ppYy op obedecen a la alineacion que ofrecen los dipolos del material dieléctrico y
no corresponden a cargas libres al interior de €l.
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EJEMPLO 14

Un cubo dieléctrico de lado | y centrado en el origen tiene una polarizacion radial P = ar ,

donde a es una constante y F = XI + Y] + ZK . Se pide encontrar las densidades de carga de

polarizacion y la carga total al interior del cubo y en su superficie.

A

Z,k

N\

N

i Y, |

Figura 51. Dieléctrico cubico.
Solucion:

= at\ a 2 a ~ a~ 2 ~
En volumen =-V.-P=— =i+—]+—k |laxi +ay] + azk
Pe (6x EYRRIP™ ( i+ aak

pp =—(a+a+a)=-3ac/m’]

O sea, se tiene una distribucion en volumen de carga constante al interior del cubo.

En superficie o, = P -0, por lo tanto tendremos una distribucion por cada cara del cubo:

Plano x-z. Cony=I/2, A= | = P-A=(axi + alszrazR)- i =%I
Cony=-1/2, A=—]
= o~ I 2 ~ 2 a.l
>P"M=|axi+-a—J+azk |[-(-]))=—
( ) J ) =) >
Similarmente para las otras caras se tiene o :a?l

Carga total al interior del cubo:
[[[pedv =—3al’ = Q; =-3al’
)

Carga en las caras:

al’
e Por cada cara o> =Q,,,=—

cara
2

e Seis caras = Qs =3al’
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Notar que la carga totales  Q=Q, + Q...
=-3al’ +3al’ =0 el material dieléctrico tiene carga neta nula.

2.5 Generalizacion de la 12 ecuacion de Maxwell

Consideremos ahora el caso general en que tenemos una distribucion de cargas libre p al
interior de un material dieléctrico (puesta alli a proposito). La 1* ecuacion de Maxwell

indicaV-E = Poal (2.15),

€y
Aqui ptar corresponde a la carga total que es fuente de campo eléctrico. Por ello, en este
caso corresponde a la carga libre al interior del dieléctrico mas las distribucion de carga de
polarizacion.
Asi, pota =+ pp (2.16) donde p densidad de carga libre y pp densidad de polarizacion.
Luego, podemos escribir

pL+pp=V-gE, (2.16)
0 pL=V-g,E-p, (2.17)
pero p, =-v.p
p.=V-gE+V-P (2.18)
p.=V-(E+P) (2.19)
Se define D=¢gE+P (2.20) como el vector desplazamiento eléctrico en medios

materiales. Con ello
=p, =V-D (2.21) 1* Ecuacion de Maxwell.
Integrando en volumen

Quotal
] oo -dv = ([[v-Bav Ley de Gauss en medios materiales
Quw =[f] D-ds  (2.22)
Notar que en estas expresiones E es el campo eléctrico total, el cual es resultante tanto de

fuentes externas como de las cargas libres p y las de polarizacion pp. A su vez, en el
espacio vacio P =0y se cumple D=¢E segun habiamos visto anteriormente.
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2.6 Constante Dieléctrica

2.6.1 Polarizacion de medios materiales

En la mayoria de los materiales P =(Qen ausencia de campo eléctrico y en general la

polarizacion P de los materiales varia con la intensidad del campo eléctrico aplicado. La
atmosfera es un tipico ejemplo de un medio en el cual la polarizacion varia con la altitud.
Dependiendo de la forma en que se efectlia esa variacion los materiales se clasifican de la
siguiente forma:

. Hle:aHEH: Materiales lineales

e P =q(F)E = Materiales isotropos. Aqui P//E
e ( constante = material homogéneo.

Se acostumbra a escribir: P = y,5,E (2.23)

donde y,es la susceptibilidad eléctrica de un material y corresponde a una medida de cuan
susceptible o sensible es un material al campo eléctrico aplicado. En general y, es una

matriz que considera todas las posibles variaciones de la polarizacién con el campo
aplicado. Sustituyendo la expresion de P en la definicion del vector desplazamiento queda

D=gE+y.6E (2.24)
D=¢g,(1+2.)E (225

Se define ¢ =1 + y, (2.26) como la permitividad dieléctrica relativa del material dieléctrico
ye=¢&,¢, como la constante dieléctrica del material, también llamada Permitividad

dieléctrica (recordemos que &,es la permitividad del espacio vacio definida anteriormente).

Con ello
D=¢E.(2.27)

Asi, en general la constante dieléctrica serd variable al interior del material, siendo la
expresion mas general de estos cambios

D &
D, =&y &y & |E,| (2.28), yen general &; =8ij(r).
D &
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2.6.2 Clasificacion de materiales dieléctricos
En base a la constante dieléctrica los materiales se clasifican en

a) Material lineal si 5| = £[E

b) Material isotropo si D = &(F)E,

¢) Material homogéneo si D =&E, con € constante.
A continuacion se ilustran las distintas posibilidades para un material especifico:

1) Material lineal, isétropo y homogéneo
® O > ©
E
@ ® ® __,© 5 ®
® @

Situacion sin campo aplicado Situacién con campo aplicado

Figura 52. Material lineal, is6tropo y homogéneo.

Aqui se cumple que Hp H - aHE

i1) Material lineal, is6tropo y no homogéneo

® 9 ®
® e
e

@
®® @

Situacion sin campo aplicado Situacién con campo aplicado

Figura 53. Material lineal, is6tropo y no homogéneo.

Aqui se cumple que IP|=qf| ; D,P y E son paralelos y D =¢E con ¢ = g(F).

; D,P y E son paralelos y D =¢E con ¢ constante.
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i) Material lineal, anisétropo (no isétropo) y no homogéneo
® @ ® @
@ ® ® @ & ®

® @

Situacion sin campo aplicado Situaci6én con campo aplicado

Figura 54. Material lineal, anisétropo y no homogéneo.

Aqui se cumple que P | =cfg] ; D,P y E no son paralelos y D= [g]E con g; =g j (r)-

1v) Material no lineal, anisétropo (no isétropo) y no homogéneo
® @ ® ©
E
@ ® ® @ & ®
® @

Situacion sin campo aplicado Situacién con campo aplicado

Figura 55.Material no lineal, anisotropo y no homogéneo.

Aqui [P] ol

; D,P y E noson paralelosy D = lgij JE con & = gij(r)‘

2.6.3 Ruptura dieléctrica

Cuando el campo eléctrico es lo suficientemente fuerte, es posible arrancar los electrones
de las moléculas y el material deja de comportarse como aislante, esto se conoce como

ruptura dieléctrica. Es posible encontrar la ruptura dieléctrica de cualquier material o
incluso de gases como el aire. El minimo valor del campo eléctrico para el cual se produce

la ruptura se denomina “fuerza dieléctrica” y es un pardmetro de gran importancia en

ingenieria.
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Valores de permitividad dieléctrica (aproximada)* (8r ) y fuerza dieléctrica de materiales

Tabla 2: Valores de permitividad dieléctrica y fuerza dieléctrica de

materiales
Constante Dieléctrica Fuerza dieléctrica
Material g, (adimensional) E (V/m)
Titanato de Bario 1200 7.5x 10°
Agua (mar) 80
Agua destilada 81
Nylon 8
Papel 7 12x 10°
Vidrio 5-10 35x 10°
Mica 6 70 x 10°
Porcelana 6
Bakelita 5 20x 10°
Cuarzo (fusionado) 5 30x 10°
Goma (dura) 3.1 25x 10°
Madera 2.5-8.0
Polyestyreno 2.55
Polypropyleno 2.25
Parafina 2.2 30x 10°
Petroleo 2.1 12 x 10°
Aire (a 1 atmosfera) 1 3x 10°
(*) Estos valores pueden variar en otras Tablas ya que hay muchas variedades y aleaciones de
cada material y la permitividad es ademas sensible a la temperatura, impurezas, etc.

‘ 2.7 Condiciones de borde

Hasta el momento hemos considerado el fendémeno electrostatico en el vacio y en medios
materiales en forma aislada. En la practica existiran campos en dos o mas medios
materiales en contacto entre si. Llamaremos condiciones de borde a las condiciones que
deben satisfacer los campos en las superficies de separacion de los medios.

Consideremos dos medios dieléctricos tal como se muestra en la Figura 54, en los cuales se
tiene campos eléctricos E, y E, en la interfaz de cada uno de los medios. Supongamos que

descomponemos cada uno de los campos en sus componentes tangencial y normal a la
interfaz seglin se muestra en la Figura 54.

Componentes de cada vector

I
m

El It + Eln

m
m
(3]

t+E2n

2
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Dieléctrico 1

Trayectoria

Figura 56.Condiciones de borde E.

Usaremos las ecuacionesVxE =0 (2.29) y v.D = p (2.30) para deducir las condiciones
de borde.

) Condiciones sobre el campo eléctrico.
Para la trayectoria infinitesimal | (que rodea la superficie S) se cumple que:
”VxE-d§=O: fE-dl =0
S 1(S)

-E.d-E h -E, h,+E,d+E, h,+E h =0

Mg E d4E,d=0

S Ey=E, (231) Las componentes tangenciales del campo a ambos

lados son idénticas.

o .. % = % (2.32) la componente tangencial del vector D es discontinua.
1 2

i) Condiciones sobre el vector desplazamiento.
Consideremos la interfaz de dos medios como en la Figura 57.

Figura 57. Condiciones de borde D.

Aplicando la Ley de Gauss
ﬁ[‘) -dS =Q,,,, (2-33) Q. =0,AA en €l caso general
S
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o, :carga libre puesta deliberadamente en la interfaz (no es de polarizacioén). Luego
D, AA-D, AA+ [[D-dS =o;AA

manto

Si Ah—>0= jjﬁ-d§:0:>Dln—D2n=J| (2.34)

manto
Es decir, el vector D sufre la discontinuidad de la carga superficial para su componente
normal. Si no hay carga libre 0, =0 y
D,, =D,, (2.35)

Para el campo eléctrico se tiene gk, =¢E,, (236)

Las ecuaciones de esta seccion son las condiciones de borde que deben cumplir E y D
cuando se pasa de un medio material a otro distinto. Generalmente estas condiciones se
aplican cuando conocemos los campos en un medio y deseamos saber que ocurre con ellos
al otro lado de la superficie de contacto con otro medio.

EJEMPLO 15

Se tiene una densidad de carga superficial ¢ entre dos medios dieléctricos segiin se muestra
en la figura. Se pide calcular el campo eléctrico y el vector desplazamiento en todo el

espacio.
G / (ol
i g i
A== L /]\ A Dl ’ El
K
\ E l D,.E,
Figura 58.Carga superficial entre dieléctricos.
Solucion:

Las cargas libres estan en el plano. Para las cargas de polarizacion, dado que los medios son
homogéneos no hay densidad de carga en volumen y s6lo habra densidad de carga
superficial de polarizacion, la que también se distribuird en planos paralelos al de la carga
libre (caras de ambos dieléctricos en contacto con o). Por lo tanto, por simetria todos los

campos tienen la direccion k y — k . Las cargas superficiales de polarizacion en ambos
dieléctricos estaran dadas por o, =P, -k y o, =P, -K donde P, = (¢, -5, )E, ¥

P, = (&, - &, )E, - Asi el problema se puede representar por 3 densidades de carga superficial,
segun se muestra en la siguiente figura:
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Figura 59.Carga libre y de polarizacion.

Claramente, por superposicion (o aplicando la Ley de Gauss en S),

Elz(iJrﬂJr&jkA y EZZ(%Jr&Jr&j(_g)
0

2¢, 2&, 2g, 2, 2¢,
s : 1(250 2¢, 2e¢, P 2e, 28, 28, ( )

Por las condiciones de borde sabemos que:

(‘91 +52)(

O+ 0p +0p,)
2¢,

D,-D,,=0c0=>0=

= 25,0 = (51 +¢&, )(G-l— Op; +0p, )
De las formulas de densidad de carga de polarizacion tenemos:
Op = (51 — & )El ) (_ R): (50 — & )E1

y reemplazando la expresion del campo

(‘90 _‘91)(

= 0p = O-+O-P1+O-P2)
&y
dividiendo 2&,0/ 0, tenemos
2600 & +¢ Ey—&
0 _ 71 2 = Gp] — O_( 0 1)
Op; &y — & & + &,
2¢,
Analogamente para2¢,0/0p, se obtiene
Ey—&
_ %0 "%
Op, =0
g +é,

luego
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2¢ E+e, & +¢s,
= c = 0
“E, = k=D, =——Kk
& +é&, & +é&,
= c = £,0
E, =- k=D, = 2~k
& +é&, g +é&,
Claramente se cumple
(DI_DZ) k=c

Caso particular sin medios

que es la expresion del campo de un plano infinito de carga.
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‘ 2.8 Refraccion del campo eléctrico

Consideremos dos medios distintos en los cuales se tienen campos eléctricos y de
desplazamiento en ausencia de cargas libres en la interfaz. Esto se muestra en la Figura 58.

Dieléctrico 1

. Dieléctrico2

Figura 60.Refraccion campo eléctrico.
Sean E, D, ¥ E,. D, los vectores de campo eléctrico y de desplazamiento en estos dos
medios contiguos tal como se muestra en la Figura 58.

Aplicando las condiciones de borde para el campo eléctrico se tiene
Elt = E2t = El sin 91 = E2 sin 92 (2 37)

Las del vector desplazamiento (sin carga superficial entre los medios) son

O =0= Dln = D2n
g E, cosl =¢,E,cos6, (2.38)

Dividiendo (2.37)/(2.38)
g6, _ tgb,
>——=—"
81 82
Esta es la ley de refraccion del campo eléctrico en ausencia de carga libre, la que también
se puede escribir como

tg o, _& _¢€ (2.39)

Zrl

tgd, &, &,
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2.9 Consideraciones sobre Simetria

Hasta aqui hemos usado extensivamente la nocion de simetria para calcular campos. Esta
nocion esta basada fuertemente en despreciar efectos de borde de las configuraciones, esto
es, suponer planos infinitos, cilindros infinitos, etc. Esta aproximacion permite tener una
primera vision de los fendmenos pero en la practica, es necesario considerarlos y por ello se
utilizan programas computacionales para resolver la ecuacion de Laplace y la de Poisson.

Para ilustrar las limitaciones de efectuar simplificaciones en los calculos consideremos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo intrigante

Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracion de la Figura
2. Hay dos dieléctricos de constantes &, y &,, cada uno de los cuales corresponde a
semiesferas de radio a. En el centro de la esfera se ubica una bola cargada con densidad de
carga p, y radio ¢ . A partir de r>a todo el espacio se llena con un tercer dieléctrico de

constante &;. Se piden los campos en todo el espacio.

Figura 61. Simetria y condiciones de borde.

Solucion:
Si comenzamos a resolver desde el tercer dieléctrico tendremos el siguiente desarrollo:

Figura 62. Simetria esférica.

Aplicando la ley de Gauss a S
ﬁ D-dS= Quibre
S
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Pero Q.. =47p,6° /3. Ademas D solo depende de r, luego= 4r°D(r) = :72‘,005 }

p053 ,0053
= D(r) = fo r, E(r)= 3er r
Si ahora aplicamos condiciones de borde para D en r=a se obtienen los vectores
desplazamiento en los medios 1 y 2. Asi,
c,=0=D,, =D,

D2n = Dn

Se obtienen entonces

3
o Emn=20

Py’
D.(r) = 30r2 3g,r’
1

3
B =2

3
PO

D,(r) =
2( ) 3r2
Pero al aplicar la condicion de continuidad para la componente tangencial del campo en la
interfaz de ambos medios se debe cumplirE, =E, en & <r <a. Cuestion que claramente es

contradictoria con las expresiones anteriores.

Si ahora partimos aplicando la ley de Gauss en S” (ubicada enr, tal que 5 <r <a) se tiene

ﬁ: D-dS = Quire

&
Y suponiendo que los vectores desplazamiento son diferentes en cada medio se obtiene

4 2
27”2(D1(r) +D,(r) = g”poé‘} = D,(nN+D,(r)= 37p053
La ecuacién para los campos queda
2
&E (MN+e&E,(r)= ?p053

Si aplicamos ahora continuidad de la componente tangencial del campo obtenemos

2 3
E(ry=_ 2P0
(g, +&,)r
Luego los vectores desplazamiento son
28,0,0°
Dl(r) = lpo 2
3(g, +&)r
26,p,0°
D2 (r) — 2p0 5
(g, +&,)r

Para obtener los campos en el medio 3 aplicamos continuidad del vector desplazamiento.
Con ello obtenemos los siguientes dos valores diferentes para las Zonas 1y 2

3 3
261900 -, para la parte superior y D, (r) = 261900 ;I para la inferior.

PO e 3o e

(Cual es el camino correcto?
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La respuesta se encuentra en la validez de las suposiciones sobre la simetria del problema.
En primer lugar observemos que las cargas de polarizacion se distribuyen segiin se muestra
en la siguiente figura.

Figura 63. Densidades superficiales de carga de polarizacion.

Dado que los medios son diferentes, las densidades de carga también seran diferentes. Asi,
Op # 0, #0py, ¥ €1 CcOnsecuencia, el problema no tiene simetria esférica. Con ello

E = E(r,¢) y no es posible usar la Ley de Gauss tal como se mostro.

En el primer caso, al suponer simetria radial en el medio 3 suponemos despreciable el
efecto deformador de los medios 1 y 2. En el segundo caso, suponemos que los medios 1 y
dos son lo suficientemente grandes de modo que §<<a. Con ello los campos tendran
simetria radial (s6lo dependen de r) al interior de los medios.
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2.10 Problemas resueltos

PROBLEMA 1

Considere un cilindro conductor infinito de radio @ inmerso en cuatro diferentes medios

segun se muestra en la figura. Si se carga el conductor con una densidad o, se pide calcular:
a)El campo eléctrico en todo el espacio.

b) Densidades de carga de polarizacién.

¢)El vector desplazamiento D en todo el espacio.

Figura P.2.1

Solucion:
Para realizar este ejercicio ocuparemos la ley de Gauss para desplazamiento eléctrico,

ﬁﬁ-d§ =Qiibre encerrada » Ademas de la condicion de borde E, =E, y de la relacion para

medios isétropos
D

&£
JE+P’

O
Il

a) Suponemos que E = E(r)f.
= El campo en las intersecciones de los dieléctricos es tangencial (r > a)

Figura P.2.1.2
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Aplicando condicion de borde E, =E,,
= El = EZ = E3 = E4 = E (ya que la Ginica componente del campo es la tangencial.

= El campo eléctrico no depende del dieléctrico.

Luego aplicamos la ley de Gauss. Para ello, ocupamos un cilindro Gaussiano concéntrico al
cilindro conductor de largo unitario, pudiendo distinguir dos casos:

Figura P.2.1.3

e 1 <a. En este caso, no hay carga libre encerrada, con ello tenemos que:
E(r<a)=0.
e > a. Podemos ver que la ley de Gauss nos da:

Dycar D,-at Dy-ar D, -ar
+ + +

2 2 2 2
simplificacion del largo del cilindro que corresponderia en ambos lados de ésta)

=2na0 (En esta ecuacion ya estd hecha la

Si D, = ¢,E, obtenemos que el campo fuera de la esfera es:

~ dao .
E= f
re,+&,+&+¢&,)

b) De las dos relaciones dadas al comienzo, tenemos que el vector polarizacién

_ _ —e)-4
P = (e —e)E = A2V p
re,+&,+&+¢&,)

Sabemos que la densidad volumétrica de polarizaciéon es: p, = —V-P. Luego

concluimos que para todo medio i, la densidad pi es

1 6(rP)
. . -0
Pei r or
(resultado esperado, pues de antemano sabemos que no hay densidades volumétricas de
carga)
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Tenemos también que existe una densidad de carga superficial debido a la
polarizacion en cada una de las zonas de borde. En la figura V, podemos ver las normales
asociadas a cada superficie.

Figura P.2.1.4

Luego, sélo existe carga de polarizacion o =P -A en la cara del circulo. En esta
zona, tal como lo muestra el dibujo, el vector normal es —f .

Entonces la carga de polarizacion de la superficie del cilindro depende de la zona de
contacto. Para cada zona, su valor es:

4ao (& —¢,)

oy=P-A=P.—f=—
r(e+¢&+6+¢,)

pi i

Evaluandoen r =a

(¢, — &)-4ac

=0, =
"alg +e & &)
g = (&, — &)-4o
Pi —
(6 +& + & +¢)

¢) Como ya usamos en la parte a, para un material isétropo (la mayoria) tenemos que el

desplazamiento se relaciona con el campo de forma que D = &E . Luego, el desplazamiento
para cada zona es:

e D(r)=0sir < a.

~ g -4ao . .
e D= ' f sir>a, parala zona i.
re,+e,+e,+¢,)
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PROBLEMA 2

Un conductor cilindrico largo de radio a ,que tiene una densidad de carga 1 por unidad de
longitud, se sumerge en un medio dieléctrico de constante dieléctrica [/Halle el campo
eléctrico a una distancia r>a del eje del cilindro.

Solucién:
Para r>a

mﬁ-ds=Q=iL
= 27rLD = AL

PROBLEMA 3

Considere dos placas planas de vidrio ( &:= 8.5 ) puestas verticalmente, que se encuentran
separadas por un hueco de aire y rodeadas de aceite ( &;= 3.0 ), tal como lo ilustra la figura.
Un campo eléctrico uniforme de 2000 V/m existe en el aceite. Se pide calcular el campo
eléctrico en el vidrio y en el hueco de aire cuando el campo en el aceite

a)Es normal a la lamina de vidrio

b)Forma un dngulo de 75° con ésta.

aceite aire aceite

Vidrio Vidrio

Figura P.2.3
Indicacion. Considere que los campos so6lo tienen componentes en el plano de esta pagina

(no tres dimensiones).

Para todos los problemas haga todo supuesto que usted considere justificadamente
necesarios para resolverlos (incluida la posible necesidad de datos adicionales).
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Solucion:

Aceite

/Q) / aire Aceite

75° E

Figura P.2.3.1
a) Se tienen las siguientes condiciones de borde:

D
E

_D2n=6
=E

1n

1t 2t

Donde o es la carga libre en la interfaz, supondremos que no hay carga libre en ninguna
interfaz, es decir, suponemos o =0 .

Como el campo en el aceite es normal a la superficie
=E,=E, =0

Entonces el campo en el aceite es normal a la superficie también
D=¢E = ¢E —¢,E, =0

Donde los subindices son 1 para aceite y 2 para vidrio

6E —gE =E, - &E, _ &,6,E, _ &, E _3-2000 :705.882l
& £,E, &, 8.5 m

Luego el campo para el primer vidrio es Ezn = Ez = 705.882l
m

Entre vidrio (subindice 2) y el aire, que le asignaremos como eferencia el 0, aplicamos
condiciones de borde de forma analoga a la anterior.

E2 — grzgo E

gOEOZgZEZ:EOZgzg = :gr2E2:6OOO%
0 0



Luego el ampo en el aire sera: E,, = E, = 6000—

Para la proxima placa de vidrio el campo valdré lo mismo que en la primera.

b) El campo eléctrico del aceite forma un angulo de 75° con la ldmina de vidrio
Aplicamos condiciones de borde:

E,=E,, = E -cos75°=E, -cos@ )

D,=D,, = ¢E, =¢E, = ¢E sin75°=¢,E,sin@ (2)

Multiplicando (1) por &, y sumando el cuadrado de ambas condiciones tenemos:

(1)E, -cos75°=E, -cos® /'82
(2)g,E, -sen75° = ¢,E, - send
(1> +(2)* = E (&, cos® 75°+ &°sen’75°) = &,’E,’
= E’(&),&, cos’ 75°+ &l g,5en*75°) = ¢}, E,’

= E*(&},cos’ 75°+ &7 sen’75°) = &, E,°

_ E(&], cos” 75° + &;,5en* 75°)
- 2
&n

Considerando E, = 2000%

2
=E,

— E?, =1991075.088 = E, _1411.052 L
m
E,en)=4
cosg = D087 2000-0383 _ s he . o 63.468
E, 1411.052

= E, = E, cos4f + E,sendn

= |E, » 774.7f+1179.4ﬁ{q
m

Para encontrar el campo en el aire, debemos nuevamente aplicar condiciones de borde:
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E, =E, =E, = 7747~
m

D2n - DOn =0= ngzn = gOEOn
—~E = €3 6Ea
0n
&
= E,, =8.51 179.4l
m
— ~ ~l'V
= Eo =774.7t+10024.9n [H}
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\ 2.11 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

Dos cilindros concéntricos de radios a y b respectivamente y largo L se
encuentran ubicados tal como lo indica la Figura PP.2.1. El espacio entre
ambos se encuentra lleno de un material con permitividad €. El vector
polarizacion entre ambos medios estd dado por P = r’r +sin 99

Dado lo anterior

a) Calcular las densidades superficiales de carga de polarizacion
b) Calcular la densidad volumétrica de carga de polarizacion

c) Plantear una expresion para el vector campo eléctrico en todo el

espacio.
L
Figura PP.2.1
PROBLEMA 2

Una densidad de carga esférica p(r) = kr (0<r<a) se encuentra rodeada de un material

dieléctrico con geometria esférica hasta una distancia radial b, segiin se muestra en la
Figura PP.2.2

Figura PP.2.2
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El medio material se compone de moléculas, cada una de las cuales posee un
momento dipolar eléctrico de 5x102° [Cm] orientado radialmente (segunr). La
densidad de carga produce una modificacion en las moléculas, las cuales presentan
la siguiente densidad volumétrica g(r)=kr> [moléculas/m’]. Se pide:

a) Determinar el vector polarizacion del medio material.

b) Calcular los campos D y E en todo el espacio.

¢) Determinar la diferencia de potencial entre los casquetes definidos por radios a 'y
b.

PROBLEMA 3
Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracion
esférica de la Figura PP2.3.

Figura PP.2.3.

En el centro de la esfera de radio a se ubica una carga q. Se pide:

a) Calcular D en todo el espacio.
b) Calcular E en todo el espacio.

¢) Son iguales los campos en las zonas [ y II.
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‘ CAPITULO 3. CONDUCTORES EN ELECTROSTATICA

\ 3.1 Modelo Basico de Conductores

Modelaremos un conductor ideal como un medio material en el cual existen abundantes
cargas positivas y negativas, las cuales pueden moverse libremente en presencia de un
campo eléctrico. Asi, al aplicar un campo eléctrico se genera una fuerza sobre las cargas,
las que se moveran hasta alcanzar el estado de equilibrio. Este equilibrio implica que el
campo eléctrico al interior del conductor debe ser nulo (de otro modo las cargas
continuarian su movimiento) segun se ilustra en la Figura 64.

E
Sin Campo eléctrico e ——S
©
o O
@% ________ Blensa
= ) %
2 {€ ® @
@ @ K= o
Carga neta nula Carga neta nula

Figura 62. Conductor en presencia de un campo eléctrico.

Supondremos en principio que la cantidad de carga libre al interior del conductor es muy
elevada (infinita). Por lo tanto siempre el conductor puede disponer de carga negativa y
positiva para localizarla, de modo que se alcance el estado en que el campo interior sea
nulo en la condicidon estacionaria. En este capitulo solo estudiaremos la condicién de
equilibrio y dejaremos el fenémeno de la conduccion para mas adelante.

3.2 Propiedades

De la definicién anterior se sigue que un conductor cumple con las siguientes propiedades:

1. La carga solo se redistribuye en la superficie, ya que si E es nulo en el interior
=>V.E=0= £, =0, 0 sea, no existe densidad volumétrica de carga.

2. Toda la superficie del conductor es una superficie equipotencial. En efecto, dado
que AV = —J- E-dl y dado que E es nulo al interior del material conductor, entonces

AV =0 entre cualquier par de puntos del conductor, es decir, todo el conductor
esta a un mismo potencial.
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3. El campo eléctrico inmediatamente afuera del conductor es normal a la superficie

del conductor y vale E = T , donde o es la densidad superficial de carga del
&y
conductor. Consideremos el conductor de la figura 65.

Figura 65. Densidad de carga en conductores.

Aplicando la ley de Gauss al cilindro infinitesimal de la Figura 65 se tiene
ﬁ D ’ d§ = QTotaI

Dado que so6lo hay campo afuera = D,, =0

ﬁ[‘)-ds?: ”D-dS+ ij-ds 3.1)

mitad tapa
manto exterior

haciendo tender h—0 la contribucién de la mitad del manto se hace despreciable,

con ello
= ffD-dS =D,As
= D,As = 0As
pero
Dn = gEn
—E=%n
&
parael aire ¢ = £y luego
E-%1432
g

Lo que concuerda con la intuicion fisica, ya que si hubiera campo en el sentido tangencial
en la superficie del conductor habria movimiento de cargas, el que se mantendria hasta
alcanzar un nuevo punto de equilibrio con campo tangencial nulo.
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3.3 Caso Conductor con Oquedad

En esta seccion probaremos que toda carga libre sélo existe en la superficie exterior de un
conductor. Consideremos el caso en que se tiene un conductor con una oquedad y se le
inyecta una carga libre Q, la cual puede desplazarse libremente en el conductor, tal como se
muestra en la Figura 66.

Carga o
Neta Q hueco interior

@
l

o superficial cara externa

Figura 66. Densidad de carga en conductor hueco.

Si tomamos una superficie S’ que contenga al hueco, por la Ley de Gauss se debe cumplir

ﬁ Dint. -dS = Qtotal
S

Pero D,, =0= Q,,, encerrada por la superficie S’ es nula. Ahora bien, la carga encerrada

por la superficie S’ puede deberse a una carga superficial en la superficie interior del hueco,
o bien a una carga en volumen. Pero ya hemos visto por la propiedad 1 que un conductor no
puede tener densidad de carga en volumen. Por ello, la carga en la superficie interior del
conductor es nula.

En consecuencia, solo podra distribuirse la carga libre Q en la superficie exterior, lo que
hara de forma que se produzca un campo nulo al interior.

Un caso interesante se produce cuando se introduce una carga puntual Q en el hueco
interior de un conductor sin carga, segun se muestra en la Figura 67.
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Figura 67.Carga en oquedad.

En este caso, al aplicar la Ley de Gauss a S sigue cumpliéndose que D,, =0=Q,,

encerrada por la superficie S es nula. Por lo tanto, concluimos que debe aparecer una
densidad de carga G’ en la superficie interior de la oquedad de modo de lograr que la carga
neta sea nula, es decir,

”o"dS +Q=0 (3.3)

Ahora bien, como la carga neta de todo el conductor debe seguir siendo nula (estaba
descargado originalmente), aparecera también una densidad de carga o en la superficie
exterior del conductor de modo que

J.J.O' dS=Q 3.4)
s

La situacion de equilibrio se muestra en la Figura 68.

Figura 68. Situacion de equilibrio.

Aquicyoc’ sedistribuyen de forma que el campo al interior del conductor es cero.
EJEMPLO 16.
Consideremos dos placas conductoras cargadas con cargas Q y -Q respectivamente. Entre

las placas existe un material dieléctrico de constante dieléctrica €. Suponiendo que
desprecian los efectos de los extremos de las placas (o sea placas «) se pide:
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1) Distribucion de las cargas en las placas
i1) Campos en todo el espacio
1i1) Diferencia de potencial entre las placas

Solucion:
Consideremos que la configuracién es la mostrada en la Figura 69.

Ss
0, S, \ . Q
i e
O-K/V I
R\‘ Q
63 / ................ [m\
o, AA
Figura 69. Condensador placas planas.
1) Llamemos o1, 02, 03 y 04 a las densidades de carga superficial en c/u de las
caras de las placas. Se cumple
Q=0A+0,A=>0,+0,=0 (3.5
donde o= Q/A.
Anélogamente se obtiene
P — (3.6)

Por simetria los campos solo tienen componente segun K (so6lo habra cargas en
planos).

Consideremos el volumen contenido por la superficie S;, el cual es un
paralelepipedo cuyas caras horizontales estan contenidas en ambos conductores.
Alli se cumple

{S:]f[‘).ds‘z [[o-dS+ [[D-aS+ [[D-dS

tapa manto tapa
abajo arriba
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pero en la tapa de abajo y en la de arriba D es nulo, y en el manto D es ortogonal a
dS , luego
ffD-dS=0+0+0=0

Sy

Por otra parte Qus =AMA0o, +AAo,
Luego por la ley de Gauss 3{3( D-dS = Q> €S decir, se cumple

=o0,+0,=0 (3.7)
En el espacio exterior a las placas el campo es constante (se debe s6lo a distribuciones

de carga superficial constante) y tiene la direccion del vector k unitario. Llamémoslo
Dext-

Consideremos ahora el volumen limitado por la superficie S2, la cual define un
paralelepipedo que traspasa ambas placas. Se cumple

ffD-ds =Qua

ffD-ds=2D,.aA,

Qua =0,0A, +0,AA, +0,AA, +0,AA, = (0, +0,+0,+0,)AA, =0
=D, =0

Es decir, no hay campo exterior a las placas.

Para la superficie S3, la cual define un cubo cuya cara inferior esta contenida en el
conductor y la superior fuera de €1, se cumple

ﬁ D-dS= Qtotal
ffD-ds =D, AA +D,AA =0

Qtotal = O-IAAS = O-l =0
Asi,de (3.5) 0,=0,de (3.7) 0, =—0cy de (3.6) o, =0.

La distribucion de carga se muestra en la Figura 70.
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d { - AA
y" : c
(_)"" L/___ylr_i -

s/ o,=0 ©

Figura 70. Gauss para un condensador.

1) Nos falta calcular el campo entre las placas. Tomando la superficie Gaussiana S,
cuya cara inferior esta contenida en el conductor y la superior en el dieléctrico,
se tiene
ﬁ D-dS =Q,, Suponiendo D, = —-Dk

ffD-ds = —DAA}
=-D=-0c
Qtotal =—0AA
int — _O-k\
L o o - D = o
El campo eléctrico al interior del dieléctricoes E,, =—"* = E, , =-——K
g &£
d —_ —_
AV =—[E.dl
i) 0
d
V, -V, =—[E, -dr
0
. - )
j( j dzIZ:—z|0 dl = dzK
o\ &
= AV =724
&£

Asi, sic,g,d>0=>V_ -V _>0

Notar que dado E =-VV, para una variable tenemos E — N Luego si sabemos el

OX
voltaje entre dos puntos, para pequefios incrementos podemos aproximar
- AV«
E=—"i
AX
= AXE = -AVI

(X, = XI)E =—(V, _Vl)iA
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A modo de ejemplo, si tomamos la referencia de la Figura 71 donde X, — X; <0, se tiene

si Vo>V, = E = Ef; siVo<V], = E = E(_f), que es el caso mostrado en la
figura.

(10000 [V]) Vi

ﬁx, |
(100 [V]) V2 ==¥-mmmm-

Figura 71.Direccion campo eléctrico.

En general, cuando calculamos el potencial entre dos puntos cualquiera tenemos
2 _ 2 _
[E-dl =—[VV -dI
1 1
N~ oV, 0OV,
=—I+— ]+
OX oy 0z
dl’ = dxi + dyj + dzk
oV oV oV

VV.dl =—dx+—dy +—dz =dV
OX oy 0z

VvV

Es importante notar que en el ejemplo anterior, si el dato hubiera sido la diferencia de

potencial AV = ~9y4 , los resultados serian idénticos (PROBARLO!).
g

3.4 Condensadores

Un condensador es un sistema de dos conductores en donde la carga de uno de ellos es de
igual magnitud pero de signo contrario al otro. Generalmente se dispone de un dieléctrico
entre ambos conductores. Se define el pardmetro capacidad de un condensador como
Q
= (3.8)

donde Q es la carga positiva de uno de los conductores y 4V la diferencia de potencial entre
ellos (Vo-V.g). Se cumple la propiedad de que la capacidad C es independiente de Q y AV y
solo depende de la geometria y las caracteristicas dieléctricas de los materiales.
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g -¢
E Q
—
Q > V>V,
=>C= Q
_ . = =0
VQ - V‘Q
Figura 72. Condensador.

EJEMPLO 17.
Calcule la capacidad del Ejemplo 16.
Solucion:
Teniamos la configuracion

Area A

Figura 73. Condensador placas planas.

Q=0AYy AV:gd, luego

Se cumple c
C =O-—A: C= gé
d d
o—
&

Luego para este ejemplo la capacidad tiene las siguientes propiedades:

Menor d = mayor C,

Mayor A = mayor C,

Mayor € = mayor C,

Para un mismo A4V, la carga acumulada es mayor mientras mayor es su
capacidad.
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EJEMPLO 18.
Calcule la capacidad del condensador de la Figura 74. Desprecie los efectos de borde, i.e.,
calcule campos considerando a, b<< L.

[}
[}
[} I
| l- I
| PRl -7~
L2~ -7l - K
s - _-
- i [} i [PV
el - PP
"7 . [} .7 -7 -7,
AR AP .7 -
] - ///»l I/// P
[Pt PR - Rtp
L-2~427) [t
,;/", D et Y n O
~ >

Figura 74. Condensador cilindrico.

Solucion:
Llamemos o1, 02, 03 y G4 a las densidades de carga superficial de cada cara.

Figura 75.Distribucion de cargas condensador cilindrico.

Si distribuimos la carga de modo que 63+c4=ca y 6,+0,=-cb para que el condensador
cumpla con la definicion se debe tener

o, b .
Q=027 =0,27bL = 2 =— (1)
o, a
De acuerdo a las propiedades vistas en los conductores la carga se almacena en la superficie
externa, es decir, 64=0 = o3=ca. Tomemos una superficie gaussiana S segiin se muestra

en la Figura 76.
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Figura 76. Simetria axial exterior.
Aplicando la ley de Gauss a S

ﬁ D-dS = Qtotal
El sistema posee simetria axial, luego D = D/ entre a <r < by es nulo al interior de los

conductores, o sea en el manto de S. Por ello,
Quotal =2 AS, + 0,27l
—_—
2 zal
= Qg = 0= —0,27mal = o, 270l
=0,=—0 a
2 a b
y de (1)

=o0,=-0,=>0,=0

Consideremos ahora una superficie Gaussiana en a<r<b como la mostrada en la Figura 77.

!

gm————— e A — -

/

S

\
\
\
S
\
-

| ?4\____“*5"‘3‘/,/4/

P
e

Figura 77. Simetria axial interior.
Se cumple
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ﬁ lj ’ d§ = Qtotal
Qtotal = Ga 27zal
ffD-dS = D2arl

= D271l = 0, 27al

La diferencia de potencial entre placas es:

y escogiendo dI =drp

b
Gaalb.drﬁ:_aaa dr (o2 b (*)

b
AV, =-—
ba igr aour & a

Por definiciéon ¢ = Q , Y en este caso
AV

AV =V -V =V, -V,

y Q=0,2mL=>oc,a= % Reemplazando todo esto en ()

AV = Q lng
27aLle a
~ Q 2rale
AV ) b
ni
a

Notar que nuevamente la capacidad C es proporcional a € y el area, e inversamente
proporcional a la separacion entre las placas. Se acostumbra a designar los condensadores
por el simbolo

CA 1L v+
= T V-

Figura 78. Simbolo condensador.
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\ 3.5 Cargas en medios materiales

Resumiendo lo que hemos visto hasta aqui es lo siguiente:

(1) Dieléctricos
Figura 79. Cargas en dieléctricos.
B=gE+P
D=¢E

Los medios se componen de dipolos que pueden girar en torno a su posicion de
equilibrio, pero no se desplazan.

(i1) Conductores:

Equilibrio electrostatico

E=0
V =cte

Figura 80. Conductores en equilibrio electroestatico.

Sdlo tiene distribucion superficial. La carga al interior es nula p)=0y no hay
polarizacion P=0.

En la practica, los medios materiales podran exhibir carédcteristicas tanto de dieléctricos
como de conductores.
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3.6 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
En la Figura P.3.1 se muestra una distribucion cilindrica, la cual esta formada por dos
medios que poseen caracteristicas dieléctricas y ohmnicas. Se pide:
a) Suponiendo que los conductores estan a una diferencia de potencial Vy, calcular el
vector densidad de corriente.
b) Calcule la capacidad del sistema

c) Calcule la resistencia del sistema

Solucion :
a) Se sabe que:

Para este caso se tiene que:
AV =V,
E(r) = E(r)f pues supondremos s6lo dependencia radial.

Entonces suponiendo que el conductor de radio a esta a mayor potencias que el conductor
de radio b escribir que:
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v, =—jE~dr=—i E(r)r-dr =—(a—b)E(r)
b

Vo
b-a)
Vo

(b-a)

Ahora para cada medio el vector densidad de corriente sera:

= E(r) =

~—

=|E(r)= f

Ji(r) = gE(r)
Para el medio uno:  Ji(r) = giE(r) = gi(b-a)Vof

Para el medio dos:  J2(r) = g2E(r) = g2(b-a)Vof

b) La capacidad del sistema es:

Como ambos dieléctricos se encuentra a un mismo voltaje la capacidad del sistema sera la

suma de las capacidades de los dos.

Ceq=C1+C2
Donde
G G _o
AV Vo
Qi:IBi-d§
S
Di=¢cE =& Vo f

(b-a)

Para el medio uno:

L 2(z-a) b
Q=[Drds=[ | jgl(b\i"a) rdrd@dzf
) Ve (bz _az)
Ql—é‘l(b_a) L 2(72'—0!)' 5
3 Vo _y (b—a)b+a)
Ql—é‘l(b_a) L 2(72' 0!) —2

Q= LV081'(7Z'—05)'(b+a)

Para el medio dos:
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b
I £, Yo drdadze

(b-a)

Vo (bz_az)
= L2«
® *(b-a) T
Vo (b—a)b+a)
= L2 — AT
2 gz(b—a) “ 2
Q, =LV, -a-(b+a)
Entonces
C1=9=L81-(7Z'—0{)-(b+a)
0
C2=g=L82-a-(b+a)
Vo
Por lo que:

Cea=Ci1+C2= L'[é‘l'(ﬂ—a)+82'a]'(b+a)
luego
C= L'[51-(ﬂ—a)+€z-a]-(b+a)

¢) Para la resistencia podemos escribir:

-| Edl
R= '[4 = %V con AV =Vo
Hg-E~d§ jJ-d§
Para el medio uno:
R, — Vo _ Vo
jj-d§ 91V0-L-(7Z'—0()-(b+a)
1
Ri-
i —gi-L-(z-a)-(b-a)
Para el medio dos:
R Vo Vo

2= —— =
IJ'd§ 92V0-L-0(-(b+a)

1

=1 G L (=a)(b+a)

114



PROBLEMA 2

Un cable coaxial de seccion circular c+h tiene un dieléctrico compuesto entre sus dos
conductores. El conductor interior tiene un radio exterior a y esta rodeado por una cubierta
de dieléctrico de constante dieléctrica & y de radio exterior b. A continuacion hay otra

cubierta de dieléctrico de constante dieléctricag, y de radio exterior c. Si se establece una

diferencia de potencial V, entre los conductores, calcule el vector de polarizacion y las
densidades de carga inducidas en los dos medios dieléctricos.

Solucion:

Llamemos o, a la densidad de carga superficial del cilindro de radio exterioray o, ala
del conductor de radio interior c.

Primero calculamos el campo eléctrico en funcion de la densidad de carga o, debiendo
separar el calculo para los diferentes dieléctricos.

Para a<r<b:
fiods=Q
D,2zrL =2ralo,

D, - 2%
r

[— ao- A

=D =—1r
r

— ao- A

=E =—Lr
gr

Para b<r<c:
— ao, »
=E =—1r

2
&,r

Ahora busquemos el valor de o,

AV =—J.Edl
a b
=V(a)-V(c)=-[Edr—|E,dr
b c
a b
V,=—[Edr—[E,dr
b c
aaq bac
V,=—| [—Hdr+[—dr
b €1r C 82r
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a b
vy~ o | L ;Lmi;idr}
8lbl’

V, =-ao, iln(ij+i1n(9ﬂ
e \b) & \c
V, =ao, {lln (Ej+iln (Eﬂ
g \a) ¢ \b
o, = Vo
)
al| —In| — [+—In| —
g \a) ¢ \b

Ya que conocemos el valor de o,, calculemos el vector de polarizacion y densidades que
carga inducidas.

R=(s-)E

p=-VP :—l(@jzo parai=1,2
r\ or

oy =R(R)n

o, =R(R)=(¢ —go)aR—zl para radio exterior

oy =R(R)=(s, —gi)% para radio interior

Para a<r<b:

E1 =(g _go)E

— ao- A
R=(&—&)—r
re,

P =0

op =R (@)= (5 —5) 2
1

ao,

Op = Rb)=(s _51)b_1
81

Para b<r<c:
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E2:(‘92 _EO)E;

— ao- A
P, =(g,—&)—T
re,

P, =0

O
op =R (a)=(s, ¢ 6‘_1
2

a
Op, = P,(b)= (¢, _gz)b_o-l

2

PROBLEMA 3
Se tiene un cilindro muy largo de radio b, el que es rellenado con tres materiales
dieléctricos como se indica en la figura. Sobre la superficie del cilindro interior se

distribuye una densidad de carga c. Calcule la relacion entre & y &, de manera que la

carga neta en la frontera entre el dieléctrico 1 y 3 sea nula.

4

Hr<a
jB&:Qem:o
=D=0,E=0
=P=0
2)a<r<b
[D-ds=Q,,

=D,-a-r-h+D,-27-a)-h-r=c-27-a-h

=¢-E-a-r+sE,-(2r-a)r=c-2z-a

Condiciones de borde
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Ei-Ei~E-E-F

=>¢-E-ar+e,-E-(2r-a)r=c-2z-a
— Zﬂaa ~

=

== (52 (27 -a)+¢ -a)-r !

(6,—-&)27-ac

5 _ .
el (6,-(27-a)+&a)r '
5 (6,-5) 27 a0 -
" (e-(27-a)+ea)r
Queremos que:

Ot = Pi-Ng=ay+0 =0
= PiNgeay =—0
(6,-¢)27-ac

j_(gz (27 -a)+¢-a)a

=—c

=g 2r-g2r=¢,-2n-a)-¢

=¢-(21-a)=¢,-(2r-a)+¢, 27

2
=& =6 +€0'ﬁ
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3.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Se coloca un dieléctrico en el volumen comprendido entre dos esferas de radios ay b. La

esfera interior posee densidad de carga libre superficial o,. Calcular E,B,B,ap, p, en

todo el espacio.

Figura PP.3.1

PROBLEMA 2
Considere un condensador conformado por dos dieléctricos con pérdidas entre dos placas

paralelas circulares a las cuales se le aplica una diferencia de potencial Vo. Para este sistema
se pide determinar:

a) La densidad de carga libre en la interfaz dieléctrica.

b) Las densidades de carga de polarizacion superficial y volumétrica.

c) La carga total inducida en los electrodos.

Vo

= x

a

&0,

|, v
v T

£,,0, b
R 2
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PROBLEMA 3
Considere un grupo hueco de material plastico (aislante) de lado a, el cual tiene dos
orificios A y B por los cuales puede entrar y salir liquido dieléctrico, respectivamente. Las

caracteristicas del material dieléctrico son permitividad € y densidad de masa Pm . Las
caras superior e inferior se forran con material conductor, como se indica en la figura (los
orificios se mantienen).

(@)

a

vl

B

a) Determinar la diferencia de potencial minima que se debe aplicar entre los conductores
para mantener el cubo lleno con liquido dieléctrico.
b) Determinar para dicho potencial la densidad de carga de polarizacion.

Sugerencia: Considere primero el cubo parcialmente lleno de liquido hasta una altura x
(medida desde el fondo) y calcule la diferencia de potencial minima necesaria para evitar
que el liquido se escurra por el orificio inferior.

Solucion:

a)
Al tener el cubo parcialmente lleno podemos considerar el sistema de condensadores en
serie equivalente:

C2
- v . _L «a
: ~

En el cual calculamos la capacidad equivalente:

2 2

ca ca
C=—; C=——
X (a—x)
C,C, ge a’

—-C

W C,+C, sla—x)+g,x

Si consideramos la constante dieléctrica k:
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&

k=—
€o
c g, ka’
— =
4 ka—(k—1)x

Calculamos la energia del sistema:

welc vie Vie ka’

279" T2 (ka—(k—1)x)

La fuerza que actua en la cara inferior del cubo:

L dW » Vie,a’k(k—1)
F=——1I1 - F= 5
dx 2(ka—(k—=1)x)

Condicion del problema (g: aceleracion de gravedad): F >a’xp, g

Reemplazando y considerando x = a (cubo lleno):

2a’p,, 9
g k(k—1)

V? 3
750k(k—1)>a png = V=

b)
P=¢,XE ;X=k-1 ;P~ﬁ=crp

— 3
. =P_eo(k—1)\/ 2a’p,9 . _1\/2a PnO,(k=1)

P a \ek(k=1) P a K
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CAPITULO 4. ENERGIA ELECTROSTATICA

‘ 4.1 Definicion

La energia electrostatica de un sistema de particulas es igual al trabajo necesario para
formar dicho sistema = W=U. (4.1)

Comencemos estudiando el trabajo necesario para formar un sistema de tres particulas en
posiciones P1, P2 y P3 seglin se muestra en la Figura 79.

Figura 79. Energia sistema de particulas.

Para formar dicho sistema supondremos que traemos una por una las cargas desde el
infinito. Para traer la primera carga no es necesario efectuar trabajo ya que no existe una
fuerza que se oponga al movimiento. Para traer la segunda carga se debe hacer el trabajo
W, =q,V,,
donde V2 es el potencial producido por la carga 1 en la posicion Pa.
Para traer la tercera carga se debe hacer el trabajo
W, =0V, +qV;,
aqui Vs es el potencial producido por la carga 2 en la posicion Ps.
El trabajo total para formar este sistema es:

W =0+W, +W, =q,V,, +q,V;, +Q,Vs, (4.2)
Si ahora cambiamos el orden en el cual formamos este sistema (el trabajo debe ser el
mismo), digamos que primero traemos la carga qs , luego la q, y finalmente la q; se tiene:

W =0+ q2V23 + q1V13 + q1V12 (4-3)

sumando (4.2) y (4.3)
=2W =q, (V;; +V),) + 0, (Vo +Vy) + 4, (V5 +V5,)
— —_— —

potencial en 1 potencial en 2 potencial en 3
1 1 1
=SW=_aV(P)+ V(P )+ aV(P) (44)

Asi, la energia total de este sistema es la mitad de la suma del producto de cada carga por el
potencial producido por el resto de las cargas en ese punto.
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Procediendo en forma analoga, para un sistema de n cargas se tiene:

W :%ZQka (4.5) en[J]joules
k=1

Por extension, para distribuciones continuas de carga se tiene Y—| y q—dg, con ello
M/zijV(ndq (4.6)

y para una distribucidn especifica de carga tendremos:

W = %jz(r)v (r)ydr  (4.7) para distribuciones lineales

W= %H o(F)V(r)dS (4.8) para distribuciones superficiales

W = %J‘ I I p(FV(r)dV (4.9) para distribuciones en volumen
\Y

4.2 Energia de un Sistema de Conductores

Consideremos un sistema de conductores con cargas Q1,Qz,...,Qn segun se muestra en la
Figura 80.

Figura 80. Energia sistema de conductores.

En este caso toda la carga se distribuye en la superficie de los conductores, por lo que solo
habra c. Asi la expresion de la energia electrostatica sera:

(4.10)

pero el voltaje en la superficie de los conductores es constante, luego

W =1V, [[o,(N)dS + LV, [0, (F)dS ...t LV, [[or, ()
213 27 2"

Q
w=l
”W_zzmq,
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donde Vi es el potencial del condensador i-ésimo y Qi su carga total.

Caso condensadores
Aqui solo intervienen dos conductores, segiin se muestra en la Figura 81.

ie— =0
Vi o

Figura 81. Energia de condensadores.

Por lo tanto,
1
W = E(VIQ] +V2Q2)
pero Q,=-Q, =W = l(vl ~V,)Q, Y como Q=C4V, las expresiones quedan finalmente
2

SW:%%Z @.11) 6 W:%C(AV)Z (4.12)

4.3 Fuerza Eléctrica y Energia

Un aplicacion importante de la energia es el calculo de fuerzas. En efecto, teniamos que la
expresion del trabajo entre dos puntos ay b es

b
W =-[Fedl (413

De esta expresion fluye que

F=VW @414

La fuerza es el gradiente del trabajo. En términos de la energia, decimos que la fuerza es
producida por una variacion de la energia almacenada en el sistema.
Para el caso en que la configuracion tiene un grado de libertad, por ejemplo segin x, la

expresion de la fuerza puede obtenerse de

F_Wy
OX
En muchas aplicaciones esta forma de calcular la fuerza puede ser méas facil de obtener que

mediante el calculo directo con campos.
EJEMPLO.

Consideremos un condensador de placas planas de area A, en el cual una de las placas
puede moverse libremente en el sentido horizontal, tal como se muestra en la Figura 82.
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X, =
>

Figura 82. Energia y fuerza eléctrica.

Si inicialmente se cargan las placas con Q y —Q respectivamente, se pide calcular la fuerza
entre las placas.

Solucion:

., , 2 .. .
La expresion para calcular la energia es w — L Q" ya que el movimiento se realiza con
2 C
carga constante (carga neta no se modifica en el movimiento). La capacidad, segin
habiamos calculado anteriormente, es __ A, pero ahora la distancia entre las placas es
d

variable, por ello,

A
C=¢,—
’ x
Luego la expresion de la energia queda,
2
W — l Qi X

2 A

Con ello la fuerza que experimenta la placa moévil es

2
|:' :_%X:_lix
OX 2 g,A

Resultado que es congruente con el campo constante entre las placas. Esta relacion es
ampliamente usada en transductores de presion, voltimetros, micréfonos, etc.

Comentario. Si ahora en vez de imponer que la carga se mantenga constante, imponemos
que la tension entre las placas se mantenga constante; por ejemplo mediante una bateria; se
tendria la situacion de la Figura 83.

X, 0

—

O -0

"%

Vo
N

Figura 83.Energia con baterias.

7
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Aqui se cumple

AV = -f(- Z)f(dx =" x;

0 &
= AV =V, = Zx
&
Y dado que V, se mantiene constante, a medida que se desplaza la placa (x varia) la
densidad de carga o debe modificarse. Este cambio lo realiza la bateria que mantiene
constante la diferencia de potencial entre las placas. Posteriormente abordaremos el trabajo
que realiza este tipo de fuentes de voltaje, pero por ahora conviene puntualizar que este
efecto no estd incorporado en las ecuaciones de energia deducidas anteriormente.

4.4 Energia en términos de Campos

Consideremos el caso de una distribucion volumétrica de carga p en un volumen Q, cuya
energia es

W =U :;jﬂp(T’)V(f‘)dv (4.15)
Q
pero ve b = p(r), luego podemos escribir

U :; [[(v-B)vay (4-16)

Dado que p(r)sera nulo en todo punto fuera del volumen Q, el espacio de integracion puede

ampliarse a un espacio mucho mayor, por ejemplo una esfera £ de radio R que contenga al
volumen Q, segin se muestra en la Figura 84.

Figura 84.Energia en funcion de campos.

o 1 ~
Podemos escribir entonces U = —[[[(V - D Mdv

Usemos ahora la propiedad v . fA = A.Vf + f(v ) A), con ello
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V-VD]=D-VV +V(V.D)=(V-D)V =V-[vD]-D-VV .y aplicandolo al integrando
podemos escribir

U = J[[v- Dl - (/D (vW)dv (417)
2% 2%
Aplicando el teorema de la divergencia al primer termino tenemos

U="L fjvD-ds—L[[[B-(VV)dv “18)
2 2°5

S(2)

1

sabemos que V oc% y [—)OCF:V[—)OC%.Porotro lado ds5 oc r2 = VD -d5 oc 1

—,porlo
r
tanto si R—oo se tiene que ﬁ\/f) .ds >0

S(2)
=U = [[]5-(vV )i

y aplicando VV =—E obtenemos finalmente la expresion para la energia en funcién de los
campos como

~U=1[[[D-Edv “19)
2%

Al término W, =%I§-E (4.20) se le conoce como densidad de energia electrostatica
[J/m].
EJEMPLO 19.

Para la configuracion esférica de la Figura 85 se pide calcular la energia electrostatica.
Suponga p = p, constante.

4.

a

Figura 85.Energia esfera uniformemente cargada.
Solucion:

Calculemos primero los campos para 0 < r < a. Aplicando la Ley de Gauss a una esfera de
radior<a
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Dénr’® = pogﬂﬁ
D=Lyt y E-P_ Py
& 3s,
Usando el mismo procedimiento para r>a

ﬁ D ’ dS = Qtotal
2 4 3
D4nr- = Po gﬂ'a

=D= &—r L E=2 2 PR 1

3r’ 3¢, I’

Luego la energia electrostatica del sistema es

=;j£jD-EdV=; J[[B-Edv + J[[D-Eav

esfera resto

Dentro de la esfera:

o[ e

esfera
2

> [JfB-Edv = Lo [ r*2zsinid
esfera 2 9‘("0 00
2 5|2 2,5
_ P g, 2 g
18, 5| 45

Fuera de la esfera:

—”ID EdV = ”j €o ><r *sinad éd pdr

fuera

2.6 © 2.6 ®
:Mmjd_gzﬁm{_i}
18¢, T 18¢, r

B 2p, ax B 2p, a’n

J
9¢,a 9¢, ]
Luego la energia es
2 5 2,5 2,5 2,45
U= 2mpya _I_lOzrpOa _127p;a [J]=472p0a [J]
45¢, 45¢, 45¢, 15¢,

Otro camino.
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3
PR R

3e,r
Se calcula el potencial =V (') = %o

)
6_500(3R2 - rz) r<Rr

U= ; [{[ oV (F)dv

Pero el espacio donde hay densidad de carga es solo la esfera de radio R, luego

SR
=U :'00><47z'><[R2r3 —rs}

0

2 5 2. 05
4
U :&” RS—R— :ﬂ[‘]]
5 15¢,

resultado idéntico al anterior.
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4.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
La molécula de agua tiene un momento dipolar de 6.3*107° Cm. Una muestra contiene
10" moléculas, cuyos momentos dipolares estan todos orientados en la direccion del

campo eléctrico de 2.5*%10° N/C ;Cuanto trabajo se requiere para rotar los dipolos desde
esta orientaciéon (de =0°) a una en la cual todos los momentos sean perpendiculares al
campo ( =90°)?

Solucion:

P=6310"r[cm]=6.3107r[m]

F =qE

T= p-q”E”sin&’

Trabajo para una molécula

dW, =zdé
[ [

W, =U,-U, = jrde = [ pqEsin8dé = pqE (cosd —cos b, )
6, 6,

Los que buscamos en una rotacioén de 90° , por lo que nos fijamos 6, =90°y & =0

=W, = pgE(cos0°—-co0s90°) = gE(1-0)

=W, = pqE

Como la muestra contiene 10*' moléculas, el trabajo total sera la suma de todos los trabajos
=W =10 pgE

Solo nos queda reemplazar los valores de g, p y E, en que q corresponde a la carga del
electron (1.6*107° C), p la magnitud del momento dipolar (6.3 0‘30?[cm] segin el

enunciado) y E es el modulo del campo eléctrico cuyo valor nos entrega el enunciado que

corresponde a 2.5*10° %

=W =2.52%10" [Nm]
=W =2.52x10"[J]

PROBLEMA 2
Una esfera de radio R y de material no polarizable (& =1) est4 cargada con una densidad de
carga uniforme, de tal modo que su carga total es q. Calcule la energia del sistema.
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Solucién:

- -<

- -

FiguraP.4.2.1
Sea la esfera de centro 0 y radio R; aplicando el teorema de Gauss a una esfera concéntrica
de radio r, se obtiene:

U]E-d§=i-p-i7z-r3 (para r<R)
s &, 3

E-d4r-r’ =g-p-7z-r3 (pues E es solo funcion de r y es radial)

q 39
ero p = =
e TR

prp L 3t i @0 ¢ (r<R)

luego E = : - -
3¢, 3¢, 47 R 4r-g,-R
parar>R:
ﬂg@:&
s o
47z-r2-E=&
80
— q A
luego:E=—"——-r
J Ar-g, 1’

La energia del sistema sera:

D-E g, E’
W :J..T”T‘dr :J.',U 5 -dr
en que 7 es toda la region en que existe campo eléctrico, (todo el espacio).
Sea W, la energia de laregion r <R,y W, la de laregion r > R, se cumple que:
W =W, +W,
Calculamos W, yW,:
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Wi=ga [[fEndr
1 2z = R q 2
W=—g. ————r| -r’-send-dr-d6-dg
27 (,;'Lmj_‘or'!.o(‘m'"90'R3 j
2
_1 q 4
Wl_g.go.(m] [T -sen-dr-do-dp
5
Wl_l_go_ q 3 47Z'R_
2 4r-¢,-R 5
q2
]:407Z-80 R

WZ:%.gO.T | T[

2:
87 - &,

Finalmente:
2

W

‘R

(1 1
7-6-R 40 8

2
Lz} -r*-send-dr-d@-de
Arr-g,-r

1

A —

R

j_l
207 -¢,-R
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\ 4.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Se tiene un cable coaxial formado por 2 cilindros metélicos concéntricos, de longitud

(di+d2) y radios a y b. El espacio entre ambos conductores se llena con dos medios
dieléctricos no ideales, caracterizados por constantes dieléctricas y conductividades (&,,0,)

en una zona de largo d1y (¢,,0,) en una zona de largo d2 respectivamente.

Si se mantiene una diferencia de potencial V constante entre los cilindros
conductores, calcular
a) La densidad de corriente en el espacio entre los conductores (a<r<b).
b) La resistencia y la capacidad del cable coaxial.
¢) La energia almacenada y la potencia disipada en el cable.
Indicacion: Considere que (di+d2)>>a,b lo que permite suponer simetria radial. Desprecie
las corrientes que circulan por los conductores.

d2

—3 bie >

(

L
Figura PP.4.1.1

PROBLEMA 2
Encuentre la cantidad de energia almacenada en el campo eléctrico producido por una

esfera que mide 3m de radio y que tiene una densidad uniforme de carga p, =2-107° [%}

si se supone que la esfera estd en el vacio (s =¢,).
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