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CAPITULO 1. ELECTROSTÁTICA EN EL VACIO 

 
1.1 Introducción 
 
El fenómeno electromagnético rige un campo vastísimo de nuestra realidad, para 
dimensionar su alcance consideremos algunos ejemplos: 

• Parte de la actividad del sistema nervioso, la interacción neuronal y el mismo ojo 
con que se leen estas líneas es gobernado por leyes del electromagnetismo. 

• Fenómenos climáticos como la aurora boreal, el rayo y el relámpago se explican en 
base a esta teoría, 

• La luz se entiende como ondas electromagnéticas. 
• Las aplicaciones prácticas son muy variadas en el mundo moderno: 

o Toda la tecnología electrónica ( TV, PC, celulares, video juegos, etc.) esta 
basada fuertemente en estos principios, 

o Aplicaciones médicas: Rayos X, electrocardiogramas, electroencefalograma, 
resonancia magnética, etc. 

o Tarjetas de crédito,  códigos de barra de supermercados, sistemas de 
posicionamiento geográfico, etc. 

La comprensión acabada de estos temas requiere del estudio de las especialidades de 
ingeniería, sin embargo, en este curso aprenderemos los fundamentos que nos permitirán 
tener un entendimiento básico de los principios en que se basan las aplicaciones 
tecnológicas listadas anteriormente. 
 
Desde el punto de vista de la descripción del fenómeno partiremos adoptando las siguientes 
propiedades básicas de la carga eléctrica: 

• La carga eléctrica es una propiedad fundamental de la materia, como la masa o la 
capacidad calórica. 

• En la naturaleza la carga eléctrica se da en dos formas: 
o Electrón (e) con una masa de 9.1066E-31[kg], la cual se define como carga 

negativa. 
o Protón  (p) con una masa de 1.67248E-27[kg], la cual se define como carga 

positiva. 
• Ambas partículas poseen carga de igual magnitud pero de signo opuesto. 

 
Para entender mejor la interacción de las cargas conviene dividir el estudio en dos partes. 
La primera parte considera que no hay movimiento de cargas, es decir, las partículas se 
encuentran en estado de reposo, mientras que en la segunda se considera la interacción de 
cargas en movimiento. De esta froma, primero abordaremos situaciones estacionarias 
(electrostática y magnetostática) y luego incorporaremos las variaciones temporales 
(corrientes y campos variables en el tiempo). 
 
La teoría que describe matemáticamente estos fenómenos fue formulada alrededor de 1865. 
Mediante el uso de campos escalares y vectoriales se puede resumir toda la teoría en cuatro 
ecuaciones, llamadas ecuaciones de Maxwell. Desde aquella fecha hasta nuestros días se ha 
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producido un enorme desarrollo de aplicaciones tecnológicas en prácticamente todos los 
campos del quehacer humano, pero la teoría básica no ha experimentado mayores cambios. 
 
En esta primera parte revisaremos los principios que rigen a la carga eléctrica en estado de 
reposo, más conocida como Electrostática. 
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1.2 Ley de Coulomb 
 
 
1.2.1 Descripción 
 
Es una ley experimental, que fue descubierta en 1785 por el coronel francés Charles 
Augustin de Coulomb. El coronel encontró que la magnitud de la fuerza experimentada por 
una partícula con carga q1 en presencia de otra partícula con carga q2 tiene la forma: 
 

1/22
21

2/1 ][ qqqq FN
R

qkqF ==
 (1.1) 

Recordemos que 1N=1 Kg⋅m/seg2. 
 

q1 q2R

r̂
q1 q2R

r̂

 
Figura 1. Fuerza de Coulomb 

 
O sea: 

i) Es directamente proporcional al producto  q1q2, 
ii) La fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia R 

 
Adicionalmente, se encontró que: 

iii) La fuerza tiene la dirección de la línea que une q1 y q2 
iv) Si q1 y q2 son de igual signo se repelen, en caso contrario se atraen. 

 
Así, la ecuación de fuerza queda 

1 2
1/ 2 2

ˆ [ ]q q
kq qF r N

R
=

v

(1.2) 
 
1.2.2 Dimensiones 
 

Dado que  [k·q1·q2]=[F·R2]=Kg·m3/seg2    ⇔    masa·distancia3/tiempo2 
Existe libertad para escoger las unidades de la constante K o de la carga q  (pero no ambas). 
En el sistema MKS se define la unidad 1 Coulomb (C)1 para las cargas y corresponde a la 
carga de 6×1018 electrones. Así, para un electrón la carga es 

[ ] ][106.1][106030.1 1919 CCqe
−− ×−≈×−=  

 

                                                 
1 Más tarde veremos que esta unidad es útil en el caso de las corrientes donde se cumple 1 Ampere = 1 C/seg. 
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Con esta definición experimentalmente se encuentra que: 
 

[ ]2239

0

/109
4

1 segCmKgk ••×==
επ (1.3) 

y definiendo la unidad Farad 
m

segF
2

][ =  la constante εo, llamada permitividad del espacio 

libre, corresponde a 

[ ]mF
c

/108541.8
4
10 12

2

7

0
−×==

π
ε

 
donde c es la velocidad de la luz. 
 
 
EJEMPLO 1. 
Comparar la fuerza de repulsión eléctrica con la fuerza gravitacional entre 2 protones. 
 
Solución: 

 

q+ q+Dq+ q+D  
Figura 2. Módulo fuerza entre cargas. 

 
Fuerza Gravitacional de atracción:  

2D
mGm

F pp
g =    (1.4) 

 

Fuerza eléctrica de repulsión:    
2

2

D
kqF e

e =   (1.5) 

2

2

1

2

2

2

2

p

e

e

p

g

e

Gm
kq

D
kq

D
Gm

F
F

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−

  (1.6)  G∼ 1010−  

[ ]
[ ]

36
10

26

10

169

5410

389

22710

2199

10
10
10

10
10109

1010
10109

106.110

106.1109
≈≈

××
=

⋅
××

=
×

×−×
=

−−−−

−

−−

−

g

e

F
F  

 
Así, la fuerza eléctrica es 1036 veces más intensa que la fuerza gravitacional, por lo que las 
dos partículas debieran separarse. A partir de este simple ejercicio podemos extrapolar 
algunas conclusiones: 
• La mayoría de los objetos en nuestra vida diaria no están cargados (de otra forma se 

vería nítidamente su efecto), 
• A nivel molecular la gravedad es despreciable como fuerza. 
• Entre planetas la fuerza eléctrica es despreciable frente a la gravitacional. 
• Toda carga eléctrica es un múltiplo entero de la carga de un protón (igual al electrón 

con signo opuesto). 
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1.3 Campo Eléctrico 
 
 
Para expresar en forma más rigurosa el concepto de fuerza eléctrica se usa el concepto de 
campo eléctrico. Consideremos el arreglo de cargas de la Figura 3. 
 
 

q1 q2

1/2 qqF
v

rvr̂

q1 q2

1/2 qqF
v

rvr̂

 
Figura 3. Fuerza entre cargas 

 
 
Llamemos 

1/2 qqF
v  a la fuerza que siente q2 debido a q1 y escribámosla de la siguiente forma 

2
0

1
21/2 ||4

ˆ
r

rqqF qq r
v

πε
⋅= (1.7) 

Como 
r
rr
v

=ˆ       ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒ 3

0

1
21/2 ||||4 r

rq
qF qq v

vv

πε
  (1.7.1) 

 

A la expresión 3
0

1

4 r
rqE

πε

vv
=  se le denomina campo eléctrico producido por la carga q1. Con 

esto, la fuerza que siente la carga q2 en presencia de dicho campo es  EqqqF
vv

212 / = . En 
términos matemáticos E

v
 corresponde a un campo vectorial, es decir, una función que 

asocia un vector a cada punto del espacio. Físicamente corresponde a una perturbación 
eléctrica en todo el espacio producida por la carga q1. 
 
Generalicemos el resultado anterior al de una carga q ubicada en la posición r ′r en un 
sistema de coordenadas de origen O como en la Figura 4. 
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O
'rr vv −

'rr vv −

rv'rv 'rv−

q

O
'rr vv −

'rr vv −

rv'rv 'rv−

q

 
Figura 4. Campo Eléctrico de carga puntual 

 
La expresión del campo eléctrico en un punto rr  de este sistema es 

3
0 ||'||4

)'(
rr

rrqE vv

vvv

−
−

=
πε

 [N/C]  (1.7) 

Las dimensiones son de fuerza sobre carga eléctrica2  ¡ E
v

 no esta definido en el punto 
rr vv = ! 

 
Notar que en este análisis q1 y q2 son cargas puntuales, es decir, no tienen dimensiones 
espaciales. Un modelo más preciso de las cargas requiere suponer que existen 
distribuciones en volumen en donde se reparte la carga. Por ejemplo esferas de radio a y b 
respectivamente, según se muestra en la Figura 5. 
 

q1 q2'rr rr −

a b

q1 q2'rr rr −

a b

 
Figura 5. Modelo de cargas puntuales 

 
 
El modelo de cargas puntuales implica que se cumple a, b << ||r-r’|| 
 
Dado que numéricamente la carga de un electrón es muy pequeña (1.6E-19[C]), es posible 
definir matemáticamente el campo eléctrico como: 
 

q→0  q
F

E q

r
v

lim=
q→0  q

F
E q

r
v

lim=

 (1.8) 
 
 

                                                 
2 Estas dimensiones son equivalentes a volt dividido por metro [v/m] en sistema MKS como veremos más adelante. 
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1.4 Principio de Superposición  
 

Consideremos n cargas q1, q2, q3,......, qn localizadas en posiciones nrrr vvv ,...,, 21  según se 
muestra en la Figura 6.  
 

1q
2q

1r
v 2r

v

nr
v

q

rv

nq

O

1q
2q

1r
v 2r

v

nr
v

q

rv

nq

O  
Figura 6. Sistema de Cargas Puntuales 

 
Luego la fuerza resultante que siente una carga q localizada en r es la suma de las fuerzas 
que cada partícula ejerce sobre ella, es decir,  
 

∑=⋅++⋅+⋅=
k

knq EqEqEqEqF
vvvvv

...21  

donde  
3

0 ||||4
)(

k

kk
k rr

rrqE vv

vvv

−
−

=
πε

. (1.9) 

 
Así, la fuerza puede expresarse como 

EqFq

vv
⋅=  (1.10) 

donde 

∑
=

=+++=
n

k
kn EEEEE

1
21 ...

vvvvv   (1.11) 

 
Este campo E

v
 es el campo eléctrico resultante de la interacción de todas las cargas en el 

punto rr. Así, el campo eléctrico de un conjunto de cargas puede obtenerse como la 
superposición de todos los campos individuales de cada una de las cargas. Este es el 
llamado Principio de Superposición. 
 
Una manera alternativa de ver esto es considerar el campo eléctrico como una función 
lineal de la carga. Por lo tanto, satisface las condiciones de linealidad de una función 
cualquiera  )()()( 2121 qEqEqqE

vvv
×+=×+ αα .  (1.12) 
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EJEMPLO 2.  
Considere 2 cargas puntuales de 1 mC y –2 mC (m=mili=10-3) localizados en (3, 2, -1)  y  
(-1, -1, 4) respectivamente. Se pide calcular la fuerza sobre una carga de 10 nC (n = nano 
=10-9) dispuesta en (0,3,1). Calcule la intensidad de campo eléctrico en la posición de dicha 
carga. 
 
Solución: 

1      2       3       4
2

1

3

y

x

z

[ ]C810−

[ ]C3102 −×−

[ ]C310−

2r
v

rv

1r
v

1

4

3

2

1      2       3       4
2

1

3

y

x

z

[ ]C810−

[ ]C3102 −×−

[ ]C310−

2r
v

rv

1r
v

1

4

3

2

 
Figura 7. Fuerza entre tres cargas puntuales. 

 
 
La expresión de la fuerza es 

3
20

2
38

3
10

1
38

||||4
)(10210

||||4
)(1010

rr
rr

rr
rrF vv

vv

vv

vvv

−
−⋅⋅

−
−

−⋅
=

−−−−

επεπ
  (1.13) 

Donde 

[ ] [ ] 14141414)2()1()3(||||)2,1,3()(

109
4

1
)4,1,1(

)1,2,3(
)1,3,0(

333
2223

11

9

0

2

1

===++−=−⇒−=−

⋅=

−−=
−=

=

rrrr

r
r
r

vvvv

v

v

v

πε

 

[ ]
[ ] 2626)26(26

)3()4()1(||||)3,4,1()(

33

3
2223

22

===

−++=−⇒−=− rrrr vvvv
 

 

mNF )506.7,817.3,507.6(
2626

)3,4,1(109210
1414

)2,1,3(10910 911911

−−=
−⋅⋅⋅

−
−⋅⋅

=⇒
−−v
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Luego el campo eléctrico es 

8

3

10
10)506.7,817.3,507.6( −

−

⋅−−==
q
FE
v

v  (1.18) 

][10)6.750,7.381,7.650( 3 CNE ⋅−−=
v

 ó ][ CV  
 
EJEMPLO 3 
Dos cargas puntuales de masa m y carga q cada una están suspendidas desde un punto 
común mediante dos hilos de masa despreciable y longitud l. Muestre que en la situación de 
equilibrio el ángulo α  que forma cada hilo con respecto a la vertical satisface la expresión 
 

ααεπ tgmglq 22
0

2 sin16=  
si α  es muy pequeño muestre que 

3
2

0

2

16 mgl
q
επ

α ≈  

Solución: 
 

q

T αα

mg

l l

q

eF
q

T αα

mg

l l

q

eF

 
Figura 8. Equilibrio electroestático 

 
 
Por la situación de equilibrio (estamos en electrostática) se cumple: 

α
α

α
α

coscos
sin

mg
F

Tmg
TsinF ee =⇒

⎭
⎬
⎫

=
= (1.19) 

 

Sabemos que 
2

0 )2(4 απε lsin
qqFe

⋅
=    (1.20) ,           luego   α

απε
tg

44 22
0

2

mg
sinl

q
=

⋅
  (1.21) 

 
∴  ααπε tg16 22

0
2 sinmglq =  (1.22) 

 
si α <<1 ⇒ sin α  → α  , cos α → 1   ⇒   tg α → α  

reemplazando obtenemos ααπε ⋅= 22
0

2 16 mglq ,         ∴   3
2

0

2

16 mgl
q

πε
α =   (1.23) 
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EJEMPLO 4 
Se dispone de un material que cae por un tubo desde un proceso minero. Dicho material 
está compuesto de varias sustancias de donde interesa separar partículas de cuarzo cargadas 
positivamente de partículas de fosfato de roca cargadas en forma negativa. Para ello se idea 
el sistema de la Figura 9 en donde se aplica un campo eléctrico horizontal de 
E=500.000[v/m]. 
 

y

x

Partículas de cuarzo
Partículas 
de fosfato

E
v

y

x

Partículas de cuarzo
Partículas 
de fosfato

y

x

Partículas de cuarzo
Partículas 
de fosfato

E
v

 
Figura 9. Movimiento de cargas 

 
 
Suponiendo velocidad y desplazamiento inicial nulo (boca del tubo) y una relación 
carga/masa  de ambas partículas igual a q/m = 9 [µ C/Kg.] (µ = micro = 10-6). Se pide 
determinar la separación horizontal de las partículas luego de caer 80 cms. 
 
Solución: 
Suposición: A pesar de que las cargas se mueven, aquí sólo usamos la fuerza electrostática 
y despreciamos la interacción entre las cargas en movimiento. 
  

amF vv
⋅=        yFxFF ge ˆˆ

vv
+=  (1.24) 

2

2

dt
xdmEq =⋅⇒

v   (1.25)    
2

2

dt
ydmmg =−  

2

2

500000
dt

xdmq =⋅      
2

2

dt
ydg =−  ∫  

2

2

500000
dt

xd
m
q

=⋅     
dt
dycgt =+− 3

 ∫  

2

2
56 105109

dt
xd

=⋅⋅⋅ −  ∫   43

2

2
)( ctcgtty ++−=  
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dt
dxct

dt
xd

=+⇒= 12

2

5.45.4  ∫  C.I.  y(t=0)=0,  0)0( ==ty&  

21

2

2
5.4)( ctcttx ++=     2

2
8.9)( tty −=⇒  

C.I. x(t=0)=0       
 2

2
5.4)(0)0( ttxtx =⇒==&     

 
Se pide la distancia entre las cargas luego de desplazarse 80 cm en el sentido del eje y, o 
sea 

2

2
8.98.0 ty −=−=  

Resolviendo se encuentra que esa distancia se alcanza en un tiempo 1633.02 =t . 
Reemplazando este tiempo en la ecuación para x(t) se tiene: 
 

 
][47.732

3678.0

1633.0
2
5.4)(

cmxdistancia
mx

tx

==∴
=⇒

⋅=⇒

 

 
 
Propuesto 
Resuelva el mismo problema suponiendo que ahora se tiene una estimación de la velocidad 
máxima de salida del material por el tubo vmax=  10m/s y se requiere calcular el campo 
eléctrico de modo que se separen 1 m todas las partículas de cuarzo y fosfato antes de que 
caigan 80 cm. 
 
 
 
1.5 Campo Eléctrico  de Distribuciones Continuas de Carga 
 
 
Habíamos dicho que cuando se tiene un conjunto de cargas puntuales el campo tiene la 
expresión: 
 
 

∑
= −

−
=

m

k k

kk

rr
rrqE

1
3

0 ||||4
)(
vv

vvv

επ
 (1.26)    

 
 

       
 

Figura 10.Campo de sistema de cargas 
 

rv  

2r
v

1r
v

1q

2q

0
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Por extensión, cuando se tiene una distribución continua de carga tenemos ∑→∫   y  q→dq 
(dq ubicada en r′). Con ello la expresión para el campo queda  
 

∫ ′−
−

=
'

3
0 ||||

)'(
4

1
r

dq
rr
rrE wv

vvv

επ
 (1.27) 

 
Examinaremos 3 casos: Distribución de carga lineal, superficial y en volumen. 
 
 
1.5.1 Distribución Lineal  
 
En este caso se tiene una densidad lineal )'(rvλ [C/m] de modo que el elemento diferencial 
de carga es dq=λ( 'rv )dl' según se muestra en la Figura 11. 
 
 

0

rv

'rv

( )'rvλ

( ) '' dlldq λ=0

rv

'rv

( )'rvλ

( ) '' dlldq λ=
 (1.28) 

Figura 11. Distribución Lineal de Carga 
 
 

Luego la expresión del campo es 
 

∫ −
−

= dll
rr
rrE )(

||'||
)'(

4
1

3
0

λ
πε vv

vvv
  (1.29) 

 
 
 
 
 
 
 

 
EJEMPLO 5. 
Considere una distribución lineal de carga λ que se extiende de A a B a lo largo del eje Z, 
como se muestra en la Figura 12. Se pide calcular el campo en todo el espacio. 
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z-z’
α

B

A

Φ

( ) '' dzzdq λ=

jy ˆ,

ix ˆ,

kz ˆ,

'rr
rr

z-z’
α

B

A

Φ

( ) '' dzzdq λ=

jy ˆ,

ix ˆ,

kz ˆ,

'rr
rr

 
Figura 12.Campo de distribución rectilínea  

 
Solución: 
Consideración física inicial: El campo tiene simetría azimutal, es decir, la magnitud no 
depende de φ. 
 

 [ ]

[ ]∫ ⋅⋅
−++

−++
=

=
=

−++=−

−=−
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

==

++==

'

'
2/3222

0

32223

2

1

'
)'(

ˆ)'(ˆˆ(
4

1

tan,)(
'

)'(||'||

)',,()'(
ˆ')',0,0('

ˆˆˆ),,(

z

z
dz

zzyx

kzzjyixE

teconsl
dzdl

zzyxrr

zzyxrr
kzzr

kzjyixzyxr

λ
πε

λλ
v

vv

vv
v

v

 

 

[ ] [ ] [ ] ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++

−
+

−++
+

−++
= ∫ ∫ ∫

'

'

'

'

'

'
2/32222/32222/32220

2

1

2

1

2

1

'
)'(

ˆ)'('
)'(

ˆ
'

)'(

ˆ
4

z

z

z

z

z

z
dz

zzyx

kzzdz
zzyx

jydz
zzyx

ixE
επ

λr

 
 
 
Necesitamos resolver 2 tipos de integrales, para lo cual usamos las siguientes propiedades 
geométricas de la configuración  
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2 2 2 1/ 2

2 2

2 2 2 1/ 2

'sin (1.30)
[ ( ') ]

cos (1.31)
[ ( ') ]

z z
x y z z

x y
x y z z

α

α

−
=

+ + −

+
=

+ + −

 

[ ] 2/122

'tg
yx
zz

+

−
=α           (1.32) 

 
Resolvamos ahora el primer tipo de integral. 
 
a) 

[ ]∫
−++

'

'
2/3222

2

1 )'(

'z

z zzyx

xdz  hagamos el cambio de variable  z-z’=atgα  con a2=x2+y2 

 

[ ]
[ ]

[ ]

[ ]∫

∫ ∫

+
×−=

++

+−
=

−++
⇒

+−=⇒

2

1

2

1

2

1

2/123

'

'
2/32222

2

2/3222

2

1

)1(

)'(

'

)1('

α

α

α

α

α

α
α

αα

αα

tg

d
a
xa

tgayx

dtgax

zzyx

xdz

dtgadz
z

z

  

 

además        αα
αα 22

2
2

cos
1

cos
1tg1 =+=+

sin
 

entonces     

[ ]∫ ∫−=
−++

'

'
22/3222

2

1

2

1

cos
)'(

'z

z

d
a
x

zzyx
xdz α

α

αα [ ]2122
2

1
| ααα α
α sinsin

a
xsin

a
x

−=−=  

 
Suponiendo que en el punto A z′=z′1 y en B z′=z′2 se tiene 

   [ ]2/1
1

22
1

1 )'(
'

zzyx
zzsin

−++
−

=α  

[ ] 2/12
2

22
2

2
)'(

'
zzyx

zzsin
−++

−
=α  

 
Luego las dos primeras integrales corresponden a lo siguiente: 
 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]∫

∫

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−++

−
−

−++

−

+
=

−++

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−++

−
−

−++

−

+
=

−++
'

'
2/12

2
22

2

2/12
1

22

1

222/3222

'

'
2/12

2
22

2

2/12
1

22

1

222/3222

2

1

2

1

)'(

'

)'(

'

)()'(

'

)'(

'

)'(

'

)()'(

'

z

z

z

z

zzyx

zz

zzyx

zz

yx

y

zzyx

ydz

zzyx

zz

zzyx

zz

yx

x

zzyx

xdz
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Resolvamos ahora la tercera integral. 
b) 

[ ]∫ −++

−
2/3222 )'(

')'(
zzyx

dzzz  usamos el mismo cambio de variable 
2 2 2

2

( ') ,
' (1 )

z z atg a x y
dz a tg d

α

α α

− = = +

⇒ = − +
 

       

2

1

2

1

2 2

1 1

2

3/ 22 2 2

2

1/ 23 2

(1 )

1

1 cos sin 1 sin
cos

atg a tg d

a a tg

a tg d
a tg

d d
a a

α

α

α

α

α α

α α

α α α

α

α α

α

α α α α α
α

⎡ ⎤− +⎣ ⎦=
⎡ ⎤+⎣ ⎦

= −
⎡ ⎤+⎣ ⎦

= − = −

∫

∫

∫ ∫

 

 
       2

1
2 1

1 1cos (cos cos )
a a

α

α
α α α= = −   

       
( )

1/ 2 1/ 22 2 2 22 2
12

1 1

( ')' x y z zx y z z
= −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + −+ + − ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 
Así, tenemos finalmente: 
 

( )[ ] ( )[ ] ( )

( )[ ] ( )[ ] k
zzyxzzyx

jyix
yxzzyx

zz

zzyx

zzE

ˆ
'

1

'

1

)ˆˆ(1

'

'

'

'
4

2/12
1

222/12
2

22

222/12
2

22

2
2/12

1
22

1

0

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−++
−

−++
+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⋅
+

⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−++

−
−

−++

−
=

επ
λv

 

 
Casos particulares: 

a) ,',0' 21 ∞== zz distribución lineal semi-infinita 

( ) [ ] ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++
−

+
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

++
=⇒ 2/1222222/1222

0

ˆˆˆ
1

4 zyx
k

yx
jyix

zyx
zE

πε
λv  

 
b) ∞=−∞→ ',' 21 zz   distribución lineal infinita 
 

{ } 22
0

ˆˆ
11

4 yx
jyixE

+
+

+=
πε
λv      luego,             

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

= 22
0

ˆˆ
2 yx

jyixE
πε
λv  

 
y en coordenadas cilíndricas: 
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x

y

Φ ρ

x

y

Φ ρ

 
Figura 13. Cambio de coordenadas 

ρ
ρπε

λ

ρφφ

ρ
φ

ρ

ρ
φ

ρ

ˆ
2

ˆˆˆcos
ˆˆˆ

ˆcosˆˆ

0

222

222

=∴

=+

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

==
+

==
+

E

jsini
jsinjy

yx
jy

iix
yx

ix

v

  

  
Notar que el campo no esta definido para ρ = 0. 
 
 
1.5.2 Distribución superficial de carga 
 
En este caso se tiene una densidad superficial )'(rvσ  [C/m2] de modo que el elemento 
diferencial de carga es dsrdq )'(vσ=  según se muestra en la Figura 14.  
 

dq

ds: elemento diferencial de áreaO

'rv

rv
dq

ds: elemento diferencial de áreaO

'rv

rv

 
Figura 14. Distribución Superficial de Carga 

 
Aquí )'(rdsds v=  y la ecuación del campo eléctrico queda entonces 
 

∫∫ −
−

=
s rr

dsrrrrE 3
0 ||'||4

)'()'()( vv

vvv
vv

πε
σ  (1.33)  
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EJEMPLO 6. 
Considere un disco de radio R, el cual posee una distribución de carga superficial σ 
constante. Se pide determinar el campo en el eje z, según se muestra en la Figura 15. 
 

z

R
ds′

σ=cte [C/m2]

Φ

'rr vr −rv

'rv

z

R
ds′

σ=cte [C/m2]

Φ

'rr vr −rv

'rv

 
Figura 15. Disco uniformemente cargado 

 
Solución: 
Los vectores de posición son    

)0,','('
),0,0(

yxr
zr

=
=

v

v
 

Luego, 
),','(' zyxrr −−=− vv  

 
El campo eléctrico en el eje z es 

[ ]∫∫
++

+−−
==

s

ds
zyx
kzjyixzrE 2/3222

0 ''4
)ˆˆˆ(),0,0()(

πε

σvv
 

Usaremos coordenadas polares: 
 

[ ]∫ ∫
=

=

=

= +

+
−=

=
=+

πϕ

φ

ρ

ρ

ρφσρ
ρπε

ρρ

ρφρ
ρ

2

0 0
2/322

0

222

''
'4

ˆˆ')(

'''
'''

R

dd
z

kzzE

ddds
yx

r

 

por simetría  
      kEzE ˆ)( =

v
, 

 o sea  

[ ]∫
=

=

=
+

−
R

z

dρ

ρ ρ

ρρρ

0
2/322

2

0
'

ˆ''        (probarlo) 
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[ ]
( )[ ]

( )
k

zRz
zzE

kzzzE

z

kdzzE

R

R

ˆ1
||

1
2

)(

ˆ'
2

)(

'

ˆ''
2

)(

2/122
0

0
2/122

0

0
2/322

0

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−=∴

+−=

+
=⇒

=

=
−

=

=
∫

ε
σ

ρ
ε

σ
ρ

ρρ
ε
σ

ρ

ρ

ρ

ρ

v

v

r

 

 
Caso particular: 
R→∞, plano infinito ⇒  

k
z

zzE ˆ
||2

)(
0ε

σ
=

v  

 

( )k̂
2 0

−
ε
σ

k̂
2 0ε
σ

σ

( )k̂
2 0

−
ε
σ

k̂
2 0ε
σ

σ

 
Figura 16. Plano infinito uniformemente cargado. 

 
Notar que el campo es constante y sólo cambia de signo cuando el eje z pasa por cero. Más 
tarde veremos que este resultado es importante para el estudio de conductores. 
 
 
1.5.3 Distribución Volumétrica de Carga 
 
Consideremos una distribución de carga en volumen representada por el campo escalar 

)'(rvρ  [C/m3] de modo que el elemento diferencial de carga es vdrdq ′= )'(vρ  según se 
muestra en la Figura 17. 
 

dv′

0

Carga 
distribuida en 
un volumen Ω

( )rE vv

rv

'rv

'dq dvρ=

dv′

0

Carga 
distribuida en 
un volumen Ω

( )rE vv

rv

'rv

'dq dvρ=
 

Figura 17. Distribución volumétrica de carga 
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La expresión para el campo eléctrico es: 

∫∫∫ −
−

= 3
0 ||'||

')'(
4

1)(
rr

dvrrrE vv

vv
vv ρ

επ
  (1.34) 

Donde la integral se calcula en todo el espacio Ω donde hay carga.  
 
EJEMPLO 7. 
Se tiene una distribución esférica de carga total Q y radio R. Se pide determinar la densidad 
de carga ρ en toda la esfera suponiendo que ella se distribuye uniformemente. 
 
Solución: 
 

Carga total Q

R

Φ′

r′
θ′

î

ĵ

k̂

Carga total Q

R

Φ′

r′
θ′

î

ĵ

k̂

 
Figura 18. Esfera cargada 

 
La distribución de carga ρ cumple con 

Qdv =∫∫∫ ρ  
donde el elemento de volumen dv es 

drddrdv

drdrrddv

φθθ

φθθ

sin

sin
2=

=  

Reemplazando,  

3

3
0

2

0

2

0
02)1(1

2

)(

2

)( )(

2

4
34

3

22

)cos(

sin

R
QQR

Qdrr

Qdrdr

Qdrddr

R

R

R

r

π
ρπρ

πρ

φθρ

φθθρ

π
π

π

φ

π

θ

=⇒∴=

=⋅

=−

=

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

=−−
43421
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EJEMPLO 8. 
Determine el campo eléctrico producido  por la distribución de  carga  del  Ejemplo  7  para 
r > R en todo el espacio. 
 
Solución: 
 

R

Φ′

r′
θ′ r

90-Φ

θ

ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

R

Φ′

r′
θ′ r

90-Φ

θ

ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

 
Figura 19. Campo eléctrico esfera cargada. 

 
La expresión para el campo eléctrico es 
 

∫ ∫ ∫ −
−

=
R

r

dv
rr
rrrE

)(
0

2

)(
0 0

3
0 ||'||

)'(
4

1)(
π

φ

π ρ
πε vv

vv
vv   (1.35) 

Usando coordenadas esféricas 
 

krjrirr

krjrirr
ˆcosˆsinsinˆcossin

ˆ'cos'ˆ'sin'sin'ˆ'cos'sin''

θφθφθ

θφθφθ

++=

++=
v

v
  

con ello la expresión para el campo queda 
 

∫ ∫ ∫ ′
−

′′−+′′′−+′′′−
=

R

o
drddr

rr
krrjrrirrrE

ππ
φθθθθφθφθϕθφθ

πε
ρ 2

0 0

2
3

0

''''sin
||'||

)ˆ)coscos(ˆ)sinsinsinsin(ˆ)cossincossin((
4

)( vv
vv

 
El problema ahora es resolver esta integral. ¡Tarea ardua!  
 
Por ello en general se recurre a simplificaciones para resolver este tipo de problemas. 
Veremos aquí una variante. Dado que el problema presenta simetría esférica, basta con 
calcular el campo en el eje z (además al integrar sobre φ′  las otras integrales se anulan). 



 24

α

Φ′

θ′

rv

'rv

î

ĵ

k̂

'rr vv −
α

Φ′

θ′

rv

'rv

î

ĵ

k̂

'rr vv −

 
Figura 20. Coordenadas esféricas 

 
Así, calculamos la componente en z del campo, es decir,  
 

∫ ∫ ∫ ⋅
−
−

=⋅= kdv
rr
rrkrEEz

ˆ
||'||
)'(

4
ˆ)( 3

0
vv

vv
vv

πε
ρ  (1.36) 

Desarrollando el producto punto 
αcos||'||ˆ)'( ⋅−=⋅− rrkrr vvvv  

donde    
θ

θθα
′′−′+

′′−
=

′−
′′−

=
cos2

coscoscos
22 rzrz
rz

rr
rz
rr

  

 
además  

kzr

drddrdv
ˆ

'''sin'2

=

=
v

φθθ  

 
Reemplazando 

[ ]

[ ]∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫∫∫

−+

−
=

−+
=

−
=

R

z

R

z

z

drd
zrrz

rrzE

zrrz
drddrE

rr
dvE

0

2

0
2/322

2

0

0

2

0 0
22

2

0

2
0

''
'cos'2'

'sin')'cos'(
2

'cos'2'
''''sin'cos

4

||'||
cos

4

π

π π

θ
θ

θθ
ε
ρ

θ
φθθα

πε
ρ

α
πε
ρ

vv
 

 
No depende de 'φ . Realicemos hora las integraciones en las otras variables. 
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[ ]

[ ] [ ]

[ ]

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

+
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

+
−

+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −+
=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+
−

−+
=

−+

−
=

−

R R

R

R

B

R

A

z

R

z

drr
rzrz

drr
zrrzzrrz

A

dr
zr
zrrzzrA

zrrz

drdr

zrrz

drdzrE

drd
zrrz

rrzE

0 0
222222

0
0

2/122
2

0 0 0 0
2/322

3

2/322

2

0

0 0
2/322

2

0

''
)'(

1
)'(

1
2
1''

'2'
1

'2'
1

2
1

'
'2

'cos'2''

'cos'2'

'''sin'cos'

'cos'2'

'''sin'
2

''
'cos'2'

'sin')'cos'(
2

π

π π

π

θ

θ

θθθ

θ

θθ
ε
ρ

θ
θ

θθ
ε
ρ

4444 34444 21

4444 84444 76  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

+
= ∫ ∫

R R

rz
drr

rz
drrA

0 0
2 '

''
)'(
''

2
1   

11

11

)(''
''

dxzxdrr
dxdrxrz

−=
=⇒=+

 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
= ∫∫

−+ Rz

z

Rz

z x
dxxz

x
dxzxA 2

2

22
2

1

11 )()(
2
1  

22

22

)(''
'''

dxxzdrr
dxdrxrz

−−=
−=⇒=−  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−= ∫∫∫ ∫

−−+ + Rz

z

Rz

z

Rz

z

Rz

z x
dx

z
x
dx

z
x
dx

z
x

dx
A 2

2
2
2

2
2
1

1

1

1

2
1  

etc....... 
 
Se llega finalmente a   

0
2

3

ε
ρ

z
REz =

v   (1.37) 

como existe simetría radial, el campo en todo el espacio tiene la forma 
 

0
2

3 ˆ
)(

ε

ρ

r
rRrE r

rv
=

  (1.38) 

 
y si usamos el hecho de que 

3
4 3ρπRQ = , también podemos expresar el campo eléctrico 

como: 

0
24

ˆ
)(

επ r
rQrE r

rv
=

   (1.39) 

 
Veamos un camino más corto (pero también más difícil de imaginar). Notemos que se 
cumple 

[ ] [ ] 2/322

2/122

'cos2'

)cos('cos2'
θ

θθ
rzrz

rzrzrz
dz
d

′−+

′−−
=′−+

−  

Luego podemos escribir la integral como 
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[ ]∫ ∫
−+

−
=

R

z drd
zrrz
rrzE

0

2

0
2/322

2

0

''
'cos'2'

'sin')'cos'(
2

π

θ
θ

θθ
ε
ρ  

[ ]∫ ∫ ′′−+−=
−

R

z drdrzrrz
dz
dE

0

2

0

22/122

0

''sin'cos'2'
2

π

θθθ
ε
ρ  

Observemos ahora que  

[ ] [ ] θθθ
θ

′′′−+=′−+
− sin'cos2''cos2' 2/1222/122 rzrzrzrzrz

d
d  

 
luego podemos escribir la integral como 
 

[ ]∫ ∫ −+
′

−=
R

z drdzrrz
d
d

z
r

dz
dE

0

2

0

2/122

0

'''cos'2'
2

π

θθ
θε

ρ  

 

[ ] rdrzrzrzrz
z
r

dz
dE

R

z ′′−′+−′+′+
′

−= ∫ 2/1222/122

00

)2()2(
2ε
ρ  

[ ] rdrzrz
z
r

dz
dE

R

z ′′−−′+
′

−= ∫
002ε

ρ  

 
Si suponemos que z>R luego rrzrz ′≅′−−′+ 2 , luego 
 

rdr
z
r

dz
dE

R

z ′′
′

−= ∫ 2
2 00ε
ρ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

z
R

dz
dEz 3

2
2

3

0ε
ρ  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 2

3

03 z
RE z ε

ρ
 

 
por la simetría radial, el campo tiene la forma 
 

0
2

3 ˆ
)(

ε

ρ

r
rRrE r

rv
=

  (1.40) 

 
Al introducir la carga en función de la densidad se obtiene el mismo campo calculado 
anteriormente 
 

0
24

ˆ
)(

επ r
rQrE r

rv
=

  (1.41) 
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Dado que el cálculo directo de los campos se dificulta con la evaluación de integrales, es de 
suma utilidad el uso de programas computacionales en aplicaciones prácticas. Además, en 
muchos casos facilita los cálculos la Ley (o teorema) de Gauss que veremos a continuación. 
 
 
 
1.6 Ley de Gauss 
 
 
1.6.1 Conceptos Matemáticos Incluidos 
 
Antes de ver la Ley de Gauss conviene repasar los siguientes conceptos de cálculo 
vectorial. 
 
i) Concepto de Flujo. Consideremos un campo vectorial A

v
 definido en todo el espacio y 

una superficie S cualquiera como se muestra en la Figura 21.  
 
 

Superficie S

Vector unitario normal a Snâ

A
v

Sd
v

nadssd ˆ⋅=r
Superficie S

Vector unitario normal a Snâ

A
v

Sd
v

nadssd ˆ⋅=r

 
Figura 21. Concepto de flujo 

 
Se define el flujo ψ de A

v
 a través de la superficie S como 

 
 ∫∫ •=Ψ

S
sdA rv

      (1.42)   Integral de superficie del 

producto de dos vectores3 
Notar que Ψ es un campo escalar que depende del sentido en que se escoja el vector 
unitario nâ . Para superficies cerradas 

∫∫ •=Ψ
S

SdA
vv

   

 

                                                 
3 El símbolo • se usará para designar el producto punto de dos vectores. 
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Superficie 
cerrada S

nadSSd ˆ⋅=
v

A
v

Superficie 
cerrada S

nadSSd ˆ⋅=
v

A
v

 
Figura 22. Flujo en esfera cerrada. 

 
ii) Teorema de la divergencia 
 

∫∫∫∫∫ •∇=•
)(sV

dvASdA
vvv

 (1.43) 

donde V es el volumen contenido por la superficie cerrada y ∇ es el operador 
 

z
k

y
j

x
i

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
ˆˆˆ

 en coordinas cartesianas. 

 
Si EA

vv
= campo eléctrico, entonces ψ representa el flujo de campo eléctrico. Interesa el 

caso de superficies cerradas. 
 

∫∫ •=Ψ SdE
vv

 (1.44) 
 
 
1.6.2 Ley de Gauss 
 
La ley de Gauss establece que el flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada 
S es igual a la carga total encerrada por dicha superficie (QT) dividida por la constante ε0. 
Así: 

∫∫ =•=Ψ
S

TQsdE
0ε

rv  (1.45) 

Dado que ∫∫∫=
V

T dVQ ρ para una distribución volumétrica entonces:   

∫∫∫∫∫ =•
VS

dvsdE ρrv
   (1.46) 

Ahora si aplicamos el teorema de la divergencia 
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∫∫∫∫∫∫∫∫ =•∇=•
VVS

dVdVESdE ρ
ε 0

1vvv
    dado que esto es válido ∀ volumen V,  

 
entonces 

0ε
ρ

=•∇ E
v  (1.47) 

 
Esta ley provee un método muy fácil para calcular el campo eléctrico. 
 
Es usual definir el vector ED

rr
0ε=  como Vector Desplazamiento (ya veremos que en 

medios materiales tiene un significado físico importante), de modo que la ecuación anterior 
se escribe como 
 
 

ρ=•∇ D
r

   (1.48)    Esta ecuación es la 1ª Ecuación de Maxwell. 
 
 
EJEMPLO 8. 
Calcule el campo eléctrico en todo el espacio producido por una distribución homogénea de 
carga ρ dispuesta en una esfera de radio R. 
 

z

Superficie S, 
esfera de radio r

y

x

θ

Φ

R

rdssd ˆ=r

rv

z

Superficie S, 
esfera de radio r

y

x

θ

Φ

R

rdssd ˆ=r

rv

 
Figura 23.Distribución esférica homogénea de carga. 

 
Solución:   
Para r > R 

0ε
TQ

SdE =•∫∫
vv

 , con ρπ 3

3
4 RQT =  

 
||)(|| rE

v
es constante para r fijo y por simetría )(rE

v
apunta en la dirección r̂  en 

coordenadas esféricas, es decir, rrErE ˆ)()( vvv
= , luego 
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∫∫ ∫ ∫ •=•

=⋅=
π π

φθθθ

φθθφθθ
2

0 0

2

2

ˆsinˆ)(

ˆsinˆsin

rdddrrrESdE

rddrrdrrdSd
vvv

v

 

[ ] )(4cos2)(

sin)(2sin)(2

2
0

2

0

2

0

2

rErrrE

drrEdrrE

vv
L

rv
L

πθπ

θθπθθπ

π

ππ

=−=

== ∫∫
 

Reemplazando ρππ 32

3
4)(4 RrEr =⇒ v  

r
r

RrE ˆ
3

)( 2

3

ρ=∴ v    

 
Para r < R tenemos: 
 

)(4 2 rErsdE vrv
π=•∫∫    

 
y la carga encerrada por S es 
 

∫ ∫ ∫=
r

dvQ
0

2

0 0

π π
ρ   (1.49) 

r

Superficie S

ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

r

Superficie S

ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

 
Figura 24. Flujo superficie esférica. 

 

ρππρθπρ

θθπρφθθρ

π

ππ π

3
44)cos(2

sin2sin

3

0

2

0
0

2

0 0

2

0

2

0 0

2

rdrrdrr

drdrdrddr

rr

rr

==−=

==

∫∫

∫ ∫∫ ∫ ∫

L

L  

 
luego:  
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3
2

0 0

4 ˆ4 ) ( )
3 3

r rr Er E r rππ ρ ρ
ε ε

= ⇒ =
vv v  

Gráficamente: 

|E|

r

3
Rρ

r
3
ρ 2

3

3r
R ρ

R

|E|

r

3
Rρ

r
3
ρ 2

3

3r
R ρ

R  
Figura 25. Campo de una esfera. 

 
Así, de acuerdo a la Figura 25 el campo es máximo en la superficie de la esfera, desde 
donde decae en ambos sentidos.  
 
Este ejemplo sirve para comprender mejor el modelo de cargas puntuales. En efecto, si 
deseamos calcular el campo en las cercanías de una carga puntual debe recurrirse a un 
modelo parecido al desarrollado en este ejemplo, en donde se ve que el campo justo en el 
centro de la partícula es cero. 
 
Conviene puntualizar algunos aspectos de la Ley de Gauss: 
 
i) La ley de Gauss es útil cuando hay simetría, o sea cuando se puede “sacar” la magnitud 
del campo eléctrico E de la integral de superficie, es decir, cuando se puede efectuar la 
manipulación 

 

 
ii) La ley de Gauss es valida para todo el espacio. 
 
iii)Aplicarla requiere cierta destreza (la que se logra con práctica). Por ejemplo 
consideremos que tenemos una carga puntual en presencia de una distribución en volumen 
como la mostrada en la Figura 26.  Se desea calcular el campo en todo el espacio. Una 
solución simple consiste en aplicar superposición. 
 
 

∫∫
∫∫∫∫ =⇒=⋅

S

total

SS sd
QEsdEsdE r

rrv

0ε
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1q 1q

= +

ρ ρ
1q1q 1q1q

= +

ρ ρ

 
Figura 26. Superposición aplicada. 

 
En este ejemplo no es posible usar directamente la Ley de Gauss en la configuración inicial 
(lado izquierdo) y, por otro lado, la integración directa resulta de gran complejidad. Sin 
embargo, al aplicar la superposición se resuelven separadamente los campos para la 
situación de una carga puntual sola, y luego la de la esfera. El campo total será la suma 
directa de ambos campos. 
 
 
 
1.7 Potencial Eléctrico 
 
 
Hemos visto que los campos eléctricos son originados por cargas eléctricas, ya sea 
puntuales o distribuidas espacialmente. Introduciremos ahora el concepto de potencial 
eléctrico el cual está asociado al trabajo o la energía de un determinado campo eléctrico. 
Adicionalmente, este concepto de potencial eléctrico entrega una manera alternativa, y en 
general más fácil, para obtener el campo eléctrico.  
 
 
1.7.1 Trabajo de un Campo Eléctrico 
 
Supongamos que deseamos mover una carga puntual q desde un punto (A) a otro (B) en 
presencia de un campo eléctrico E

v
 como se muestra en la Figura 25. 

 

A

B

0

•q

E
v

ld
v

A

B

0

•q

E
v

ld
v

 
Figura 27. Trabajo de Campo Eléctrico. 
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La fuerza que experimenta q debido al campo eléctrico es EqF
vv

= , de modo que el trabajo 
que debe realizar un agente externo para mover  dicha carga una distancia infinitesimal 

ld
v

es 
ldFdW
vv

•−=  (1.50) 
 
El signo negativo indica que el trabajo lo hace un agente externo (por ejemplo un dedo 
empujando la carga). Si dW es positivo significa que el trabajo lo realiza el agente externo 
(o sea el campo eléctrico se opone al desplazamiento de la carga en el sentido de ld

v
). Si 

dW es negativo significa que el trabajo lo ha realizado el campo eléctrico (no ha sido 
necesario empujar con el dedo). 
 
Luego el trabajo (externo) realizado para llevar carga desde el punto A a B es: 
 

∫∫ •−==
B

A

B

A

ldEqdWW
vv

  (1.51) 

 
Dividiendo W por q se obtiene el trabajo por unidad de carga o, equivalentemente, la 
energía por unidad de carga. Esta cantidad, llamada VAB, se conoce como la diferencia de 
potencial entre los puntos A y B. Así: 
 

(1.52)
B

AB
A

WV E dl
q

= =− •∫
vv  

Notar que: 
i) A es el punto inicial y B el punto final del desplazamiento. 
ii) Si VAB < 0 el campo eléctrico es quien hace el trabajo (hay una pérdida en la energía 
potencial eléctrica al mover la carga desde A a B). En caso contrario es un agente externo 
quien ha realizado el trabajo 
iii)VAB se mide en [J/C], lo cual se denomina Volt [V]. Por ello es común expresar el 
campo eléctrico en [V/m]  
 
 
EJEMPLO 10. 
Supongamos una carga Q fija en el origen y una segunda carga q ubicada a una distancia rA. 
Se desea calcular el trabajo necesario para llevar esta segunda carga a una distancia rB 
según se muestra en la Figura 28. Calcule además VAB. 
 

B

Q
q

A
rdrld ˆ=

v

Ar Br

B

Q
q

A
rdrld ˆ=

v

Ar Br

 
Figura 28.Trabajo carga puntual. 
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Solución: 
Campo:   r

r
QE ˆ

4 2
0πε

=
v   (1.53) 

 

Trabajo:  ∫ •−=
B

A

ldEqW
vv    (1.54) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−−=

−=•−= ∫∫

AB

r

r

r

r

r

r

rr
Qq

r
QqW

r
drQqrr

r
QdrqW

B

A

B

A

B

A

11
4

1
4

4
ˆˆ

4

00

2
0

2
0

πεπε

πεπε  

 
Notar que si r A < r B (como en la Figura 28) el valor de W resulta negativo si q y Q son del 
mismo signo. Sabemos que para este caso las cargas se repelen, por lo tanto el campo de Q 
es quien realiza el trabajo (y no un agente externo). 
 
La expresión para la diferencia de potencial  VAB es 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−==

AB
AB rr

Q
q

WV 11
4 0πε

  (1.55) 

 
Esta expresión no depende de q sino que de la carga que produce el campo E

r
, en este caso 

Q. Este resultado permite definir de manera más general el potencial eléctrico como 
veremos a continuación. 
 
 
1.7.2 Definición de Potencial Eléctrico 
 
Para el ejemplo analizado anteriormente VAB  representa el trabajo por unidad de carga que 
es necesario realizar para llevar una carga entre los puntos A y B. Si dejamos variable el 
punto B se genera la función  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

A
A rr

QrV 11
4

)(
0

v
v

πε
   (1.56) 

 
esta función permite evaluar el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para 
llevar una carga desde la posición Arv  a cualquier lugar definido por el vector rv .  

Si ahora hacemos tender  rA → ∞, obtenemos 
 

||||4
1

4
)(

00 r
Q

r
QrV v

v

πεπε
=×=     (1.57)  

 
Esta expresión representa el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para traer 
desde el infinito una carga hasta la posición rv , cuando existe una carga Q en el origen (la 
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carga que produce el campo eléctrico E
r

). Esta expresión se define como la función 
potencial eléctrico de la carga Q y corresponde a un campo escalar definido en todo el 
espacio. Para generalizar este resultado consideremos la situación de la Figura 27. 
 

q

'rv rv
q

'rv rv

 
Figura 29. Potencial eléctrico carga puntual. 

 
Así, en un sistema de referencia cualquiera la expresión general para el  potencial eléctrico 
asociado a una carga q en la posición r ′v es 

||'||
1

4
)(

0 rr
qrV vv

r

−
=

πε
 [V]   (1.57) 

Dado que V es una función lineal con la carga, también aquí se cumple la propiedad de 
superposición, i.e., para n cargas nqqq ,...,, 21  se cumple: 

||||4
...

||||4||||4
)(

020

2

10

1

n

n

rr
q

rr
q

rr
q

rV vvvvvv
v

−
++

−
+

−
=

πεπεπε
 

∑ −
=⇒

||||4
)(

0 k

k

rr
qrV vv

r

πε
  (1.58) 

 
Análogamente al caso del campo eléctrico, para distribuciones continuas de carga se tiene 

∫∫∫ −
=

V rr
dqrV

||'||
'

4
1)(

0
vv

v

πε
   (1.59) 

y dependiendo de la distribución de carga es  

0

0

0

1 ( ') '( ) (1.60)
4 || ' ||

1 ( ') '( ) (1.61)
4 || ' ||

1 ( ') '( ) (1.62)
4 || ' ||

r

S

V

r drV r Para lineal
r r

r dSV r Para superficial
r r

r dVV r En volumen
r r

λ
πε

σ
πε

ρ
πε

=
−

=
−

=
−

∫

∫∫

∫∫∫

v
v

v v

v
v

v v

v
v

v v

 

 
Donde λ, σ y ρ corresponden a las densidades de carga lineal, superficial y de volumen, 
respectivamente (campos escalares en la variable r ′v ).  
 
EJEMPLO 11. 
Se tiene una línea de largo l con distribución de carga λ cte en el eje z.. Se pide demostrar 
que el potencial producido por esta distribución lineal de carga en el plano medianero 
(x,y,0) puede escribirse como: 

0

1 sinln
4 1 sin

V λ α
πε α

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
  (1.63) donde     

ρ
α

2
ltg =        
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ρ es el radio desde el origen a un punto cualquiera del plano medianero. Exprese el 
resultado en coordenadas cartesianas. 
 
Solución: 
Consideremos la Figura 30. 

dl

x

y

z

Φ
ρ

z’

α

θ

l/2

-l/2

λ

rv

dl

x

y

z

Φ
ρ

z’

α

θ

l/2

-l/2

λ

rv

 
Figura 30. Potencial línea cargada. 

 
Los vectores son 

jijyixyxr ˆsinˆcosˆˆ),( φρφρ +=+==v , kzr ˆ''=v  
luego,  

( ) ( )∫∫
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Haciendo el cambio de variable 
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De la geometría de la Figura 30 se cumple  



 37
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1.7.3 Relaciones entre Potencial y Campo Eléctrico 
 
A partir de las relaciones de trabajo desarrolladas para cargas puntuales habíamos visto que 
la función potencial entre dos puntos A y B  corresponde a 
 

∫ •−=
B

A
AB ldEV

vv
  y haciendo B = r  y  A→ ∞,  obteníamos la función potencial como 

∫
∞+

•−=
r

ldErV
vvv)(    (1.64)     donde V(r=∞)=0 

En el caso general el potencial puede no ser nulo para r→ ∞ (por ejemplo cuando hay 
distribuciones de carga infinita). Recordemos que la definición obtenida a partir del trabajo 
nos conducía a la expresión 

∫ •−=−=
B

A
BAAB ldEVVV

vv  

que representa el trabajo por unidad de carga para trasladar una carga desde el punto A al 
B. Por lo tanto al dejar variable el punto A=r, la expresión del potencial queda 
 

)()( BrVldErV
r

B

=+•−= ∫ vvvv  

El valor que adquiere )( BrV =v es llamado referencia o potencial de referencia (o voltaje 
de referencia Vref). Por ello, la expresión general del potencial eléctrico es 
 

ref

r

ref

VldErV +•−= ∫
vvv)(   (1.65)    
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Notar que dado que es un valor constante, al calcular el trabajo entre dos puntos cualquiera 
se cancela. Para simplificar la notación es común asignar un valor nulo a la referencia, es 
decir, 0≡refV . 
 
Del desarrollo anterior se cumple la relación 
 

)()( rErV vvv −=•∇   (1.66)    
 
El campo eléctrico se obtiene a partir del gradiente de la función potencial. 
 
 
EJEMPLO 12 
Considere una distribución de carga lineal infinita según se muestra en la Figura 31. 
Calcule el potencial en todo el espacio. 

S
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S
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Figura 31. Campo y potencia de línea cargada. 

 
Solución: 
Aplicando gauss a la superficie S tenemos 
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Por otra parte, la carga total encerrada es 0)( λhsQT = . Luego, en coordenadas cilíndricas el 
campo vale 
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0

02
E r

r
λ
ε π

=
ur

$  

 
Apliquemos ahora la definición de potencial eléctrico. 

ref

r

ref

Vldr
r

rV +•−= ∫
vv ˆ

2
)(

0

0

πε
λ  

escogiendo un radio para realizar la integral de línea rdrld ˆ=
v . Por lo tanto,  

  ref

r

ref

Vdr
r

rV +−= ∫ πε
λ

0

0

2
)(v  

refVrefrrV +−= )/ln(
2

)(
0

0

πε
λv  

Analizando esta expresión vemos que el potencial en el infinito no es nulo, ya que la 
función potencial diverge. Por ello, se escoge la referencia para un valor arbitrario de r. Por 
ejemplo, para r=ref hacemos Vref =0. Así, la expresión para la función potencial de esta 
distribución infinita de carga queda finalmente, 
 

)/ln(
2

)(
0

0 refrrV
πε

λ
−=v  

 
 
1.7.4 Ecuación de Laplace y Poisson 
 
Habíamos visto que  

)()( rErV vvv −=•∇  
 
Tomando la divergencia a ambos lados obtenemos 
 

)())(( rErV vvv •−∇=•∇•∇   (1.67)    
  
Si usamos la 1ª ecuación de Maxwell llegamos a 

0

))((
ε
ρ

−=•∇•∇ rV v   (1.68)    

ó 

0

2 )()(
ε

ρ rrV
v

v −=∇  (1.69)   ecuación de Poisson. 

Cuando no hay carga tenemos: 
 

0)(2 =∇ rV v  (1.70)   ecuación de Laplace. 
 
 

El operador ∇2 se conoce también como el Laplaciano. En coordenadas cartesianas es 
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2

2 2 2
2

2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

(1.71)   

V V VV i j k i j k
x y z x y z

V V VV
x y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + • + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
⇒ ∇ = + +

∂ ∂ ∂

 

 
Así, el Laplaciano de un campo escalar es también un campo escalar. 
 
Hemos demostrado que el potencial eléctrico satisface la ecuación de Poisson en las 
regiones donde existen fuentes de carga y satisface la ecuación de Laplace en las regiones 
sin carga. Adicionalmente se requiere definir condiciones de borde para resolver los 
sistemas de ecuaciones diferenciales resultantes. Así, una manera alternativa de obtener el 
campo eléctrico es resolver la ecuación de Laplace (o Poisson) cuando se conocen (o se 
pueden inferir) las condiciones de borde. 
 
EJEMPLO 12. 
Para la configuración de la Figura 32 se sabe que el potencial en los planos semi-infinitos 
definidos por V(φ=0, ρ, z) = 0 y  V(φ=π/6, ρ, z) = 100 V. Se pide calcular el calcular el 
potencial y el campo para la región entre los semiplanos (no incluido el eje z, o sea ρ = 0). 
 

φ=π/6

x

y

z

φ=π/6

x

y

z

 
Figura 32. Potencial entre placas. 

 
Solución: 
Claramente V depende sólo de φ, por lo que la ecuación de Laplace en este caso es 
 

2
2

2 2

1( ) 0 (1.72)VV r
ρ φ

∂
∇ = =

∂
v  

 
Dado que ρ=0 esta excluido del cálculo esta ecuación se convierte en   
 

2

2 0 (1.73)V
φ

∂
=

∂
 

cuya solución es de la forma  BAV += φ .  
Aplicando las condiciones de borde obtenemos para φ=0 el potencial V=0, es decir, B=0.  
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Usando la otra condición de borde para φ=π/6 tenemos 
 

π

π
600

6/100

=⇒

=

A

A  

Luego el potencial es  
          φ

π
600

=V  

 
y el campo   

φ
φρ

ˆ1)()(
∂
∂

−=•−∇=
VrVrE vvv  

φ
πρ

ˆ600)( −=⇒ rE vv  

 
 
1.7.5 Campo Eléctrico Conservativo 
 
Otra propiedad importante de los campos eléctricos se obtiene a partir de la propiedad 
matemática asociada a un campo escalar )(rf v , los cuales satisfacen la identidad 

0)( =∇×∇ f .  (1.74) 
 
Así, dado que )()( rErV vvv −=∇  ⇒ 0=×∇ E

v
 en electrostática4.  

 
Luego, para una superficie S cualquiera del espacio se cumple 
 

0=•×∇∫∫ sdE
S

vv   (1.75) 

y aplicando el teorema de Stokes 
 

∫∫∫ •=•×∇
)(SCS

ldEsdE
rrvv   (1.76) 

 
Donde C(S) es el contorno que limita a la superficie S. Podemos escribir entonces 
 

0
)()(

==•=• ∫∫ WnetoldFldEq
SCSC

rrrr   (1.77) 

Este resultado implica que el trabajo neto realizado por el campo eléctrico en una 
trayectoria cerrada es nulo. Es decir, la fuerza proveniente de un campo electroestático es 
una fuerza conservativa. 
 
Ahora veremos los campos eléctricos en la materia. Pero antes debemos definir el concepto 
de dipolo, el cual es la base para esos estudios. 
                                                 
4 Veremos luego que esto cambia cuando los campos son variables en el tiempo. 



 42

 
 
 
1.8 Dipolo eléctrico 
 
 
1.8.1 Definición Dipolo 
 
Un dipólo eléctrico se compone de dos cargas idénticas pero de signo contrario, las cuales 
se encuentran forzadas (por algún medio) a mantener distancia d constante entre ellas, tal 
como se muestra en la Figura 28. 

-q

q
d

r̂-q

q
d

r̂
 

Figura 33. Dipolo eléctrico. 
 
Se define rqdp ˆ=r   (1.78) como Dipolo eléctrico o Momento dipolar. Notar que la suma 
neta de las cargas de un dipolo debe ser nula y que el vector pr  apunta desde la carga 
negativa hacia la positiva. Las unidades del dipolo son [C•m]. 
 
 
1.8.2 Potencial Eléctrico de un Dipolo 
 
Consideremos la configuración de la Figura 34 donde r1 es la distancia de Q a P y r2  es la 
distancia de  –Q a P. 

d

•P

Q

θ’

θ”

θ

-Q
ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

1r
r

rr
2r
r

θθ cos''cos12 ddrr =≈− rr
d

•P

Q

θ’

θ”

θ

-Q
ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

1r
r

rr
2r
r

θθ cos''cos12 ddrr =≈− rr

 
Figura 34. Potencial de un dipolo. 

 
El potencial de esta configuración evaluado en el punto P es: 
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21

12

0

2102010

4
)(

11
4||||4||||4

)(

rr
rrQrV

rr
Q

r
Q

r
QrV

rr
v

rrrr
v

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−
+=

πε

πεπεπε
 

Interesa el caso cuando r1, r2>>d, o sea, cuando podemos aproximar 
 

2
21

22
21 ))(( rrrrrrrr ≈•⇒∆−=∆+∆−≈•   

Además,  
2 1

2
0

cos
cos( ) (1.79)

4

r r d
Q dV r

r

θ
θ

πε

− =

⎡ ⎤⇒ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
v

 

Dado que rkdd ˆˆcos •=θ  y si definimos kdd ˆ=
v

 y dQp
vr = , la expresión del potencial 

eléctrico producida por el dipolo se puede escribir como 
 

2
0 ||||4

ˆ)(
r
rprV v

r
v

πε
•

=   (1.80) 

 
En el caso general, el dipolo esta ubicado en un punto cualquiera 'rv  (vector que define la 
posición del punto medio del dipolo) como en la Figura 33. 
 

Q

-Q

ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

rv

'rv pv
Q

-Q

ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

rv

'rv pv

 
Figura 35. Potencial del dipolo en sistema de coordenadas arbitrario.  

 
En este caso el potencial eléctrico tiene la forma 
 

3
0 ||'||4

)'()(
rr

rrprV vv

vvv
v

−
−•

=
πε

  (1.81) 

 
 
EL campo eléctrico de un dipolo se calcula a partir de VE −∇=

v
. 
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EJEMPLO 13. 
Calcule el campo eléctrico de un dipolo kpp ˆ=v ubicado en el origen como se muestra en 
la Figura 36. 

-Q

Q θ

ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

rv

φ
-Q

Q θ

ix ˆ,

jy ˆ,

kz ˆ,

rv

φ

 
Figura 36. Campo eléctrico dipolo. 

Solución: 

2
0

3
0

4
cos)(

||'||4
)(

0'

r
prV

rr
rprV

r

πε
θ

πε

=

−
•

=

=

v

vv

vv
v

v

 

Sabemos que VE −∇=
v

, y en coordenadas esféricas 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ φ
φθ

θ
θ

ˆ1ˆ1ˆ V
rsin

V
r

r
r
VV  

V solo depende de r y θ, luego 
 

( ) ( )

)ˆsinˆcos2(
4

ˆsin
4

1
ˆ2

4
cos

0

0

3

0

θθθ
πε

θθ
πεπε

θ

+=∴

−+−=∇ −

rpE

p
r

rrpV

v
 

 
El campo resultante no depende del ángulo azimutal, ya que la configuración presenta 
simetría según φ. Además, para el caso θ = 90º el campo sólo tiene componente según θ̂ , es 
decir es perpendicular al plano x-y. 
 
Para puntos muy alejados del dipolo el campo eléctrico y el potencial disminuyen con la 
distancia según las expresiones 
 

23
1)(,1)(
r

pV
r

pE ∝∝ vvv  

 
Así, su efecto decae rápidamente con la distancia (un exponente mayor que en el caso de 
cargas puntuales). 
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1.8.3 Dipolo de un Conjunto de Cargas y Distribuciones 
 
Por extensión, también se define el momento dipolar para el caso en que se tiene un 

conjunto de cargas nqqq ,...,, 21 tal que su suma neta en nula, i.e., 0
1

=∑
=

n

k
kq , tal como se 

muestra en la Figura 37.   

O
1r
v 2r

v

nr
v

1
q

2q

nqO
1r
v 2r

v

nr
v

1
q

2q

nq
 

Figura 37. Dipolo de sistema de cargas. 
 
Para este sistema se define el momento dipolar eléctrico como: 

∑
=

=
n

k
kkrqp

1

vv  

Claramente para n=2 se tiene 2211 rqrqp vvv += , pero Qqq =−= 21 , entonces 
dQrrQp
vvvv =−= )( 21
  según habíamos visto. Notar que no depende del origen. 

 
Para el caso general de una distribución volumétrica de carga el momento dipolar asociado 
es 
 

∫∫∫ ∫∫∫
Ω

== dvrdqrp ρvvv  

 

O

Ω

)'(rvρ'rv

rv

O

Ω

)'(rvρ'rv

rv

 
Figura 38. Dipolo de distribuciones de carga. 

 
 
 
EJEMPLO 14. 
 
Se tienen 8 cargas dispuestas como en la Figura 39. Se desea saber el efecto de agregar una 
novena carga Q al sistema. 
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d/2
1q

2q

3q

4q

5q

6q

7q
8q

d/2
1q

2q

3q

4q

5q

6q

7q
8q

 
Figura 39. Dipolo de 8 cargas. 

 
Se sabe que las cargas satisfacen las relaciones ∑

∞

=
−=

1i
iqQ  (1.82)  y    

8
Qqi −=

   (1.83) Se pide 

calcular el momento dipolar en los casos: 
a) Carga Q se ubica en el centro del círculo, 
b) Carga Q se ubica en la posición x = -d/4. Donde d es el diámetro del círculo. 

 
Solución: 
a) Tomando el centro del círculo como origen del sistema de referencia se tiene 

00
8

1
=×+×= ∑

=
Qrqp

i
ii
vv . (1.84)    En este caso no existe momento dipolar. 

 
b) En este caso 

d/4
1q

2q

3q

4q

5q

6q

7q
8q

ix ˆ,

jy ˆ,

Q

d/4
1q

2q

3q

4q

5q

6q

7q
8q

ix ˆ,

jy ˆ,

Q

 
Figura 40. Dipolo 9 cargas. 
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El momento dipolar es   

idQp

idQrqp ii

ˆ
4

ˆ
4

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ∑

v

vv

   (1.85) 

 
Luego podemos reemplazar esa distribución por el dipolo: 

ix ˆ,

jy ˆ,

Q -Q

id ˆ
4

ix ˆ,

jy ˆ,

Q -Q

id ˆ
4  

Figura 41. Dipolo equivalente. 
 
Esto es lo que se vería desde una distancia 

4
dr 〉〉v . 

 
Propuesto. Calcular el torque sobre un dioplo en presencia de un campo eléctrico 
 
1.8.4 Potencial a grandes distancias 
 
Habíamos visto que para distribuciones en volumen el potencial eléctrico es 
 

∫∫∫ −
=

||'||
)'(

4
1)(

0 rr
dvrrV vv

v
v ρ

πε
 

Nos interesa evaluar la situación para el caso en que 'rr vv 〉〉 , donde es posible expandir 

el termino 
'

1
rr vv −

 en serie de la forma: 

 

+
•

+=
− 3

'1
'

1
r

rr
rrr v

vv

vvv
....Términos de Orden Superior 

 
y reemplazando en la expresión del potencial 
 

(1.85)
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TOS
r
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r
Q
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TOvdrr
r
rdvr

r
rV

TOSvdr
r

rrdv
r
rrV
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•

+=∴
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+≈⇒
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)'(
4

1')'(1
4

1)(

)'('
4

1')'(
4

1)(

v

vv

v
v

vv
v

v
v

v
v

v
v

vv

v

v
v

πεπε

ρ
πε

ρ
πε

ρ
πε

ρ
πε  

 
Claramente el primer término corresponde al potencial de la carga concentrada en un solo 
punto, mientras que el segundo término corresponde al potencial de un dipolo. En general 
cuando se tiene una distribución de carga vemos: 

 
i)  Desde muy lejos, solo la carga total 
ii) Desde más cerca, pero lejos todavía, dos cargas, es decir, un dipolo 
iii) Desde más cerca aún, cuatro cargas, cuadripolo,  
iv)etc. 

 
La relación con la distancia de los campos y potencial eléctrico de las distintas 
configuraciones se muestran en la siguiente Tabla: 

 
Tabla 1. Campos en configuraciones multipolares. 

Configuración Potencial Eléctrico Campo Eléctrico 
 Una carga q• 

 
∝ 1 ⁄ r ∝ 1 ⁄ r2 

Dos cargas q• 
(Dipolo)    -q• 

∝ 1 ⁄ r2 ∝ 1 ⁄ r3 

Cuatro cargas  
Dos dipolos q• -q• 

              -q•   q•   

∝ 1 ⁄ r3 ∝ 1 ⁄ r4 
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1.9 Problemas Resueltos 
 
 
PROBLEMA 1 
 
 Se tiene una esfera de radio 100 cm que tiene una distribución volumétrica de carga dada 

por ( ) [ ]3
0

3

/
500
3 mCrr ερ =r . Se desea anular el campo en el  casquete ubicado a 90 cm del 

centro. Para ello se dispone de las siguientes alternativas: 
a) Una carga que debiera ubicarse en el origen. Indique monto de la carga. 
b) Un casquete esférico de radio 50 cm con densidad superficial de carga constante 

σ . Indique el valor de σ . 
c) Un casquete esférico de radio 150 cm con densidad superficial de carga 

constante σ . Indique el valor de σ . 
 
 

Solución: 
 La idea es con las distintas alternativas provocar un campo eléctrico que anule el de 
la esfera para  r = 90cm, es decir que tenga el mismo valor absoluto pero distinto signo que 
el provocado por la esfera para ese mismo radio.  

Primero calculamos el campo al interior de la esfera utilizando Ley de Gauss. 
Consideremos que la esfera posee radio R, y que la densidad de carga de la esfera es 

3( )r krρ =
r  donde ε 0500

3
=k  

Debido a la naturaleza del problema conviene trabajar en coordenadas esféricas 
)',','( ϕθr , donde:  

• 'r  es la distancia al origen. 
• 'θ  es el ángulo azimutal. 
• 'ϕ  es el ángulo superior. 

Luego, 2' ' · ( )· ·dS r sen d dϕ ϕ θ=   y  2' ' · ( )· · ·dv r sen dr d dϕ ϕ θ′=  

 
     Figura P.1.1 

 

S(r)

r

R

)(rrρ

'ϕ

'θ

'r
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Queremos calcular el campo eléctrico al interior de la esfera para cualquier radio, el 
que definirá una superficie S, por lo tanto calculamos para r < R 

Tenemos que 
0

)(
·

ε
SQ

SdE TotaL

S

=∫∫
rr

 

La carga encerrada por la Superficie S es  ∫∫∫
Ω

′=
)(

)·()(
S

TotaL vdrSQ rρ  

θϕϕ
π π

ddrdsenrrKSQ
r

TotaL ··)·(·'·'·)( 2
2

0 0 0

3 ′= ∫ ∫ ∫  

6 6

0
0

'( ) 2 · cos( ) · · 4 · ·
6 6

r

TotaL
r rQ S K Kππ ϕ π

⎡ ⎤
⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Luego  
6

··4)(
6rKSQTotaL π= .  

⇒  
0

6

6
··4·

ε
π rKSdE

S

=∫∫
rr

 

Por simetría esférica, podemos suponer que el Campo Eléctrico es radial: ˆ( ) ( )E r E r r=
r r  

Lugo, el flujo eléctrico es: 2· ( ) · ' · ( )· · ·
S S

E dS E r r r sen d d rϕ ϕ θ=∫∫ ∫∫
rr ) )

� �  

Y 2 2( ) · ' · ( )· · · ( )· · ·· ( )· · ·
S S

E r r r sen d d r E r r r sen d d rϕ ϕ θ ϕ ϕ θ=∫∫ ∫∫
) ) ) )

� �  

         2( )· ·4E r r π=  
         6

0

4 · ·
6
rKπ
ε

=  

         
4

0

ˆ( ) · ·
6
rE r K r
ε

⇒ =
r r    (Campo en el interior de la esfera).  

Debemos anularlo para la distancia de 0.9 mt. Examinemos las alternativas: 
 
a) Supongamos una carga Q en el centro de la esfera, con Q por determinar. 
 

 
 
 
 
  

 
 

 
 

Figura P.1.1.1 
 
 
 
 

Q 

 

El Campo eléctrico producido por una
Carga puntual, ubicada en una posición
r ′r , sobre rr   es: 
 

3
0

( )( )
4 ·

Q r rE r
r rπ ε

′−
=

′−

r rr r
r r

 

 
Con r ′r = 0 y rr  = ˆ·r r  tenemos que 
           

2
0

( )
4 ·Q

Q rE r
rπ ε

=
)r r  

 

n
)(rrρ  
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 Por el Principio de Superposición, tenemos que:  

( ) ( ) ( )T Esfera QE r E r E r= +
r r rr r r        para todo r < 100 cm. 

En particular, esto es válido para r = 90 cm. Designaremos como r1 a este radio 
particular. Determinaremos el valor de Q tal que, ( ) 0TE r =

r r  , para  r = r1. 
4

1
2

0 0 1

( ) · · 0
6 4 ·T
r Q rE r K r

rε π ε
= + =

) rr r )  . Entonces, 
4

1
2

0 0 1

· ·
6 4 ·
r Q rK r

rε π ε
− =

)
)  

Finalmente,   
6

14 · ·
6
K rQ π

= −  

Reemplazando con los valores numéricos:    [ ]145,9·10Q C−= −  
 

b) Consideremos un radio r2 = 50 cm., El Campo eléctrico al exterior de un casquete 
uniformemente cargado con una densidad superficial de carga σ , lo calculamos por 
Gauss: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura P.1.1.2 

Por lo tanto, 
2

2

0

·4 ··
S

rE dS σ π
ε

=∫∫
rr

�  y por simetría esférica, ( ) ( )E r E r r=
r r )   

                                                   ⇒   2· ( )· ·4
S

E dS E r r π=∫∫
rr

�  

                                                   ⇒  
2

2 2

0

·4 ·( )· ·4 rE r r σ ππ
ε

=  

                                                   ⇒   
2

2
2

0

· ˆ( ) ·
·Casquete
rE r r
r

σ
ε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

r
 

 
Por el Principio de Superposición, tenemos que:  

( ) ( ) ( )T Esfera CasqueteE r E r E r= +
r r rr r r     para todo r < 100 cm. 

 

r 

σ  

r2 

0

( )· TotaL

S

Q SE dS
ε

=∫∫
rr

�  

La carga total encerrada por la superficie S , de radio 
r2 es; 
 
  ( ) ·TotaL

S

Q S dSσ ′= ∫∫�  

 
Como σ  es constante, 2

2· ·4 ·
S

dS rσ σ π′ =∫∫�  
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En particular, esto es válido para r1 = 90 cm.. Determinaremos el valor de Q tal 
que, 1( ) 0TE r =

r r . 

1 1 1

4 2
1 2

2
0 0 1

2 4
2 1
2

0 1 0

6
1

2
2

( ) ( ) ( )

· ˆ· · 0
6· ·

· · · ·
· 6

·
6·

T Esfera CasqueteE r E r E r

r rK r
r

r rK
r

rK
r

σ
ε ε

σ
ε ε

σ

= +

⎛ ⎞
⇒ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⇒ = −

⇒ = −

r r rr r r

 

 
                                                               

Reemplazando los valores numéricos:  14
21,88 10 C

m
σ − ⎡ ⎤= − • ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
c) Consideremos un radio r3 = 150 cm., El campo eléctrico provocado por un cascarón  

uniformemente cargado al interior de éste es nulo, pues la carga encerrada al aplicar la     
ley de Gauss será cero. Veámoslo matemáticamente: 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P.1.1.3 

 
 
 
 
 

⇒  No existe σ tal que el campo eléctrico en r = 90cm sea nulo. 
 
 
 
 
 
 

σ

r3 

r 

Para r < r3 

 

0
)(

0

==⋅∫∫
S

Total SQ
SdE

ε

rv
 

 
Entonces: ( ) 0CasqueteE r =

r r  
 
 
Con esto de observa que cualquier casquete con
alguna densidad de carga, cualquiera que esta
sea, no provocará campo eléctrico al interior de
el, por lo tanto no podremos anular el campo en
algún r, en particular r = 90cm con esta
alternativa. 
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PROBLEMA 2 
 Se tiene un disco circular de radio a cargado con una densidad superficial de carga 0σ  
como se muestra en la figura P.1.2 Se pide: 
 

a) Calcular el potencial en el eje z. 

b) Calcular el campo en el eje z. 

Solución: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura P.1.2 

 
Los límites de integración serán ( )a,0∈′ρ  y ( )πθ 2,0∈′ . 

 Entonces  ( )
3

2 2 2r r zρ′ ′− = +
r r  

 
Luego: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2
0

1
2 20 0 0 2

0
1

2 20 0 2

0
1

2 20 0 2

1
2 20 2

0
0

2 20

0

2 20

0

· · ·1( · ) ·
4

2 ··
4

··
2

2

2

( · )
2

a

a

a

a

d dV z z
z

d

z

d

z

z

a z z

V z z z a z

π

ρ
ρ

σ ρ ρ θ
πε ρ

πσ ρ ρ
πε ρ

σ ρ ρ
ε ρ

σ ρ
ε

σ
ε

σ
ε

′=
′=

′ ′ ′
=

′ +

′ ′
=

′ +

′ ′
=

′ +

′= +

= + −

−
⇒ = − +

∫ ∫

∫

∫

)

)

 

 a) Recordando que la fórmula para el
Potencial Eléctrico de una distribución
superficial de carga es: 

   ∫∫
′ ′−

′
=

S rr
SdrrV rr

r
r )·(

4
1)(

0

σ
πε

 

Para nuestro caso (trabajando en coordenadas
cilíndricas): 

 
     0( )rσ σ′ =

r  
·r z z=

r )  
      ·r ρ ρ′ ′=

r )  
      θρρ ′′′=′ ddSd ··  

Z

0σ ρ)

θ
)
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b)  

  

( )2 20

0

0
2 2

0

0
2 2

0

( ) ( )

( )
2

( ) ·
2

( ) ·
2

E r V r

E r z a z z
z

z zE r z
z a z

z zE r z
z a z

σ
ε

σ
ε

σ
ε

= −∇

⎧ ⎫−∂
⇒ = − − +⎨ ⎬∂ ⎩ ⎭

⎛ ⎞
⇒ = ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞
⇒ = −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

r r r

r r )

r r )

r r )

 

 
PROBLEMA 3 

La figura P.1.3 muestra un tubo de rayos catódicos como los usados en los 
televisores. El tubo produce un flujo de electrones que entran con una velocidad inicial de 
v0 en la dirección horizontal, a un espacio limitado entre dos placas. Estas placas tienen 
densidades superficiales de carga dadas por +σ  y -σ , lo cual provoca un campo eléctrico 
perpendicular a ellas. A una distancia L de las placas se encuentra una pantalla de largo 2S. 
Determine lo siguiente: 
 

a) La velocidad con que los electrones salen de la región entre las placas (considere 

velocidad en las dos direcciones). 

b) La condición sobre la distancia L para que ningún electrón salga de la pantalla 

(de largo 2S). 

Datos:   d = 10e-7 m.   M = 9.107e-31 Kg. 
              W = 3 m   q = 1.602e-19 C 
  σ  = 10e-21 C/m2  0ε = 8.854e-12 F/m 
  S = 10 cm   v0 = 3e+4 m/s. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             Figura P.1.3 
 

d 

L W 

-σ  

V0 
σ  

x 

S 

S 
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Indicación: Considere que el campo eléctrico es cero fuera de la región entre las placas. 
Considere asimismo, que existe gravedad. 
Solución: 

·F m a=
r r  

 
Donde eléctrica pesoF F F= +

r r r
 dentro de la zona de placas.  Como ·eléctricaF q E=

r r
, debemos 

calcular el Campo eléctrico producido por las placas paralelas. 
 
 Debido a que el ancho w de cada una   placas es mucho mayor, que la separación 
entre ellas, d, podemos  considerar que el Campo es el producido por la superposición 
de dos placas con densidad de carga de signo opuesto. Para determinar el campo 
eléctrico en esta zona, necesitamos saber el producido por una Placa cargada con una 
densidad σ  uniforme. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Figura P.1.3.1 
 

 Si ∞→a  , entonces  
0

( ) · ·
2

zE r z
z

ψ
ε

=
r r ) , lo cual equivale a: 

zrE )rr
·

2
)(

0ε
ψ

= , si estamos sobre el Disco,  y  zrE )rr
·

2
)(

0ε
ψ

−= , si estamos bajo el disco, 

suponiendo que ψ estrictamente positivo. 
En el problema utilizaremos los ejes x, y con los vectores unitarios î , ĵ , 
respectivamente. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Considerando un disco delgado de radio a con
densidad de carga uniforme ψ , se sabe que el
campo eléctrico en el eje Z es: 
 

2 2
0

( ) ·
2

z zE r z
z a z

ψ
ε

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

r r )   (problema anterior)

 

Z

ψ

σ+

σ−

v0 

d 

w L

S

S

X 

 
ĵ
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Figura P.1.3.2 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P.1.3.3 
 

 ⇒
0

· ˆ· ·eléctrica
qF q E jσ
ε

= = −
r r

 

 
Sea qQ −=  
Tal que [ ]191,602·10Q C−− = −  
 
Como condición inicial, podemos suponer que los electrones salen por el medio de la 
zona de placas, con velocidad solo en la horizontal. 
 
 Con esto:    ·eléctrica pesoF F m a+ =

r r r  
 

  
0

·ˆ ˆ ˆ ˆ· · · · · ·Qm g j j m xi m y jσ
ε

− + = +&& &&   

 
Ecuaciones de movimiento: 

Según  î : De la ecuación anterior, vemos que no hay fuerzas que actúen sobre el 
eje X                                                 

                  ⇒ 0· =xm &&  
⇒  0vctex ==&  
⇒ 10 ·)( Ctvtx +=  
 Como x(t=0)=0 ⇒   C1=0  
⇒ tvtx ·)( 0= . 
 
Existe un tiempo t1 tal que x(t1) = w; Entonces v0·t1=w: 

 luego: 
0

1 v
wt =  

 

Para este sistema de placas,  
En las regiones I y en III los campos se anulan ( por
ley de gauss carga total encerrada nula). En II se
refuerzan, es decir se suman los efectos de ambas
placas, quedando un campo que va de la placa con
carga positiva, a la placa con carga negativa. 
 

Luego, 
0

ˆ( ) ·E r jσ
ε

= −
r r ,    si ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∈
2

,
2

ddy  

d/2 

-d/2 

σ+  

σ−  

I 

II 

III 
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Según ĵ  :   Ambas fuerzas (eléctrica y de gravedad) actúan sobre el eje Y 

0

2 2
0

0

2

0

·

·( ) · ( 0) 0, 0
·

( )

·( ) · 0 ( 0) 0
· 2

o

Qm y mg

Qy g
m

Qy t g t C como y t C
m

Qy t g t
m

Q ty t g pues y t
m

σ
ε

σ
ε

σ
ε

σ
ε

σ
ε

⋅
= − +

⋅
⇒ = −

⋅

⎛ ⎞
⇒ = − + = = ⇒ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⋅

⇒ = − ⋅⎜ ⎟⋅⎝ ⎠
⎛ ⎞

⇒ = − + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

&&

&&

& &

&

 

Evaluando en 
w
v

t 0
1 =  (tiempo que demora un electrón en salir de las placas) 

1
0 0

·( ) ·
·

Q wy t g
m v

σ
ε

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
&     ∧   

2

1 2
0 0

·( ) ·
· 2

Q wy t g
m v

σ
ε

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
De esta manera, hemos encontrado tanto la posición de salida, como la velocidad de salida 
del sector de las placas bajo los  campos eléctrico y gravitatorio. 
 

Luego:   j
v
wg

m
Qivvsalida

ˆ··
·
·ˆ

00
0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

ε
σr  

b) Necesitamos ahora las ecuaciones de las partículas a partir del instante en que dejan las 
placas hasta que llegan al la pantalla de largo 2S. Para estas nuevas ecuaciones ya 
tenemos las condiciones iniciales, las que vienen dadas por continuidad, por las 
ecuaciones antes encontradas. 

 
 

0
0 0

·ˆ ˆ( 0) · · ·
·

Q wv t v i g j
m v

σ
ε

⎛ ⎞
= = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

r  

 
2

2
0 0

· ˆ( 0) · · ·
· 2

Q wr t w i g j
m v

σ
ε

⎛ ⎞
= = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

)r  

 
 
 
 
 
 
 El electrón se ve afectado por una única fuerza, la que corresponde al de gravedad 
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·pesoF m a=

r r  
 

ˆ ˆ· · · · · ·m x i m y j m g j+ = −
)

&& &&  
 
Según  î : No hay fuerzas según x 
                 ⇒    · 0m x =&&  
            ⇒  0vctex ==&  

                       ⇒ 10 ·)( Ctvtx += ; Como wtx == )0(   C1=w  
⇒ wtvtx += ·)( 0 . 
 
Existe un tiempo t2 tal que x(t2) = L; Entonces Lwtv =+⋅ 20 : 

Luego: 
0

2 v
wLt −

=  

 
Según ĵ  : Tenemos solo la fuerza de gravedad 

 ⇒  gmym ⋅−=&&·    
 ⇒  gy −=&&  

                   ⇒ 3)( Ctgty +⋅−=&   
                  Aplicando la condición de borde 

                         ⇒ 3
00

·
·
·)0( C

v
wg

m
Qty =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

ε
σ

&   

 

 ⇒  
00

·
·
··)(

v
wg

m
Qtgty ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

ε
σ

&  

 
 

Ahora, determinamos la posición: 
 

4
00

2 ··
·
·

2
·)( C

v
twg

m
Qtgty +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

ε
σ

 

 

2
0

2

0
4 2

·
·
·)0(

v
wg

m
QCty ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−===

ε
σ   

 

⇒ 2
0

2

000

2

2
·

·
···

·
·

2
·)(

v
wg

m
Q

v
twg

m
Qtgty ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

ε
σ

ε
σ  
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 Ya que con el tiempo t2 tenemos que la partícula impacta en la pantalla, para que no 

se salga, en el peor caso, 2( )y t S= − . Con 
0

2 v
wLt −

=   

 

⇒
( ) ( )2 2

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

·· ·· · ·
2· · · 2

L w w L wL w Q Q wy t g g g S
v v m v m v

σ σ
ε ε

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= = − + − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
Después de poco de trabajo algebraico, se llega a una Ecuación de Segundo grado 

para L: 
 

 
2

2 2 0

0 0

2· ·· ··2 1 1 0
· ·

S vQ QL L w g w g
m m g

σ σ
ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − + + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
 

 Para discernir datos sobre esta ecuación, se sustituimos los valores entregados, en el 
Discriminante, resultando este ser positivo. Por ello, esta ecuación posee Raíces Reales y 
Distintas. Tomaremos la que sea positiva, o en el caso de que ambas sean positivas, la de 
menor módulo. 
 

2
20

1,2
0 0 0

8· ·· 1 · ·· 1 · 4 · · 1
· 2 · ·

S vQ Q QL w g w g g
m g m m

σ σ σ
ε ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − ± + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
 Para los valores del problema, la solución que nos sirve, es: 
 

[ ]4319,03439·L m=  
 
 
Como comentario: A pesar de que sea un valor muy alto, es razonable, debido a la casi nula 
masa del electrón y su velocidad muy alta. 
 
PROBLEMA 4 
 
 Considere el sistema de la figura P.1.4, el cual se compone de dos planos infinitos, 
separados a una distancia d, conteniendo densidades de carga σ0 y -σ0,  respectivamente. 
Entre los planos se ubica una esfera sólida que contiene un material cargado el cual puede 
superponerse con una distribución volumétrica constante ρ0.  

 
Se pide: 
 
a) Calcular el campo eléctrico en el centro de la esfera. 

 
b) Calcular el campo eléctrico en un punto A situado en el plano meridiano a una     
distancia  L del plano derecho. 
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c)Si una partícula de carga –q y masa m se ubica a una distancia δ del centro de la            
esfera en el eje z, (no importa dirección). Calcule la ecuación de movimiento de la partícula 
y obtenga la posición en el eje Z en función del tiempo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              Figura P.1.4 
 
 

 
 

 
Solución: 
 

a) Lo primero será encontrar los campos provocados por las placas y la esfera por 
separado para así por superposición encontrar el campo total. 

En este caso buscamos el campo entre las placas dentro de la esfera. 
Utilizando un resultado del problema tres, tenemos que para una  placas el campo eléctrico 
está dado por:  

                      0

0

ˆ( ) ·
2

yE r j
y

σ
ε

=
r r  

Para este caso  
 
Placa 1: Consideramos la placa con carga positiva  para  y mayor que cero 
 

 0

0

ˆ( )
2

E r jσ
ε

⇒ =
r r  

 
Placa 2: Consideramos la placa con carga negativa para y menor que cero 
 
  

A

ρ0 

σ0 −σ0 

i

J

k
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0

0

0

0

ˆ( ) ( )
2

ˆ( )
2

E r j

E r j

σ
ε

σ
ε

−
⇒ = −

⇒ =

r r

r r
 

 
 
Esfera: La esfera genera un campo con dependencia radial ( r$ ).  Utilizando la ley de Gauss 
(para r < d/2) obtenemos que: 

2 30

0

0

0

4( ) 4
3

ˆ
3

E r r r

E r r

ρπ π
ε

ρ
ε

⋅ = ⋅

⇒ = •
r

 

  
 
 Evaluando esta expresión en el origen obtenemos que 0=esferaE

v
 

 
 
 
Finamente tenemos el campo total estará dado por: 
  

 $0
1 2total plano plano esfera

o

E E E E jσ
ε

= + + =
r v v v

 

 
b) Debemos calcular el campo para un punto A como se muestra en la figura P.1.4  
 
 
 

 
Placas: Ambas placas producen campos en sentidos opuestos, por  lo que se anularán en 
cualquier punto que no esté entre las placas, esto se aprecia en la figura P.1.4.1. Para un 
punto a la derecha de ambas placas 
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura P.1.4.2 

A 

 

σ0 −σ0 

i

J

k
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Luego el único campo que aporta es el producido por la esfera. 
 

Esfera: Utilizaremos la ley de Gauss para calcular el campo. 
 

Ocupando 
0ε

encQSdE =•∫∫
vv

, calculamos el campo producido por ella: 

 

2

0

3

0

3

0

4)(

623
4

rrESdE

dddVQ

casquete

esfera
enc

π

ρπρπρ

⋅=⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅=

∫∫

∫∫∫
vv

 

 

Con ello concluimos que el campo fuera de la esfera es r
r

d
E ˆ

24 0
2

0
3

ε
ρ
⋅

⋅
=

v
 

 El punto A se encuentra a una distancia Ldr +=
2

 del centro de la esfera. 

Luego reemplazando este valor en la expresión del campo se obtiene que: 
 

r
Ld

d
E ˆ

2
24 0

2
0

3

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅
=

ε

ρv
 

c)Tenemos que : 
 

amF =  
donde 
 

ikzE

dxEdxEzrEEconEqF placaplaca

ˆˆ
3

)2/()2/()(

0

0

0

0

00

ε
σ

ε
ρ

σσ

+=

=+=+=== −

 

 
(Notar que en r = z  kr ˆˆ =  ) 

 
 
   
 

separando por componentes, se obtiene: 
 
 
 
 

0 0

0 0

ˆ ˆ
3

zF q k i maρ σ
ε ε

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

ur r
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Eje z: 
 

zmzq
&&=

0

0

3ε
ρ  

 
Se propone la solución de la forma: 

m
q

AemAeq

Aetz

tt

t

0

0

2

0

0

3

3

)(

ε
ρα

α
ε
ρ αα

α

=⇒

=⇒

=

−−

−

 

0

03( )
q

t
mz t Ae

ρ
ε

−

⇒ =  
 

Luego, como  

0

03

( 0)

( )
q

t
m

z t A

z t e
ρ

ε

δ δ

δ
−

= = ⇒ =

⇒ =
 

  
 
 
 
 
PROBLEMA 5 
 

En la Figura P.1.5 se muestra una distribución lineal de carga  λ0, infinita, la cual es 
rodeada por la distribución volumétrica de carga, que en coordenadas cilíndricas tiene la 

forma 0( , , )r z
r
ρρ θ = , la cual se extiende hasta un radio r = a. Entre ambas densidades 

existe la relación 0 02 aλ π ρ= −   
 

a) Calcule el campo eléctrico en todo el espacio 

b) Calcule el potencial eléctrico en todo el espacio 

c) ¿Cuál es el trabajo que el campo calculado en la parte a realizaría para traer una 

carga q desde el infinito a la posición r = a? 
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Figura P.1.5.1 

Solución: 
 
a)Calcularemos los campos eléctricos producidos por ambas distribuciones de carga para 
luego encontrar el campo total por el principio de superposición, es decir el campo total 
será la suma de ambos. 
 
Para la distribución lineal 
 

∫∫ =⋅
o

encQsdE
ε

rr
      con    rrErE ˆ)()( =

r
 

 
 
 
En la integral: 

∫∫∫∫ ∫∫ ⋅==⋅=⋅
MantoManto

rLrEdsrEdsrEsdE π2)()()(rr
 

 
Pero:  Qenc = λ0 · L 
Entonces podemos escribir: 
 

0( ) 2

( )
2

E r rL L
oE r
r

π λ
λ
π

⋅ =

⇒ =
 

 
Entonces el campo eléctrico producido por la distribución lineal: 
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r
r

orE ˆ
2

)(
π

λ
=

r
 

 
Ahora, para la distribución volumétrica: 
 

∫∫ =⋅
o

encQsdE
ε

rr
      con    rrErE ˆ)()( =

r
 

 
Tenemos dos casos: 
1) Para  r a<  
 

0

2

0 0 0 0

0

0

1

2 ( ) 2

( )

enc

L r
o

o

o

Q E ds

rdrd dz E ds
r

rL E r rL

E r r

π

ε

ρ θ
ε
πρ π

ε
ρ
ε

= ⋅

⇒ = ⋅

⇒ = ⋅

⇒ =

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫∫

r r

r r

$

 

 
Pero:  

0 02
2

ˆ( )
2 o

oa o
a

oE r r
a

λλ π ρ ρ
π

λ
π ε

= − ⇒ = −

⇒ =
r

 

 
 
 
 

2) Para r > a 
 

0

2

0 0 0 0

0

0

1

2 ( ) 2

( )

enc

L a
o

o

o

Q E ds

rdrd dz E ds
r

aL E r rL

aE r r
r

π

ε

ρ θ
ε
πρ π

ε
ρ
ε

= ⋅

⇒ = ⋅

⇒ = ⋅

⇒ =

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫∫

r r

r r

$
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Aplicando nuevamente la relación entre las densidades 
 

   ˆ( )
2 o

oE r r
r

λ
π ε

⇒ = −
r

 

 
Finalmente el campo en todo el espacio está dado por: 
 

 
ˆ

( ) 2 2
0

o o

o o r P a r a r a
E r r a

P a r a r a

λ λ
π ε π ε

⎧ ⎛ ⎞− <⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪ >⎩

r

 

 
b) Para calcular el potencial se sabe que: 
 
  VrdE ∆=⋅− ∫

rr
       con    rdrrd ˆ=

r  
 
1) Para r < a 
 

1

0

0

2

( )

ˆ
2 2

1 1
2

2 2

r

o o

r

o

o

V r E dr

o o r drr
r a

o drr
r a

o rr r
a

λ λ
π ε π ε

λ
πε

λ
πε

= − ⋅

⎛ ⎞= − − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫

∫

r r

$

$

 

 
2) Para r > a 

2 ˆ( ) 0 0V r E dr drr K cte= − ⋅ = − ⋅ = + =∫ ∫
r r  

 
Para encontrar el valor de esta constante, nos basamos en la continuidad del campo 
eléctrico y por ende el potencial 

1 2

2

2

( ) ( )

2 2

4

( )
4

o

o

o

V r a V r a

o aK a
a

a oK

a oV r

λ
πε
λ
πε

λ
πε

= = =

⎛ ⎞
⇒ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

⇒ =

⇒ =
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Finalmente el potencial en todo el espacio es: 
 
 

2

2 2( )

4

o

o

o rr Para r a
aV r

a o Para r a

λ
πε
λ
πε

⎧ ⎛ ⎞
− ≤⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠= ⎨

⎪ ≥⎪⎩

 

 
 
c) Tenemos la que el trabajo está dado por: 
 

  W F dr qE dr= ⋅ = ⋅∫ ∫
r rr r

 

Para a> 0 tenemos que 0 ( )
4 o

a oE V r cte λ
πε

= ⇒ = =
r

 

  
( )

4 o

W qE dr q E dr q V r

a oW q λ
πε

= ⋅ = ⋅ =

⇒ =

∫ ∫
r rr r

�

�
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1.9 Problemas propuestos 
 
PROBLEMA 1 
Considere el sistema de la Figura PP.1.1, en el cual se conocen los valores para el potencial 
eléctrico en los planos cilíndricos definidos por los radios r=a, donde el potencial es nulo, y 
r=b donde vale V0.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura PP.1.1 
 

Suponiendo que los campos sólo dependen de r, se pide: 

a) Calcule el campo eléctrico para a<r<b y ángulos menores a α (región I). 

b) Si ahora este espacio (región I) se rellena con una densidad de carga en volumen 
2)( rkr =vρ , calcule el nuevo campo eléctrico en esa región. 

 

PROBLEMA 2  
Se tiene una cinta de ancho 4a cargada con una con una densidad superficial de carga σ. A 

la cinta le falta un pedazo en forma de circunferencia de radio a, tal como se ilustra en la 

Figura PP.1.2. Para esta configuración determine el vector campo eléctrico y el potencial en 

el eje z. 
  
   
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura PP.1.2. 

a 

b 

α

I 

Z

a 

4a 



 69

PROBLEMA 3 
Se observa la siguiente distribución de carga: 

• El tubo macizo interior posee radio a y una densidad homogénea 1ρ . 
• El cilindro intermedio posee un radio interior b y un radio exterior c. Además de 

una densidad homogénea 2ρ . 
• El manto exterior posee una densidad homogénea superficial σ  y radio d. 
• Todos los elementos son infinitamente largos. 
 

Calcule E en todo el espacio.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

d

σ

c

b 

1ρ

2ρ

a 
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CAPITULO 2. PROPIEDADES DIELÉCTRICAS DE LA MATERIA 

 
2.1 Introducción 
 
Hasta aquí hemos visto las propiedades de la carga eléctrica en el vacío. En este capítulo 
veremos la forma que adoptan los campos eléctricos en la materia. Por materia 
entenderemos una distribución de carga que se mantiene restringida a un espacio definido. 
En términos generales hay tres clases de materiales: 
 

I. Dieléctricos o aislantes: donde las cargas sólo pueden desplazarse en torno a su 
posición de equilibrio 

II. Conductores: donde las cargas pueden moverse libremente en la superficie o al 
interior del material 

III. Semiconductores: un material que presenta en distinto grado (generalmente con un 
comportamiento muy no lineal) las propiedades tanto de dieléctricos como de 
conductores 

 
Conductores son típicamente los metales como el cobre y el aluminio. Aislantes son 
materiales como el vidrio y las cerámicas, o líquidos como el aceite. Semiconductores son 
aleaciones especiales compuestas de silicio o germánio. Estos últimos se usan en la 
fabricación de chips para PC. En este curso sólo estudiaremos los dieléctricos y los 
conductores, ya que la gran mayoría de los materiales corresponde a una combinación 
directa de estas dos clasificaciones.  
 
 
 
2.2 Modelo de los Materiales Dieléctricos 
 
 
En los dieléctricos las cargas no pueden desplazarse libremente y sólo pueden producirse 
pequeñas rotaciones en torno a un punto de equilibrio fijo según veremos a continuación. 
 
 
2.2.1 Materiales No Polares 
 
Para entender el efecto macroscópico de un campo eléctrico sobre un material dieléctrico 
consideremos un átomo de un dieléctrico formado por una nube de electrones cuya carga 
negativa neta es –Q y un núcleo fijo consistente de cargas positivas con carga total Q, 
según se muestra en la Figura 42. 
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Figura 42. Modelo de átomo. 

 
Al aplicar un campo eléctrico externo  la configuración de cargas experimenta una leve 
deformación según se muestra en la Figura 43 (se desprecian los efectos de los propios 
campos de las cargas entre sí): 
 

+

-
-

-

--

-

- Q

E
v

+

-
-

-

--

-

- Q

E
v

 
Figura 43. Átomo en presencia de campo eléctrico. 

 
Desde una cierta distancia (mucho mayor que las distancias atómicas) esta deformación 
puede representarse mediante un dipolo de la forma (ver Ejemplo 13): 
 

+ -
Q -Q

d

+ -
Q -Q

d
 

Figura 44. Representación mediante dipolo. 
 
Así entonces, al aplicar un campo externo el material presentará pequeños desplazamientos 
de sus electrones en torno a una posición de equilibrio, los cuales pueden representarse a 
través de dipolos. 
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Notar que en este modelo, el material no posee dipolos con antelación a la aplicación del 

campo externo E
v

. Por ello estos materiales se llaman no polares. 
 
 
2.2.2 Materiales Polares 
 
Existen otros materiales, que por su estructura molecular poseen dipolos en forma natural, 
los cuales se encuentran generalmente orientados en forma aleatoria5, tal como se muestra 
en la Figura 45. Estos materiales se llaman polares (constituidos de moléculas polares). 

 

-
-

-

+

+
+

En ausencia de 

0, =PE
vv

-
-

-

+

+
+

En ausencia de 

0, =PE
vv

 
Figura 45. Elemento de volumen en un medio material polar. 

 
En estos materiales, al aplicar un campo eléctrico externo se produce una alineación de los 
dipolos: 

-
-

-

+

+

+E
v -

-

-

+

+

+E
v

 
Figura 46. Medio material polar frente a un campo. 

 
En estos materiales tampoco se produce una traslación significativa de cargas ya que su 
estructura atómica impide el movimiento (fuerzas inter-nucleares).  

                                                 
5 Existen unos materiales llamados ferroeléctricos en los cuales existe una polarización permanente en ausencia de campo 
eléctrico externo, aunque su número es muy reducido en la naturaleza. 
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2.2.3 Vector Polarización 
 
Según vimos, en los dieléctricos sólo se produce desplazamiento de cargas en torno al 
punto de equilibrio. Así, para un elemento de volumen del material dieléctrico (polar o no 
polar) tendremos una nube de dipolos como se muestra en la Figura 47.  

Elemento de Volumen v′∆

1pv
2pv

3pv

KpvNpv

Elemento de Volumen v′∆

1pv
2pv

3pv

KpvNpv

 
Figura 47. Elemento de volumen en un medio material. 

 
Definimos el vector polarización P

v
(mayúscula) como el momento dipolar por unidad de 

volumen de un dieléctrico, es decir, 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′∆
=

′∆
=

∑∑
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→′∆

=

⎯→⎯′∆ v

p

v

dQ
P

N

k
k

v

N
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v
LimLim 1

0

1

0

vv

v
 

Donde los N dipolos kpv  se encuentran en el volumen 'V∆ . 
 
 
 
2.3 Potencial Eléctrico en la Materia 
 
 
Consideremos ahora la expresión del potencial eléctrico producido por el elemento de 
material de volumen v ′∆ , según se muestra en la Figura 48. 

0

rv
v′∆

'rv

0

rv
v′∆

'rv

 
Figura 48. Potencial eléctrico de elemento de volumen. 
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Si suponemos que el elemento de volumen 'v∆  puede representarse por un dipolo 
equivalente dp P v= ⋅ ∆

vv , entonces el potencial en una posición rv será: 
}

3
0

3
0

' ( ') (2.1)
4 '

1 ( ')( ) ' (2.2)
4 '

dp

P v r rdV
r r

P r rV r dv
r r

πε

πε Ω

∆ • −
=

−

• −
=

−∫∫∫

v

v v v

v v

v v v
v

v v

  P
v

:Vector polarizacion 

Donde Ω es el espacio del medio material en donde están los dipolos. Sabemos por otro 
lado que 

3
1 '' (2.3)

' '
r r

r r r r
−

∇ =
− −

v v

v v v v
  (probarlo) 

Luego podemos escribir 

∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∇•= '
'

1'
4

1)(
0

dv
rr

PrV vv
vv

πε
   (2.4) 

 
utilizaremos ahora la identidad fAAfAf ∇•+•∇=•∇

vvv
, con ello 

 

0

1 1' ' ' (2.5)
' ' '

1 1( ) ' ' ' (2.6)
4 ' '

P P P
r r r r r r

PV r P dv
r r r rπε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∇ • = ∇ • + •∇⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⇒ = ∇ • − ∇ •⎨ ⎬⎢ ⎥− −⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫∫∫

v
v v

v v v v v v

v
vv

v v v v

 

 
El teorema de la divergencia establece que 

( )

(2.7)
S

AdV A ds
Ω Ω

∇ ⋅ = ⋅∫∫∫ ∫∫
v v v

�
    

y aplicándolo a nuestro desarrollo  

0 0( )

1 1 '( ) '
4 ' 4 'S

P ds PV r dv
r r r rπε πεΩ Ω

⋅ ∇ ⋅
= + −

− −∫∫ ∫∫∫
v vv

v
v v v v�  (2.8)  

 
Si escribimos el elemento diferencial dSnPSdP ˆ⋅=⋅

vvv
  podemos escribir el potencial como 

∫∫∫∫∫
ΩΩ −

⋅∇
−+

−
•

= '
'

'
4

1
'

ˆ
4

1)(
0)(0

dv
rr
P

rr
dsnPrV

S
vv

v

vv

v
v

πεπε
   (2.9) 

 
2.4 Distribuciones de carga de polarización 
 
Ahora recordemos que para distribuciones de carga en el vacío teníamos las siguientes 
expresiones para el potencial: 
 

En volumen:  ∫∫∫ −
=

V rr
dVrrV

'
')'(

4
1)(

0
vv

v
v ρ

πε
     (2.10) 
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En superficie:  ∫∫ −
=

S rr
dsrrV
'

')'(
4

1)(
0

vv

v
v σ

πε
     (2.11) 

( )'rvρ

( )'rvσ

( )'rvρ

( )'rvσ
 

Figura 49.Cargas de polarización. 
 
Por lo tanto, al comparar estas expresiones puede concluirse que la expresión para el 
potencial de los medios materiales corresponde al potencial producido por una distribución 
volumétrica de carga igual a PrP

vv ⋅−∇= ')'(ρ  (2.12) y otra de superficie igual a nPrP
vvv ⋅=)'(σ  

(2.13). En otras palabras, al aplicar un campo eléctrico a un material dieléctrico, este se 
comporta como una distribución de carga en volumen ρP y otra en su superficie σP, tal 
como se muestra en la Figura 50. 

Material dieléctrico

⇒
E
v E

v

Pσ

( )'rP
vρ

Material dieléctrico

⇒
E
v E

v

Pσ

( )'rP
vρ

 
Figura 50. Modelo de medios materiales. 

 
Es importante destacar lo siguientes aspectos: 

• Las cargas de ρP y σP  no se mueven (se obtienen de la rotación de los dipolos). 
• La carga neta del material sigue siendo nula. En efecto: 

 

( ) ( )

( )P P
S S

r dv ds Pdv P dsρ σ
Ω Ω Ω Ω

+ = −∇ ⋅ + ⋅∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫ ∫∫
v v v

� �    (2.14) 

 

0

)()(

)()(

=

⋅+⋅−=

⋅∇−=′+′

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

ΩΩ

ΩΩ

SS

P
P

sdPsdP

Pdvdsrdvr

vvvv

vv σρ

 

• ρP y σP obedecen a la alineación que ofrecen los dipolos del material dieléctrico y 
no corresponden a cargas libres al interior de él. 
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EJEMPLO 14 
Un cubo dieléctrico de lado l y centrado en el origen tiene una polarización radial raP vv

= , 
donde a es una constante y  kzjyixr ˆˆˆ ++=v . Se pide encontrar las densidades de carga de 
polarización y la carga total al interior del cubo y en su superficie. 

Y=l/2
Y=-l/2

kz ˆ,

jy ˆ,

ix ˆ,

Y=l/2
Y=-l/2

kz ˆ,

jy ˆ,

ix ˆ,  
Figura 51. Dieléctrico cúbico. 

Solución: 
En volumen ( )

( ) ]/[3

ˆˆˆˆˆˆ

3mcaaaa

kazjayiaxk
z

j
y

i
x

P

P

P

−=++−=

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=⋅−∇=

ρ

ρ
v  

 
O sea, se tiene una distribución en volumen de carga constante al interior del cubo. 
 En superficie nPP

vv
⋅=σ , por lo tanto tendremos una distribución por cada cara del cubo: 

 

Plano x-z. Con y=l/2, 
2

ˆ)ˆˆ
2

ˆ(ˆˆˆ aljkazjlaiaxnPjn =⋅++=⋅⇒=
v

 

Con y=-l/2, jn ˆˆ −=  

2
)ˆ(ˆˆ

2
ˆˆ¨ aljkazjlaiaxnP =−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+=⋅⇒

v  

Similarmente para las otras caras se tiene 
2
al

=σ  

Carga total al interior del cubo: 
33 33 alQaldV T

V
P −=⇒−=∫∫∫ρ  

Carga en las caras: 

• Por cada cara 
2

3
2 alQl cara =⇒σ  

• Seis caras   33alQcaras =⇒  
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Notar que la carga total es  caasT QQQ +=  
   033 33 =+−= alal  el material dieléctrico tiene carga neta nula.  

 
 
 
2.5 Generalización de la 1ª ecuación de Maxwell 
 
 
Consideremos ahora el caso general en que tenemos una distribución de cargas libre ρ al 
interior de un material dieléctrico (puesta allí a propósito). La 1ª ecuación de Maxwell 

indica
0ε

ρ totalE =⋅∇
v

    (2.15). 

Aquí ρtotal  corresponde a la carga total que es fuente de campo eléctrico. Por ello, en este 
caso corresponde a la carga libre al interior del dieléctrico más las distribución de carga de 
polarización.  
Así,  ρtotal = ρL + ρP  (2.16)  donde ρL densidad de carga libre y ρP densidad de polarización. 
Luego, podemos escribir 

EPL

v
0ερρ ⋅∇=+ ,   (2.16) 

ó     PL E ρερ −⋅∇=
v

0   (2.17) 
pero PP

v
⋅−∇=ρ   

0

0

(2.18)

( ) (2.19)
L

L

E P

E P

ρ ε

ρ ε

= ∇⋅ + ∇ ⋅

= ∇⋅ +

v v

v v  

Se define PED
vvv

+= 0ε  (2.20) como el vector desplazamiento eléctrico en medios 
materiales. Con ello 

DL

v
⋅∇=⇒ ρ    (2.21) 1ª Ecuación de Maxwell. 

Integrando en volumen 

(2.22)

to talQ

L

to tal

dv D dv

Q D ds

ρ
Ω Ω

⋅ = ∇ ⋅

= ⋅

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫

64748 v

v v
�

 Ley de Gauss en medios materiales 

 
Notar que en estas expresiones E

v es el campo eléctrico total, el cual es resultante tanto de 
fuentes externas como de las cargas libres ρL y las de polarización ρP. A su vez, en el 
espacio vacío 0=P

v  y se cumple  ED
vv

0ε=  según habíamos visto anteriormente. 
 
 



 78

 
2.6 Constante Dieléctrica 
 
 
2.6.1 Polarización de medios materiales 
 
En la mayoría de los materiales 0=P

v
en ausencia de campo eléctrico y en general la 

polarización P
v

 de los materiales varia con la intensidad del campo eléctrico aplicado. La 
atmósfera es un típico ejemplo de un medio en el cual la polarización varía con la altitud. 
Dependiendo de la forma en que se efectúa esa variación los materiales se clasifican de la 
siguiente forma: 
 

• ⇒= EP
vv

α   Materiales lineales 

• ⇒= ErP
vvv

)(α Materiales isótropos. Aquí EP
vv

//  
• α  constante ⇒ material homogéneo. 

 
Se acostumbra a escribir:       EP e

vv
0εχ=   (2.23) 

donde eχ es la susceptibilidad eléctrica de un material y corresponde a una medida de cuan 
susceptible o sensible es un material al campo eléctrico aplicado. En general eχ  es una 
matriz que considera todas las posibles variaciones de la polarización con el campo 
aplicado. Sustituyendo la expresión de P

v
 en la definición del vector desplazamiento queda 

 
0 0

0

(2.24)
( ) (2.25)

e

e

D E E
D I E

ε χ ε

ε χ

= +

= +

v v v

v v     

 
Se define 

er I χε +=  (2.26) como la permitividad dieléctrica relativa del material dieléctrico 

y rεεε 0= como la constante dieléctrica del material, también llamada Permitividad 
dieléctrica (recordemos que 0ε es la permitividad del espacio vacío definida anteriormente). 
Con ello   

ED
vv

ε= . (2.27) 
 
Así, en general la constante dieléctrica será variable al interior del material, siendo la 
expresión más general de estos cambios  
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  (2.28) ,  y en general )(rijij
vεε = .  
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2.6.2 Clasificación de materiales dieléctricos 
 
En base a la constante dieléctrica los materiales se clasifican en  
 

a) Material lineal si ED
vv

ε= ,  

b) Material isótropo si ErD
vvv

)(ε= , 
c)  Material homogéneo si ED

vv
ε= , con ε constante. 

 
A continuación se ilustran las distintas posibilidades para un material específico: 
 

i) Material lineal, isótropo y homogéneo 
 

Situación con campo aplicadoSituación sin campo aplicado

E
v

Situación con campo aplicadoSituación sin campo aplicado

E
v

 
Figura 52. Material lineal, isótropo y homogéneo. 

 
Aquí se cumple que EP

vv
α=  ; EyPD

vvv
,  son paralelos y ED

vv
ε=  con ε  constante. 

 
 
ii) Material lineal, isótropo y no homogéneo 
 

Situación con campo aplicadoSituación sin campo aplicado

E
v

Situación con campo aplicadoSituación sin campo aplicado

E
v

 
Figura 53. Material lineal, isótropo y no homogéneo. 

 
Aquí se cumple que EP

vv
α=  ; EyPD

vvv
,  son paralelos y ED

vv
ε=  con )(rvεε = . 
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iii) Material lineal, anisótropo (no isótropo) y no homogéneo 
 

Situación con campo aplicadoSituación sin campo aplicado

E
v

Situación con campo aplicadoSituación sin campo aplicado

E
v

 
Figura 54. Material lineal, anisótropo y no homogéneo. 

 
Aquí se cumple que EP

vv
α=  ; EyPD

vvv
,  no son paralelos y [ ]ED

vv
ε=  con )(rjiij

vεε = . 

 
iv) Material no lineal, anisótropo (no isótropo) y no homogéneo 
 

Situación con campo aplicadoSituación sin campo aplicado

E
v

Situación con campo aplicadoSituación sin campo aplicado

E
v

 
Figura 55.Material no lineal, anisótropo y no homogéneo. 

 
Aquí EP

vv
α≠  ; EyPD

vvv
,  no son paralelos y [ ]ED ji

vv
ε=  con )(rijij

vεε = . 

 
 
 
2.6.3 Ruptura dieléctrica 
 
Cuando el campo eléctrico es lo suficientemente fuerte, es posible arrancar los electrones 
de las moléculas y el material deja de comportarse como aislante, esto se conoce como 
ruptura dieléctrica. Es posible encontrar la ruptura dieléctrica de cualquier material o 
incluso de gases como el aire. El mínimo valor del campo eléctrico para el cual se produce 
la ruptura se denomina “fuerza dieléctrica” y es un parámetro de gran importancia en 
ingeniería. 
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Valores de permitividad dieléctrica (aproximada)* ( )rε y fuerza dieléctrica de materiales 
Tabla 2: Valores de permitividad dieléctrica y fuerza dieléctrica de 
materiales 

                                                     Constante Dieléctrica                    Fuerza dieléctrica 
 Material                                        rε  (adimensional)                                E (V/m) 
Titanato de Bario                                      1200                                               7.5 x 106     
Agua  (mar)                                                   80                
Agua destilada                                               81 
Nylon                                                               8           
Papel                                                                7                                               12 x 106     
Vidrio                                                        5 -10                                               35 x 106 
Mica                                                                6                                                70 x 106 
Porcelana                                                         6 
Bakelita                                                            5                                               20 x 106 
Cuarzo (fusionado)                                          5                                               30 x 106 

Goma  (dura)                                                3.1                                               25 x 106 
Madera                                                2.5 – 8.0 
Polyestyreno                                              2.55                                                     
Polypropyleno                                           2.25 
Parafina                                                        2.2                                               30 x 106 
Petroleo                                                        2.1                                               12 x 106 
Aire (a 1 atmósfera)                                     1                                                    3 x 106 
(*) Estos valores  pueden variar en otras Tablas ya que hay muchas variedades y aleaciones de 
cada material y la permitividad es además sensible a la temperatura, impurezas, etc. 
 
2.7 Condiciones de borde 
 
 
Hasta el momento hemos considerado el fenómeno electrostático en el vacío y en medios 
materiales en forma aislada. En la práctica existirán campos en dos o más medios 
materiales en contacto entre si. Llamaremos condiciones de borde a las condiciones que 
deben satisfacer los campos en las superficies de separación de los medios. 
Consideremos dos medios dieléctricos tal como se muestra en la Figura 54, en los cuales se 
tiene campos eléctricos 1E

v  y 2E
v  en la interfaz de cada uno de los medios. Supongamos que 

descomponemos cada uno de los campos en sus componentes tangencial y normal a la 
interfaz según se muestra en la Figura 54. 
 
 
Componentes de cada vector 
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Figura 56.Condiciones de borde E

ur
. 

 
Usaremos las ecuaciones 0=×∇ E

v
  (2.29)  y ρ=⋅∇ D

v  (2.30) para deducir las condiciones 
de borde. 
 

i) Condiciones sobre el campo eléctrico.  
Para la trayectoria infinitesimal l (que rodea la superficie S) se cumple que: 

00
)(

=⋅⇒=⋅×∇ ∫∫∫
SlS

ldEsdE
vvvv  

luego:      
0

0

21

1122222111

=+−⇒
=+++−−−

dEdE
hEhEdEhEhEdE

tt

nntnnt     

tt EE 21 =∴   (2.31) Las componentes tangenciales del campo a ambos 
lados son idénticas. 

ó  
2

2

1

1

εε
tt DD

=∴   (2.32) la componente tangencial del vector D es discontinua. 

 
ii) Condiciones sobre el vector desplazamiento. 

Consideremos la interfaz de dos medios como en la Figura 57. 

1D
r

tD1
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tD2

2D
v

nD2
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tD1tD1
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2D
v
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nD2nD2
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Figura 57. Condiciones de borde D

ur
. 

 
Aplicando la Ley de Gauss 

libre
S

QSdD =⋅∫∫
vv   (2.33) AQ llibre ∆= σ  en el caso general 
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:lσ carga libre puesta deliberadamente en la interfaz (no es de polarización). Luego 
AdSDADAD l

manto
nn ∆=⋅+∆−∆ ∫∫ σ

v
21  

Si 
lnn

manto

DDSdDh σ=−⇒=⋅⇒→∆ ∫∫ 2100
vv   (2.34) 

Es decir, el vector D
v

 sufre la discontinuidad de la carga superficial para su componente 
normal. Si no hay carga libre 0=lσ  y  

nn DD 21 =   (2.35) 

Para el campo eléctrico se tiene  nn EE 2211 εε =   (2.36)  
 

Las ecuaciones de esta sección son las condiciones de borde que deben cumplir E
v

 y D
v  

cuando se pasa de un medio material a otro distinto. Generalmente estas condiciones se 
aplican cuando conocemos los campos en un medio y deseamos saber que ocurre con ellos 
al otro lado de la superficie de contacto con otro medio. 
 
EJEMPLO 15 
Se tiene una densidad de carga superficial σ entre dos medios dieléctricos según se muestra 
en la figura. Se pide calcular el campo eléctrico y el vector desplazamiento en todo el 
espacio. 

 

σ 

2 2 , E D v v 
k ̂ 

1 ε 

2 
ε 

S 
σ 

1 1 , E D v 
1 1 , E D 

2 2 , E D v v 
2 2 , E D 

k 

1 ε 1 ε 

S 

 
Figura 58.Carga superficial entre dieléctricos. 

 
Solución: 
Las cargas libres están en el plano. Para las cargas de polarización, dado que los medios son 
homogéneos no hay densidad de carga en volumen y sólo habrá densidad de carga 
superficial de polarización, la que también se distribuirá en planos paralelos al de la carga 
libre (caras de ambos dieléctricos en contacto con σ). Por lo tanto, por simetría todos los 
campos tienen la dirección k̂  y k̂− . Las cargas superficiales de polarización en ambos 
dieléctricos estarán dadas por kPP

ˆ
11 ⋅=
v

σ  y  kPP
ˆ

22 ⋅=
v

σ  donde ( ) 1011 EP
vv

εε −=  y 
( ) 2022 EP

vv
εε −= . Así el problema se puede representar por 3 densidades de carga superficial, 

según se muestra en la siguiente figura: 
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Figura 59.Carga libre y de polarización. 

 
Claramente, por superposición (o aplicando la Ley de Gauss en S), 

kE PP ˆ
222 0

2

0

1

0
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

ε
σ

ε
σ

ε
σv

    y  ( )kE PP
vv

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

0

2

0

1

0
2 222 ε

σ
ε

σ
ε
σ  
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Por las condiciones de borde sabemos que: 
 

( ) ( )21
0

21
21 2 PPnn DD σσσ

ε
εε

σσ ++
+

=⇒=−  

( )( )212102 PP σσσεεσε +++=⇒    
 
De las formulas de densidad de carga de polarización tenemos: 
 

( ) ( ) ( ) 1101011
ˆ EkEP εεεεσ −=−⋅−=

v
 

 
y reemplazando la expresión del campo 

( ) ( )21
0

10
1 2 PPP σσσ

ε
εε

σ ++
−

=⇒      

dividiendo 10 /2 Pσσε  tenemos 
( )

21

10
1

0

10

21

1

0

2

2
εε
εε

σσ

ε
εε
εε

σ
σε

+
−

=⇒
−
+

= P
P

 

Análogamente para 20 /2 Pσσε  se obtiene  

21

20
2 εε

εε
σσ

+
−

=P  

luego  
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Claramente se cumple 
σ=⋅− kDD ˆ)( 21

vv
 

 
Caso particular sin medios 

021021 ==⇒== PP σσεεε  
 
y 

kEE ˆ
2 0

21 ε
σ

=−=
vv

 

 
que es la expresión del campo de un plano infinito de carga.  
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2.8 Refracción del campo eléctrico 
 
 
Consideremos dos medios distintos en los cuales se tienen campos eléctricos y de 
desplazamiento en ausencia de cargas libres en la interfaz. Esto se muestra en la Figura 58. 
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Figura 60.Refracción campo eléctrico. 

Sean 1E
v

, 
1D
v  y  2E

v
, 

2D
v  los vectores de campo eléctrico y de desplazamiento en estos dos 

medios contiguos tal como se muestra en la Figura 58. 

 

Aplicando las condiciones de borde para el campo eléctrico se tiene 
 

221121 sinsin θθ EEEE tt =⇒=  (2.37) 
 
Las del vector desplazamiento (sin carga superficial entre los medios) son 
 

nnl DD 210 =⇒=σ  

222111 coscos θεθε EE =  (2.38) 
 
Dividiendo (2.37)/(2.38) 

⇒
2

2

1

1 tgtg
ε
θ

ε
θ

=  

Esta es la ley de refracción del campo eléctrico en ausencia de carga libre, la que también 
se puede escribir como 
 

2

1

2

1

2

1

tg
tg

r

r

ε
ε

ε
ε

θ
θ

==  

          
 

(2.39) 
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2.9 Consideraciones sobre Simetría 
 
Hasta aquí hemos usado extensivamente la noción de simetría para calcular campos. Esta 
noción esta basada fuertemente en despreciar efectos de borde de las configuraciones, esto 
es, suponer planos infinitos, cilindros infinitos, etc. Esta aproximación permite tener una 
primera visión de los fenómenos pero en la práctica, es necesario considerarlos y por ello se 
utilizan programas computacionales para resolver la ecuación de Laplace y la de Poisson.  
 
Para ilustrar las limitaciones de efectuar simplificaciones en los cálculos consideremos el 
siguiente ejemplo. 
 
Ejemplo intrigante 
Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuración de la Figura 
2. Hay dos dieléctricos de constantes 1ε  y 2ε , cada uno de los cuales corresponde a 
semiesferas de radio a. En el centro de la esfera se ubica una bola cargada con densidad de 
carga 0ρ  y radio δ . A partir de r>a todo el espacio se llena con un tercer dieléctrico de 
constante 3ε . Se piden los campos en todo el espacio. 

 

1ε

2ε
3ε •a

 
Figura 61. Simetría y condiciones de borde. 

 
Solución: 
Si comenzamos a resolver desde el tercer dieléctrico tendremos el siguiente desarrollo: 

 

Zona I 

Zona II 

1ε

2ε
3ε•a r 

S

S´

 
Figura 62. Simetría esférica. 

Aplicando la ley de Gauss a S 
libre

S

QSdD =⋅∫∫
vv  
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Pero 3/4 3
0δπρ=libreQ . Además D sólo depende de r, luego 3

0
2

3
4)(4 δπρπ =⇒ rDr v  

r
r

rEr
r

rD ˆ
3

)(,ˆ
3

)( 2
3

3
0

2

3
0

ε
δρδρ

==⇒ vvvv  

Si ahora aplicamos condiciones de borde para D en r=a se obtienen los vectores 
desplazamiento en los medios 1 y 2. Así, 

nn

nnl

DD
DD

=
=⇒=

2

10σ
 

Se obtienen entonces 

r
r

rEr
r
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r
r

rEr
r
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ˆ
3

)(,ˆ
3
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ˆ
3

)(,ˆ
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)(
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22

3
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2
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3
0

12
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1

ε
δρδρ

ε
δρδρ

==

==

vvvv

vvvv

 

Pero al aplicar la condición de continuidad para la componente tangencial del campo en la 
interfaz de ambos medios se debe cumplir 21 EE =  en  ar <<δ . Cuestión que claramente es 
contradictoria con las expresiones anteriores. 
 
Si ahora partimos aplicando la ley de Gauss en S´ (ubicada en r, tal que ar <<δ ) se tiene 

libre
S

QSdD =⋅∫∫
′

vv  

Y suponiendo que los vectores desplazamiento son diferentes en cada medio se obtiene 
3

0221
3

021
2

3
2)()(

3
4))()((2 δρδπρπ

r
rDrDrDrDr =+⇒=+ vvvv  

La ecuación para los campos queda  
3

022211 3
2)()( δρεε
r

rErE =+ vv  

Si aplicamos ahora continuidad de la componente tangencial del campo obtenemos 

r
r

rE ˆ
)(3

2
)( 2

21

3
0

εε
δρ

+
=vv  

Luego los vectores desplazamiento son 

r
r
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2
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3
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1 εε
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+
=vv  

r
r

rD ˆ
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2
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21

3
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2 εε
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+
=vv  

Para obtener los campos en el medio 3 aplicamos continuidad del vector desplazamiento. 
Con ello obtenemos los siguientes dos valores diferentes para las Zonas 1 y 2 
 

r
r

rD ˆ
)(3

2
)( 2

21

3
01

1 εε
δρε

+
=vv ,  para la parte superior y r

r
rD ˆ

)(3
2

)( 2
21

3
01

1 εε
δρε

+
=vv   para la inferior. 

 
¿Cuál es el camino correcto? 
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La respuesta se encuentra en la validez de las suposiciones sobre la simetría del problema. 
En primer lugar observemos que las cargas de polarización se distribuyen según se muestra 
en la siguiente figura. 
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Figura 63. Densidades superficiales de carga de polarización. 

 
Dado que los medios son diferentes, las densidades de carga también serán diferentes. Así, 

321 PPP σσσ ≠≠ , y en consecuencia, el problema no tiene simetría esférica. Con ello 
),( ϕrEE

vv
=  y no es posible usar la Ley de Gauss tal como se mostró. 

 
En el primer caso, al suponer simetría radial en el medio 3 suponemos despreciable el 
efecto deformador de los medios 1 y 2.  En el segundo caso, suponemos que los medios 1 y 
dos son lo suficientemente grandes de modo que a<<δ . Con ello los campos tendrán 
simetría radial (sólo dependen de r) al interior de los medios. 
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2.10 Problemas resueltos 
 
PROBLEMA 1 
Considere un cilindro conductor infinito de radio a inmerso en cuatro diferentes medios 
según se muestra en la figura. Si se carga el conductor con una densidad σ, se pide calcular: 

a)El campo eléctrico en todo el espacio. 

b) Densidades de carga de polarización. 

c)El vector desplazamiento D en todo el espacio. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura P.2.1 
 
Solución: 
Para realizar este ejercicio ocuparemos la ley de Gauss para desplazamiento eléctrico, 

∫∫ =⋅ encerradalibreQSdD
vv

, además de la condición de borde tt EE 21 =  y de la relación para 

medios isótropos 

PED
ED

vvv

vv

+=

=

0ε
ε

. 

 
a) Suponemos que rrEE ˆ)(=

v
. 

 ⇒ El campo en las intersecciones de los dieléctricos es tangencial ( )r a>  
 
 

   
 
 

          Figura P.2.1.2 

ε1 

ε2 

ε3 

ε4 

a

 E1(r ) 

 E2(r ) 
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Aplicando condición de borde tt EE 21 =  

⇒  EEEEE
rrrrr

==== 4321  (ya que la única componente del campo es la tangencial. 
⇒  El campo eléctrico no depende del dieléctrico.  

 
Luego aplicamos la ley de Gauss. Para ello, ocupamos un cilindro Gaussiano concéntrico al 
cilindro conductor de largo unitario, pudiendo distinguir dos casos:  
 
 
 
 
 
 
 
 

       Figura P.2.1.3 
 

• r < a. En este caso, no hay carga libre encerrada, con ello tenemos que: 
.0)( =< arE

v
 

• r > a. Podemos ver que la ley de Gauss nos da:  
 

σπ
ππππ arDrDrDrD 2

2222
4321 =

⋅
+

⋅
+

⋅
+

⋅  (En esta ecuación ya está hecha la 

simplificación del largo del cilindro que correspondería en ambos lados de ésta) 
 

 
Si ED ii

vv
ε= , obtenemos que el campo fuera de la esfera es: 

 

r
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)(

4

4321 εεεε
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+++
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b) De las dos relaciones dadas al comienzo, tenemos que el vector polarización 

r
r

a
EP i

ii ˆ
)(

4)(
)(

4321

0
0 εεεε

σεε
εε

+++
⋅−

=−=
vv

. 

 Sabemos que la densidad volumétrica de polarización es: i Pρ = −∇ ⋅
v

. Luego 
concluimos que para todo medio i, la densidad iρ es  

 
1 ( ) 0pi i

rPP
r r

ρ ∂
= −∇ = =

∂

r
 

(resultado esperado, pues de antemano sabemos que no hay densidades volumétricas de 
carga) 
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Tenemos también que existe una densidad de carga superficial debido a la 
polarización en cada una de las zonas de borde. En la figura V, podemos ver las normales 
asociadas a cada superficie. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

          Figura P.2.1.4 
 

Luego, sólo existe carga de polarización nP ˆ⋅=
v

σ  en la cara del círculo.  En esta 
zona, tal como lo muestra el dibujo, el vector normal es r̂− . 
 
Entonces la carga de polarización de la superficie del cilindro depende de la zona de 
contacto. Para cada zona, su valor es: 
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Evaluando en r a=  
 

0

1 2 3 4

0

1 2 3 4

( ) 4
( )

( ) 4
( )

i
Pi

i
Pi

a
a

ε ε σσ
ε ε ε ε

ε ε σσ
ε ε ε ε

− ⋅
⇒ =

+ + +

− ⋅
⇒ =

+ + +

 

 
 
c) Como ya usamos en la parte a, para un material isótropo (la mayoría) tenemos que el 
desplazamiento se relaciona con el campo de forma que ED

vv
ε= . Luego, el desplazamiento 

para cada zona es: 
 

• 0)( =rD
r

 si r  <  a. 

• r
r

a
D i

i ˆ
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4

4321 εεεε
σε

+++
⋅

=
r

 si r >a, para la zona i. 
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PROBLEMA 2 
 
Un conductor cilíndrico largo de radio a ,que tiene una densidad de carga l por unidad de 
longitud, se sumerge en un medio dieléctrico de constante dieléctrica  � Halle el campo 
eléctrico a una distancia r>a del eje del cilindro. 

 
Solución: 
  Para r>a 

 

2

2

2

D ds Q L

rLD L

D r
r

E r
r

λ

π λ
λ
π
λ

π ε

⋅ = =

⇒ =

⇒ =

⇒ =

∫
r

r

r $

ur
$

�

 

 
 
PROBLEMA 3 
 Considere dos placas planas de vidrio  ( εr = 8.5 ) puestas verticalmente, que se encuentran 
separadas por un hueco de aire y rodeadas de aceite ( εr = 3.0 ),  tal como lo ilustra la figura. 
Un campo eléctrico uniforme de 2000 V/m existe en el aceite. Se pide calcular el campo 
eléctrico en el vidrio y en el hueco de aire cuando el campo en el aceite  
 
a)Es normal a la lámina de vidrio 

b)Forma un ángulo de 75° con ésta. 

 
  

aceite  vidrio    aire  vidrio  aceite 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Figura P.2.3 
Indicación. Considere que los campos sólo tienen componentes en el plano de esta página 
(no tres dimensiones).  
 
Para todos los problemas haga todo supuesto que usted considere justificadamente 
necesarios para resolverlos (incluida la posible necesidad de datos adicionales). 
 

Vidrio Vidrio 
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Solución: 
 
 

 
 

Aceite                                  aire                                     Aceite 
                                                            
                                                         θ                                                             
                                 75° E 
            
 
 
 
     Figura P.2.3.1 
a) Se tienen las siguientes condiciones de borde: 
 

tt

nn

EE
DD

21

21

=
=− σ

 

 
Donde σ  es la carga libre en la interfaz, supondremos que no hay carga libre en ninguna 
interfaz, es decir, suponemos 0=σ . 
 
Como el campo en el aceite es normal a la superficie  
 

1 2 0t tE E⇒ = =  
 
Entonces el campo en el aceite es normal a la superficie también 

σεεε =−⇒= 2211 EEED
rrrr

  
 
Donde los subíndices son 1 para aceite y 2 para vidrio 
 

1 0 11 1 1 1
1 1 2 2 2

2 2 0 2

3 2000 705.882
8.5

r r

r r

EE E VE E E
m

ε εε εε ε
ε ε ε ε

⋅
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Luego el campo para el primer vidrio es 2 2 705.882n
VE E
m

= =
r r

 

 
Entre vidrio (subíndice 2) y el aire, que le asignaremos como eferencia el 0, aplicamos 
condiciones de borde de forma análoga a la anterior. 
 

2 0 22 2
0 0 2 2 0 2 2

0 0

6000r
r

EE VE E E E
m

ε εεε ε ε
ε ε
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r r r r
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Luego el ampo en el aire será: 0 0 6000n
VE E
m

= =
r r

 

 
Para la próxima placa de vidrio el campo valdrá lo mismo que en la primera. 
 
 
b) El campo eléctrico del aceite forma un  ángulo de 75° con la lámina de vidrio 
 
Aplicamos condiciones de borde: 
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Multiplicando (1) por 2ε  y sumando el cuadrado de ambas condiciones tenemos: 
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Considerando 1 2000 VE
m
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2
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1411.052
ˆ ˆcos

ˆ ˆ774.7 1179.4

VE E
m

E en
E

E

E E t E sen n

VE t n
m

θ

θ θ

θ θ

⇒ = ⇒ =

⇒
⋅ ° ⋅

= = = ⇒ =

⇒ = +

⎡ ⎤⇒ ≈ + ⎢ ⎥⎣ ⎦

r

r

 

 
Para encontrar el campo en el aire, debemos nuevamente aplicar condiciones de borde: 
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EE

VE
m

VE t n
m

ε ε
ε ε

ε

= ⇒ =

− = ⇒ =

⇒ =

⇒ =
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2.11 Problemas Propuestos 
 
PROBLEMA 1 
Dos cilindros concéntricos de radios a y b respectivamente y largo L se 
encuentran ubicados tal como lo indica la Figura PP.2.1. El espacio entre 
ambos se encuentra lleno de un material con permitividad ε. El vector 
polarización entre ambos medios está dado por  P =  ϑϑsin2 +rr  
Dado lo anterior  
 

a) Calcular las densidades superficiales de carga de polarización 

b) Calcular la densidad volumétrica de carga de polarización 

c) Plantear una expresión para el vector campo eléctrico en todo el 

espacio. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
  

 
Figura PP.2.1 

 
PROBLEMA 2 
Una densidad de carga esférica rkr =)(vρ  (0<r<a) se encuentra rodeada de un material 
dieléctrico con geometría esférica hasta una distancia radial b, según se muestra en la 
Figura PP.2.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura PP.2.2 
 

a 

b

L

a b

)(rvρ
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El medio material se compone de moléculas, cada una de las cuales posee un 
momento dipolar eléctrico de 5x10-20 [Cm] orientado radialmente (según r̂ ). La 
densidad de carga produce una modificación en las moléculas, las cuales presentan 
la siguiente densidad volumétrica 2)( rkrg =v  [moléculas/m3]. Se pide: 
 
a) Determinar el vector polarización del medio material. 

b) Calcular los campos D
v  y E

v  en todo el espacio. 

c) Determinar la diferencia de potencial entre los casquetes definidos por radios a y 

b. 

PROBLEMA 3 
Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuración 
esférica de la Figura PP2.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura PP.2.3. 
 

En el centro de la esfera de radio a se ubica una carga q. Se pide: 
 
a) Calcular D

v  en todo el espacio. 

b) Calcular E
v  en todo el espacio. 

c) Son iguales los campos en las zonas I y II. 

 

1ε

2ε

3ε

3ε

•a

Zona I

Zona II 
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CAPITULO 3. CONDUCTORES EN ELECTROSTÁTICA 

 
3.1 Modelo Básico de Conductores 
 
Modelaremos un conductor ideal como un medio material en el cual existen abundantes 
cargas positivas y negativas, las cuales pueden moverse libremente en presencia de un 
campo eléctrico. Así, al aplicar un campo eléctrico se genera una fuerza sobre las cargas, 
las que se moverán hasta alcanzar el estado de equilibrio. Este equilibrio implica que el 
campo eléctrico al interior del conductor debe ser nulo (de otro modo las cargas 
continuarían su movimiento) según se ilustra en la Figura 64. 

 

Carga neta nula 

E
v

Carga neta nula 

Sin Campo eléctrico 

 
Figura 62. Conductor en presencia de un campo eléctrico. 

 
Supondremos en principio que la cantidad de carga libre al interior del conductor es muy 
elevada (infinita). Por lo tanto siempre el conductor puede disponer de carga negativa y 
positiva para localizarla, de modo que se alcance el estado en que el campo interior sea 
nulo en la condición estacionaria. En este capítulo solo estudiaremos la condición de 
equilibrio y dejaremos el fenómeno de la conducción para más adelante. 
 
 
3.2 Propiedades 
 
De la definición anterior se sigue que un conductor cumple con las siguientes propiedades: 

 
1. La carga sólo se redistribuye en la superficie, ya que si E

v
es nulo en el interior 

00 =⇒=⋅∇⇒ lE ρ
v

, o sea, no existe densidad volumétrica de carga. 
2. Toda la superficie del conductor es una superficie equipotencial. En efecto, dado 

que ∫ ⋅−=∆ ldEV
vv

y dado que E
v

es nulo al interior del material conductor, entonces 
0=∆V  entre cualquier par de puntos  del conductor, es decir, todo el conductor 

esta a un mismo potencial.  
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3. El campo eléctrico inmediatamente afuera del conductor es normal a la superficie 

del conductor y vale nE ˆ
0ε

σ
=

v
, donde σ es la densidad superficial de carga del 

conductor. Consideremos el conductor de la figura 65. 

∆s mitad manto

 
Figura 65. Densidad de carga en conductores. 

 
Aplicando la ley de Gauss al cilindro infinitesimal de la Figura 65 se tiene 
 

TotalQSdD =⋅∫∫
vv

 
 
Dado que sólo hay campo afuera 0.int =⇒ D  
 

∫∫∫∫∫∫ ⋅+⋅=⋅

exterior
tapa

manto
mitad

dSDdSDSdD
vvv

  (3.1) 

 
haciendo tender h→0 la contribución de la mitad del manto se hace despreciable, 
con ello 

sDSdD n∆=⋅⇒ ∫∫
vv  

 
ssDn ∆=∆⇒ σ   

pero  
nn ED ε=  

nE ˆ
ε
σ

=⇒
v   

para el aire 0εε = , luego 

nE
o

ˆ
ε
σ

=
v  (3.2) 

 
Lo que concuerda con la intuición física, ya que si hubiera campo en el sentido tangencial 
en la superficie del conductor habría movimiento de cargas, el que se mantendría hasta 
alcanzar un nuevo punto de equilibrio con campo tangencial nulo. 
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3.3 Caso Conductor con Oquedad 
 
En esta sección probaremos que toda carga libre sólo existe en la superficie exterior de un 
conductor. Consideremos el caso en que se tiene un conductor con una oquedad y se le 
inyecta una carga libre Q, la cual puede desplazarse libremente en el conductor, tal como se 
muestra en la Figura 66. 

Carga 
Neta Q 

S´

σ superficial cara externa 

hueco interior 

 
Figura 66. Densidad de carga en conductor hueco. 

 
Si tomamos  una superficie S’ que contenga al hueco, por la Ley de Gauss se debe cumplir  

 
total

S
QdSD =⋅∫∫

'
.int

v  

Pero totalQD ⇒= 0.int

v
 encerrada por la superficie S’ es nula. Ahora bien, la carga encerrada 

por la superficie S’ puede deberse a una carga superficial en la superficie interior del hueco, 
o bien a una carga en volumen. Pero ya hemos visto por la propiedad 1 que un conductor no 
puede tener densidad de carga en volumen. Por ello, la carga en la superficie interior del 
conductor es nula. 

 
En consecuencia, solo podrá distribuirse la carga libre Q en la superficie exterior,  lo que 
hará de forma que se produzca un campo nulo al interior. 
 
Un caso interesante se produce cuando se introduce una carga puntual Q en el hueco 
interior de un conductor sin carga, según se muestra en la Figura 67.  
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S •    Q 

 
Figura 67.Carga en oquedad. 

 
En este caso, al aplicar la Ley de Gauss a S sigue cumpliéndose que totalQD ⇒= 0.int

v
 

encerrada por la superficie S es nula. Por lo tanto, concluimos que debe aparecer una 
densidad de carga σ’ en la superficie interior de la oquedad de modo de lograr que la carga 
neta sea nula, es decir, 

0'
'

=+∫∫ QdS
S

σ  (3.3) 

Ahora bien, como la carga neta de todo el conductor debe seguir siendo nula (estaba 
descargado originalmente), aparecerá también una densidad de carga σ en la superficie 
exterior del conductor de modo que 
 

QdS
S

=∫∫σ  (3.4) 

 
La situación de equilibrio se muestra en la Figura 68. 
 

σ•  

σ ′

Q

 
Figura 68. Situación de equilibrio. 

 
Aquí σ y σ’  se distribuyen de forma que el campo al interior del conductor es cero. 
 
 
EJEMPLO 16. 
Consideremos dos placas conductoras cargadas con cargas Q y -Q respectivamente. Entre 
las placas existe un material dieléctrico de constante dieléctrica ε. Suponiendo que 
desprecian los efectos de los extremos de las placas (o sea placas ∞) se pide: 
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i) Distribución de las cargas en las placas 
ii) Campos en todo el espacio 
iii) Diferencia de potencial entre las placas 

 
Solución: 
Consideremos que la configuración es la mostrada en la Figura 69. 
 
 

1A∆

Q 

-Q 

k̂

S1 

3σ  

2σ  

ε

A 
Dext. 

1σ

2A∆

S2 

S3 

4σ

3A∆

 
Figura 69. Condensador placas planas. 

 
i) Llamemos σ1, σ2, σ3 y σ4 a las densidades de carga superficial en c/u de las 

caras de las placas. Se cumple 
 

σσσσσ =+⇒+= 2121 AAQ     (3.5) 
 

donde σ = Q/A.  
 

Análogamente se obtiene                     
σσσ −=+ 43      (3.6) 

 
Por simetría los campos sólo tienen componente según k̂  (sólo habrá cargas en 
planos).  
 
Consideremos el volumen contenido por la superficie S1, el cual es un 
paralelepípedo cuyas caras horizontales están contenidas en ambos conductores. 
Allí se cumple  

 

∫∫∫∫∫∫∫∫ ⋅+⋅+⋅=⋅

arriba
tapamanto

abajo
tapaS

SdDSdDSdDSdD
vvvvvvvv

1
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pero en la tapa de abajo y en la de arriba D
v

es nulo, y en el manto D
v

es ortogonal a 
Sd
v

, luego 
0000

1

=++=⋅∫∫
S

SdD
vv

 

 
Por otra parte 32 σσ AAQtotal ∆+∆=  
Luego por la ley de Gauss totalQdSD =⋅∫∫

v
, es decir, se cumple 

032 =+⇒ σσ      (3.7) 
En el espacio exterior a las placas el campo es constante (se debe sólo a distribuciones 
de carga superficial constante) y tiene la dirección del vector k unitario. Llamémoslo 
Dext.  
 
Consideremos ahora el volumen limitado por la superficie S2, la cual define un  
paralelepípedo que traspasa ambas placas. Se cumple 
 

0
0)(

2

2432124232221

2

=⇒
=∆+++=∆+∆+∆+∆=

∆=⋅

=⋅

∫∫
∫∫

ext

total

ext

total

D
AAAAAQ

ADSdD

QdSD

v

vv

v

σσσσσσσσ
 

 
Es decir, no hay campo exterior a las placas. 
 
Para la superficie S3, la cual define un cubo cuya cara inferior esta contenida en el 
conductor y la superior fuera de él, se cumple 

033 =∆+∆=⋅

=⋅

∫∫
∫∫

ADADSdD

QSdD

extnti

total

vv

vv

 

y  
0131 =⇒∆= σσ AQtotal  

 
Así, de (3.5) σσ =2 , de (3.7) σσ −=3 y  de (3.6) 04 =σ .  
 
La distribución de carga se muestra en la Figura 70. 
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d 

0 

ε 

S

kz ˆ,  
01 =σ  

∆A 
σ 

-σ 04 =σ  

 
Figura 70. Gauss para un condensador. 

 
i) Nos falta calcular el campo entre las placas. Tomando la superficie Gaussiana S, 

cuya cara inferior esta contenida en el conductor y la superior en el dieléctrico, 
se tiene 
 

totalQSdD =⋅∫∫
vv

  Suponiendo kDD ˆ
int −=
v

 

kD

D
AQ

ADSdD

total

ˆ
int σ

σ
σ

−=∴

−=−⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∆−=

∆−=⋅∫∫

v

vv

 

El campo eléctrico al interior del dieléctrico es kEDE ˆ
int

int
int ε

σ
ε

−=⇒=
v

v
v

 

ii) 
∫ ⋅−=∆
d

ldEV
0

vv

 

      ( )

dV

zkdzkV

ldEVV

d
d

d

ε
σ

ε
σ

ε
σ

σσ

=∆⇒

=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=∆

⋅−=−

∫

∫−

0
0

0
int

|ˆˆ

vv

  kdzld ˆ=
v

 

     Así,  si σ, ε, d > 0 ⇒ σσ −−VV > 0 
 
Notar que dado  VE −∇=

v
,  para una variable tenemos i

x
VE ˆ

∂
∂

−=
v . Luego si sabemos el 

voltaje entre dos puntos, para pequeños incrementos podemos aproximar 

i
x
VE ˆ

∆
∆

−=
v

 

iVVExx

iVEx
ˆ)()(

ˆ

1212 −−=−

∆−=∆⇒
v

v
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A modo de ejemplo, si tomamos la referencia de la Figura 71 donde  012 <− xx , se tiene  

si V2>V1             iEE ˆ=⇒
v

;   si V2<V1   )ˆ( iEE −=⇒
v

, que es el caso mostrado en la 
figura. 

(10000 [V]) V1

(100 [V]) V2

E
v

ix ˆ,

(10000 [V]) V1

(100 [V]) V2

(10000 [V]) V1

(100 [V]) V2

E
v

ix ˆ,
 

Figura 71.Dirección campo eléctrico. 
 
 
En general, cuando calculamos el potencial entre dos puntos cualquiera  tenemos 

∫

∫∫

∫∫

⋅−=−∴

−=⋅∴

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇

++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

⋅∇−=⋅

2

1
12

2

1

2

1

2

1

2

1

ˆˆˆ

ˆˆˆ

ldEVV

dVldE

dVdz
z
Vdy

y
Vdx

x
VldV

kdzjdyidxld

k
z
Vj

y
Vi

x
VV

ldVldE

vv

vv

v

v

vvv

 

 
Es importante notar que en el ejemplo anterior, si el dato hubiera sido la diferencia de 

potencial dV
ε
σ

−=∆ , los resultados serian idénticos (PROBARLO!). 

 
 
3.4 Condensadores 
 
Un condensador es un sistema de dos conductores en donde la carga de uno de ellos es de 
igual magnitud pero de signo contrario al otro. Generalmente se dispone de un dieléctrico 
entre ambos conductores. Se define el parámetro capacidad de un condensador como 

V
QC

∆
≡   (3.8) 

donde Q es la carga positiva de uno de los conductores y ∆V la diferencia de potencial entre 
ellos (VQ-V-Q). Se cumple la propiedad de que la capacidad C es independiente de Q y ∆V y 
sólo depende de la geometría y las características dieléctricas de los materiales. 
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Figura 72. Condensador. 

 
EJEMPLO 17. 
Calcule la capacidad del Ejemplo 16. 
 
Solución: 
Teníamos la configuración 

 
 

Figura 73. Condensador placas planas. 
 

Se cumple  

d
ACd

AC

luegodVyAQ

ε

ε
σ

σ
ε
σσ

=⇒=

=∆= ,  

Luego para este ejemplo la capacidad tiene las siguientes propiedades: 
 

• Menor d ⇒ mayor C, 
• Mayor A ⇒ mayor C, 
• Mayor ε ⇒ mayor  C,  
• Para un mismo ∆V, la carga acumulada es mayor mientras mayor es su 

capacidad. 
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EJEMPLO 18. 
Calcule la capacidad del condensador de la Figura 74. Desprecie los efectos de borde, i.e., 
calcule campos considerando a, b<< L. 
 

 h

εL 

b 
h a 

 
Figura 74. Condensador cilíndrico. 

 
Solución: 
Llamemos σ1, σ2, σ3 y σ4 a las densidades de carga superficial de cada cara. 
 

 
-Q 

1σ  

Q 

2σ  

b 

3σa 
4σ

ε

 
Figura 75.Distribución de cargas condensador cilíndrico. 

 
Si distribuimos la carga de modo que σ3+σ4=σa y σ1+σ2=-σb para que el condensador 
cumpla con la definición se debe tener  

a
bbLaLQ

b

a
ba =⇒==

σ
σπσπσ 22     (i) 

De acuerdo a las propiedades vistas en los conductores la carga se almacena en la superficie 
externa, es decir,  σ4=0 ⇒ σ3=σa.  Tomemos una superficie gaussiana S según se muestra 
en la Figura 76. 
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aσ  2σ

S

l

 
Figura 76. Simetría axial exterior. 

Aplicando la ley de Gauss a S 

∫∫ =⋅ totalQSdD
vv

 

El sistema posee simetría axial, luego ρ̂DD =
v

 entre a < r < b y es nulo al interior de los 
conductores, o sea en el manto de S. Por ello, 

{

b
a

blalQ

blSQ

a

atotal

al
aatotal

σσ

πσπσ

πσσ
π

−=⇒

=−⇒=⇒

+∆=

2

2

2
2

220

2
 

y de (i)  

012 =⇒−=⇒ σσσ b  
Consideremos ahora una superficie Gaussiana en a<r<b como la mostrada en la Figura 77. 

a
b

  l 

S
r

a

 
Figura 77. Simetría axial interior. 

Se cumple 
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ρ
ε

σ

ρσ

πσπ

π

πσ

ˆ

ˆ

22

2

2

r
a

E

r
aD

alrlD

rlDSdD

alQ

QSdD

a

a

a

atotal

total

=⇒

=∴

=⇒

=⋅

=

=⋅

∫∫

∫∫

v

v

vv

vv

 

La diferencia de potencial entre placas es: 

∫ ⋅−=−
b

a
ab ldEVV

vv
 

y escogiendo ρ̂drld =
v

 

a
ba

r
dr

r
adr

r
aV a

b

a

a
b

a

a
ba lnˆˆ

ε
σ

ε
σ

ρρ
ε

σ
−=−=⋅−=∆ ∫∫  (∗) 

Por definición  
V

QC
∆

= , y en este caso  

baQQ VVVVV −=−=∆ −+   

y  
L

QaaLQ aa π
σπσ

2
2 =⇒= . Reemplazando todo esto en (∗) 

a
b
La

V
QC

a
b

aL
QV

ln

2

ln
2

επ
επ

=
∆

=∴

=∆

 

Notar que nuevamente la capacidad C es proporcional a ε y el área, e inversamente 
proporcional a la separación entre las placas. Se acostumbra a designar los condensadores 
por el símbolo 

∆C V+ 
V-  

Figura 78. Símbolo condensador. 
 
 

 
 
 
 
 
 



 111

3.5 Cargas en medios materiales 
 
Resumiendo lo que hemos visto hasta aquí es lo siguiente: 
 

(i) Dieléctricos 

 
Figura 79. Cargas en dieléctricos. 

PED
vvv

+= 0ε    
 

ED
vv

ε=  
Los medios se componen de dipolos que pueden girar en torno a su posición de 
equilibrio, pero no se desplazan. 

 
(ii) Conductores: 

 
Equilibrio electrostático 

 
 
 
 

 
 
 

Figura 80. Conductores en equilibrio electroestático. 
 

Sólo tiene distribución superficial. La carga al interior  es nula ρ=0 y no hay 
polarización 0=P

v
. 

 
 
En la práctica, los medios materiales podrán exhibir carácterísticas tanto de dieléctricos 
como de conductores. 

 

cteV
E

=
= 0

v
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3.6 Problemas Resueltos 
 
PROBLEMA 1 
En la Figura P.3.1 se muestra una distribución cilíndrica, la cual esta formada por dos 
medios que poseen características dieléctricas y ohmnicas. Se pide: 
 

a) Suponiendo que los conductores están a una diferencia de potencial V0, calcular el 

vector densidad de corriente. 

b) Calcule la capacidad del sistema 

c) Calcule la resistencia del sistema 

 
 

 
Figura P.3.1 

 
Solución : 
a) Se sabe que:  

∫ ⋅−=∆ rdEV rr
 

 
Para este caso se tiene que: 

=∆V V0 

rrErE ˆ)()( =
r

 pues supondremos sólo dependencia radial. 
Entonces suponiendo que el conductor de radio a está a mayor potencias que el conductor 
de radio b escribir que: 
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( )

( )

0 ( ) ( ) ( )

V( )

V ˆ( )

a

b

o

o

V E dr E r r dr a b E r

E r
b a

E r r
b a

= − ⋅ = − ⋅ = − −

⇒ =
−

⇒ =
−

∫ ∫
r r $

ur

 

 
Ahora para cada medio el vector densidad de corriente será: 
 

)()( rEgrJ ii
rr

=  
 
Para el medio uno: ( )1 1 1 0 ˆ( ) ( ) b-aJ r g E r g V r= =

r r
 

 
Para el medio dos: ( )2 2 2 0 ˆ( ) ( ) b-aJ r g E r g V r= =

r r
 

 
 
b) La capacidad del sistema es: 
Como ambos dieléctricos se encuentra a un mismo voltaje la capacidad del sistema será la 
suma de las capacidades de los dos. 

1 2eqC C C= +  
Donde 

( )

0

V ˆ

i

i i

S

o
i i i

Qi QCi
V V

Q D ds

D E r
b a

ε ε

= =
∆

= ⋅

= =
−

∫
r r

r r

 

Para el medio uno: 
( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1 1

0 0

2 2

1 1

1 1

1 0 1

V ˆ

V 2
2

V ( )( )2
2

L b
o

S a

o

o

Q D ds rdrd dzr
b a

b a
Q L

b a
b a b aQ L

b a

Q LV b a

π α

ε θ

ε π α

ε π α

ε π α

−

= ⋅ =
−

−
= ⋅ ⋅ − ⋅

−

− +
= ⋅ ⋅ − ⋅

−

= ⋅ − ⋅ +

∫ ∫ ∫ ∫
r r

 

 
Para el medio dos: 
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( )

( )
( )

( )
( )

2

2 2 2
0 0

2 2

2 2

2 2

02 2

V ˆ

V 2
2

V ( )( )2
2

L b
o

S a

o

o

Q D ds rdrd dzr
b a

b a
Q L

b a
b a b aQ L

b a

Q LV b a

α

ε θ

ε α

ε α

ε α

= ⋅ =
−

−
= ⋅ ⋅ ⋅

−

− +
= ⋅ ⋅ ⋅

−

= ⋅ ⋅ +

∫ ∫ ∫ ∫
r r

 

Entonces 

( ) ( )

( )

1
1 1

0

2
2 2

0

QC L b a
V
QC L b a
V

ε π α

ε α

= = ⋅ − ⋅ +

= = ⋅ ⋅ +
 

 
Por lo que: 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

eqC C C L b a

luego

C L b a

ε π α ε α

ε π α ε α

= + = ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ +⎡ ⎤⎣ ⎦

= ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ +⎡ ⎤⎣ ⎦

 

 
c) Para la resistencia podemos escribir: 

_ ·

· · ·

E dl VR
g E ds J ds

∆
= =∫

∫∫ ∫

rr

r rr r    con  0VV =∆  

Para el medio uno: 

( ) ( )

( ) ( )

0 0
1

1 0

1
1

·

1

V VR
g V L b aJ ds

R
g L b a

π α

π α
=

= =
⋅ ⋅ − ⋅ +

⇒
− ⋅ ⋅ − ⋅ −

∫
r r

 

Para el medio dos: 

( )

( ) ( )

0 0
2

2 0

2
2

·

1

V VR
g V L b aJ ds

R
g L b a

α

π α
=

= =
⋅ ⋅ ⋅ +

⇒
⋅ ⋅ − ⋅ +

∫
r r
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PROBLEMA 2 
 Un cable coaxial de sección circular c h+   tiene un dieléctrico compuesto entre sus dos 
conductores. El conductor interior tiene un radio exterior a y esta rodeado por una cubierta 
de dieléctrico de constante dieléctrica 1ε  y  de radio exterior b. A continuación hay otra 
cubierta de dieléctrico de constante dieléctrica 2ε  y de radio exterior c. Si se establece una 
diferencia de potencial 0V  entre los conductores, calcule el vector de polarización y las 
densidades de carga inducidas en los dos medios dieléctricos. 
 
Solución: 
Llamemos 1σ  a la densidad de carga superficial del cilindro de radio exterior a y 2σ  a la 
del conductor de radio interior c. 
Primero calculamos el campo eléctrico en función de la densidad de carga 1σ  debiendo 
separar el cálculo para los diferentes dieléctricos. 
 
Para  a<r<b: 

1

1 1

1
1

1
1

1
1

1

2 2

D dS Q

D rL aL
aD
r

aD r
r

aE r
r

π π σ
σ

σ

σ
ε

=

=

=

⇒ =

⇒ =

∫

uur
$

ur
$

�

 

 
Para  b<r<c: 
 

1 2

1
2

2

D D
aE r

r
σ

ε

=

⇒ =

uur uur

uur
$  

 
Ahora busquemos el valor de 1σ  

1 2

0 1 2

1 1
0

1 2

( ) ( )

V Edl

a b
V a V c E dr E dr

b c
a b

V E dr E dr
b c

a ba aV dr dr
r rb c

σ σ
ε ε

∆ = −

⇒ − = − −∫ ∫

= − −∫ ∫

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥∫ ∫

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
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0 1
1 2

0 1
1 2

0 1
1 2

0
1

1 2

1 1 1 1

1 1ln ln

1 1ln ln

1 1ln ln

a b
V a dr dr

r rb c
a bV a
b c

b cV a
a b

V
b ca
a b

σ
ε ε

σ
ε ε

σ
ε ε

σ

ε ε

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥∫ ∫

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⇒ =
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Ya que conocemos el valor de 1σ , calculemos el vector de polarización y densidades que 
carga inducidas. 

$

0

1
0

, 1
0

( )
( )1 0 1, 2

( )

( ) ( )

( ) ( )

i

i

i

i i i

i
i i

P i

P i i
i

P i i
i

P E
rPP para i

r r

P R n

aP R para radio exterior
R
aP R para radio interior
R

ε ε
δρ

δ

σ

σσ ε ε
ε
σσ ε ε
ε

= −

⎛ ⎞= −∇ = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= = −

= = −

ur uur

 

 
 
 
Para a<r<b: 
 

1 1 0 1

1
1 1 0

1

( )

( )

P E
aP r
r

ε ε
σε ε
ε

= −

= −

ur uur

ur
$  

1

1

1

1
1 1 0

1

, 1
1 0 1

1

0

( ) ( )

( ) ( )

P

P

P a

aP b
b

ρ
σσ ε ε
ε
σσ ε ε
ε

=

= = −

= = −

 

Para b<r<c: 
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1ε

3ε

b  a α  

2 2 0 2

1
2 2 0

2

( )

( )

P E
aP r
r

ε ε
σε ε
ε

= −

= −

uur uur

uur
$  

 
 

2

2

2

1
2 2 0

2

, 1
2 0 2

2

0

( ) ( )

( ) ( )

P

P

P a

aP b
b

ρ
σσ ε ε
ε
σσ ε ε
ε

=

= = −

= = −

 

 
 
PROBLEMA 3  
Se tiene un cilindro muy largo de radio b, el que es rellenado con tres materiales 
dieléctricos como se indica en la figura. Sobre la superficie del cilindro interior se 
distribuye una densidad de carga σ. Calcule la relación entre 1ε  y 2ε  de manera que la 
carga neta en la frontera entre el dieléctrico 1 y 3 sea nula. 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

2ε  
 
 
 

( )
1 2

1 1 2 2

1)

0

0, 0

0
2)

(2 ) 2
2 2

enc

enc

r a

D ds Q

D E

P
a r b

D ds Q

D r h D h r a h
E r E r a
α π α σ π

ε α ε π α σ π

<

⋅ = =

⇒ = =

⇒ =
< <

⋅ =

⇒ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

⇒ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅

∫

∫

ur uur

ur ur

ur

ur uur

 

 
Condiciones de borde 

σ
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( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )

1 2 1 2

1 2

2 1

1 0
1

2 1

2 0
2

2 1

2 2
2

2

2
2

2
2

E t E t E E E
E r E r a

aE r
r

a
P r

r

a
P r

r

ε α ε π α σ π
π σ

ε π α ε α

ε ε π σ
ε π α ε α

ε ε π σ
ε π α ε α

⋅ = ⋅ ⇒ = =

⇒ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅

⋅ ⋅
⇒ = ⋅

⋅ − + ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅ ⋅
⇒ = ⋅

⋅ − + ⋅

− ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅

⋅ − + ⋅

uur uur uur uur ur
$ $

ur
$

ur
$

uur
$

 

 
 
Queremos que: 

$

$

( )
( )( )

( )
( ) ( )

1 ( )

1 ( )

1 0

2 1

1 0 2 1

1 2 0

1 2 0

0

2
2

2 2 2

2 2 2

2
2

r atot

r a

P n

P n
a

a

σ σ

σ
ε ε π σ

σ
ε π α ε α

ε π ε π ε π α ε

ε π α ε π α ε π

πε ε ε
π α

=

=

= ⋅ + =

⇒ ⋅ = −

− ⋅ ⋅ ⋅
⇒ − = −

⋅ − + ⋅ ⋅

⇒ ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅

⇒ ⋅ − = ⋅ − + ⋅

⇒ = + ⋅
−

ur

ur
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3.6 Problemas Propuestos 
 
 
PROBLEMA 1 
Se coloca un dieléctrico en el volumen comprendido entre dos esferas de radios a y b. La 
esfera interior posee densidad de carga libre superficial lσ . Calcular , , , ,p pE D P σ ρ

ur ur ur
 en 

todo el espacio. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura PP.3.1 
 
 
 
 
PROBLEMA 2 
Considere un condensador conformado por dos dieléctricos con pérdidas entre dos placas 
paralelas circulares a las cuales se le aplica una diferencia de potencial V0. Para este sistema 
se pide determinar: 

a) La densidad de carga libre en la interfaz dieléctrica. 
b) Las densidades de carga de polarización superficial y volumétrica. 
c) La carga total inducida en los electrodos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

a 

b 

ε

lσ

V0 

1, 1ε σ

2 2,ε σ

r 

V=0 

a 

b 
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PROBLEMA 3 
Considere un grupo hueco de material plástico (aislante) de lado a, el cual tiene dos 
orificios A y B por los cuales puede entrar y salir líquido dieléctrico, respectivamente. Las 
características del material dieléctrico son permitividad y densidad de masa m . Las 
caras superior e inferior se forran con material conductor, como se indica en la figura (los 
orificios se mantienen). 

 
a) Determinar la diferencia de potencial mínima que se debe aplicar entre los conductores 
para mantener el cubo lleno con líquido dieléctrico. 
b) Determinar para dicho potencial la densidad de carga de polarización. 
 
Sugerencia: Considere primero el cubo parcialmente lleno de líquido hasta una altura x 
(medida desde el fondo) y calcule la diferencia de potencial mínima necesaria para evitar 
que el líquido se escurra por el orificio inferior. 
 
Solución: 
 
a) 
Al tener el cubo parcialmente lleno podemos considerar el sistema de condensadores en 
serie equivalente: 

En el cual calculamos la capacidad equivalente: 
 

C1
a2

x
; C 2

a2

a x

C eq

C1C2

C1 C2

0 a2

a x 0 x  
 

Si consideramos la constante dieléctrica k: 

A

B

a

V

x

a V
C2 
C1 
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k
0

 

C eq
0 k a2

ka k 1 x  

 
Calculamos la energía del sistema: 

 

W 1
2

C eqV 2 V 2
0 k a2

2 ka k 1 x  

 
La fuerza que actúa en la cara inferior del cubo: 

 

F dW
dx

i F
V 2

0a2 k k 1
2 ka k 1 x 2  

 
Condición del problema (g: aceleración de gravedad): F a2 x m g  
 
Reemplazando y considerando x = a (cubo lleno): 

 

V 2

2 0 k k 1 a3
m g V

2 a3
m g

0 k k 1  

 
 

b) 
P 0 E ; k 1 ; P n p

p P 0 k 1
a

2 a3
m g

0 k k 1 p
1
a

2 a3
m g 0 k 1

k
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CAPITULO 4. ENERGÍA ELECTROSTÁTICA 

 
4.1 Definición 
 
La energía electrostática de un sistema de partículas es igual al trabajo necesario para 
formar dicho sistema ⇒ W=U.  (4.1) 
 
Comencemos estudiando el trabajo necesario para formar un sistema de tres partículas en 
posiciones P1, P2 y P3 según se muestra en la Figura 79. 

•
•

•

q1     p1

 q2     p2 

q3    p3 

 
Figura 79. Energía sistema de partículas. 

 
Para formar dicho sistema supondremos que traemos una por una las cargas desde el 
infinito. Para traer la primera carga no es necesario efectuar trabajo ya que no existe una 
fuerza que se oponga al movimiento. Para traer la segunda carga se debe hacer el trabajo 

2122 VqW =  
donde V21 es el potencial producido por la carga 1 en la posición P2. 
Para traer la tercera carga se debe hacer el trabajo 

3233133 VqVqW +=  
aquí V32 es el potencial producido por la carga 2 en la posición P3. 
El trabajo total para formar este sistema es: 
 

323313212320 VqVqVqWWW ++=++=    (4.2) 
Si ahora cambiamos el orden en el cual formamos este sistema (el trabajo debe ser el 
mismo), digamos que primero traemos la carga q3 , luego la q2 y finalmente la q1 se tiene: 
 

1211312320 VqVqVqW +++=     (4.3) 
sumando (4.2) y (4.3)  

1 13 12 2 21 23 3 31 32

1 2 3

2 ( ) ( ) ( )
potencial en potencial en potencial en

W q V V q V V q V V⇒ = + + + + +
14243 14243 14243

 

( ) ( )332211 2
1

2
1)(

2
1 PVqPVqPVqW ++=⇒   (4.4) 

Así, la energía total de este sistema es la mitad de la suma del producto de cada carga por el 
potencial producido por el resto de las cargas en ese punto.  
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Procediendo en forma análoga, para un sistema de n cargas se tiene: 
 

∑
=

=
n

k
kkVQW

12
1    (4.5)     en [J] joules 

Por extensión, para distribuciones continuas de carga se tiene ∑→∫   y  q→dq, con ello 
 

∫= dqrVW )(
2
1 v     (4.6) 

 
y para una distribución específica de carga tendremos: 

∫= drrVrW )()(
2
1 vvλ      (4.7)    para distribuciones lineales 

∫∫= dSrVrW )()(
2
1 vvσ     (4.8)   para distribuciones superficiales 

dVrVrW
V

)()(
2
1 vv
∫∫∫= ρ   (4.9)   para distribuciones en volumen 

 
 
4.2 Energía de un Sistema de Conductores 
 
Consideremos un sistema de conductores con cargas Q1,Q2,...,Qn según se muestra en la 
Figura 80. 

Q1 
Q2 Qn 

 
Figura 80. Energía sistema de conductores. 

 
En este caso toda la carga se distribuye en la superficie de los conductores, por lo que solo 
habrá σ. Así la expresión de la energía electrostática será: 
 

  (4.10) 

pero el voltaje en la superficie de los conductores es constante, luego 
 

43421

v

43421

v

43421

v

n

n

Q

S
nn

Q

S

Q

S
dSrVdSrVdSrVW ∫∫∫∫∫∫ +++= )(

2
1...)(

2
1)(

2
1

2

2

1

1

2211 σσσ
 

∑=∴ iiQVW
2
1 , 
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 donde Vi es el potencial del condensador i-ésimo y Qi  su carga total. 
 
Caso condensadores 
Aquí solo intervienen dos conductores, según se muestra en la Figura 81. 

 

Q2 

Q1V1 

V2 

 
Figura 81. Energía de condensadores. 

Por lo tanto, 
)(

2
1

2211 QVQVW +=  

pero 
12112 )(

2
1 QVVWQQ −=⇒−=  y como Q=C∆V, las expresiones quedan finalmente 

C
QW

2

2
1

=⇒   (4.11) ó  ( )2

2
1 VCW ∆=   (4.12) 

 
 
4.3 Fuerza Eléctrica y Energía 
 
Un aplicación importante de la energía es el cálculo de fuerzas. En efecto, teníamos que la 
expresión del trabajo entre dos puntos a y b es 

∫ •−=
b

a

ldFW
vv

  (4.13) 

 
De esta expresión fluye que  

WF ∇=
v

 (4.14) 
 
La fuerza es el gradiente del trabajo. En términos de la energía, decimos que la fuerza es 
producida por una variación de la energía almacenada en el sistema.  
Para el caso en que la configuración tiene un grado de libertad, por ejemplo según x, la 
expresión de la fuerza puede obtenerse de  

x
x

WF ˆ
∂

∂
−=

v
    

En muchas aplicaciones esta forma de calcular la fuerza puede ser más fácil de obtener que 
mediante el cálculo directo con campos. 
 
EJEMPLO. 
Consideremos un condensador de placas planas de área A, en el cual una de las placas 
puede moverse libremente en el sentido horizontal, tal como se muestra en la Figura 82. 
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x, î

Q -Q 

 
Figura 82. Energía y fuerza eléctrica. 

 
Si inicialmente se cargan las placas con Q y –Q respectivamente, se pide calcular la fuerza 
entre las placas. 
 
Solución: 
La expresión para calcular la energía es 

C
QW

2

2
1

= , ya que el movimiento se realiza con 

carga constante (carga neta no se modifica en el movimiento). La capacidad, según 
habíamos calculado anteriormente, es  

d
AC ε= , pero ahora la distancia entre las placas es 

variable, por ello, 

x
AC 0ε=  

Luego la expresión de la energía queda, 

x
A

QW
0

2

2
1

ε
=  

Con ello la fuerza que experimenta la placa móvil es 

x
A

Qx
x

WF ˆ
2
1

ˆ
0

2

ε
−=

∂
∂

−=
v

 

Resultado que es congruente con el campo constante entre las placas. Esta relación es 
ampliamente usada en transductores de presión, voltímetros, micrófonos, etc.  
 
Comentario. Si ahora en vez de imponer que la carga se mantenga constante, imponemos 
que la tensión entre las placas se mantenga constante; por ejemplo mediante una batería; se 
tendría la situación de la Figura 83. 

 x, î

V0 
+ 

σ−σ

 
Figura 83.Energía con baterías. 
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Aquí se cumple 

( )

xVV

xidxiV

ldEVV

x
x

x

ε
σ

ε
σ

ε
σ

==∆⇒

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=∆

⋅−=−

∫

∫

0

0
0

0
int21

|ˆˆ

vv

 

Y dado que V0 se mantiene constante, a medida que se desplaza la placa (x varía) la 
densidad de carga  σ  debe modificarse. Este cambio lo realiza la batería que mantiene 
constante la diferencia de potencial entre las placas. Posteriormente abordaremos el trabajo 
que realiza este tipo de fuentes de voltaje, pero por ahora conviene puntualizar que este 
efecto no está incorporado en las ecuaciones de energía deducidas anteriormente.  
 
 
 
4.4 Energía en términos de Campos 
 
 
Consideremos el caso de una distribución volumétrica de carga ρ en un volumen Ω, cuya 
energía es 

∫∫∫
Ω

== dvrVrUW )()(
2
1 vvρ   (4.15) 

pero ( )rD vv
ρ=•∇ , luego podemos escribir 

( )∫∫∫
Ω

⋅∇= VdvDU
v

2
1    (4.16) 

 
Dado que ( )rvρ será nulo en todo punto fuera del volumen Ω, el espacio de integración puede 
ampliarse a un espacio mucho mayor, por ejemplo una esfera Σ de radio R que contenga al 
volumen Ω, según se muestra en la Figura 84.  

 
 

ρ 

R Σ
Ω

 
Figura 84.Energía en función de campos. 

 

Podemos escribir entonces      ( )∫∫∫
Σ

⋅∇= VdvDU
v

2
1  

 
Usemos ahora la propiedad ( )AffAAf

vvv
⋅∇+∇⋅=⋅∇ , con ello 
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[ ] ( ) ( ) [ ] VDDVVDDVVDDV ∇⋅−⋅∇=⋅∇⇒⋅∇+∇⋅=⋅∇

vvvvvv , y aplicándolo al integrando 
podemos escribir 

[ ] ( )∫∫∫∫∫∫
ΣΣ

∇⋅−⋅∇= dvVDdvDVU
vv

2
1

2
1   (4.17) 

 
Aplicando el teorema de la divergencia al primer termino tenemos  
 

( )∫∫∫∫∫
ΣΣ

∇⋅−⋅= dvVDsdDVU
S

vvv

2
1

2
1

)(

  (4.18) 

 

sabemos que 
r

V 1
∝  y 32

11
r

DV
r

D ∝⇒∝
vv

. Por otro lado 
r

sdDVrsd 12 ∝⋅⇒∝ vvv , por lo 

tanto si R→∞ se tiene que 0
)(

→⋅∫∫
ΣS

sdDV vv  

( )∫∫∫
Σ

∇⋅−=⇒ dvVDU
v

2
1    

y aplicando EV
v

−=∇  obtenemos finalmente la expresión para la energía en función de los 
campos como 

∫∫∫
Σ

⋅=∴ dvEDU
vv

2
1   (4.19) 

Al término EDWe

vv
⋅=

2
1   (4.20) se le conoce como densidad de energía electrostática 

[J/m3]. 
 
EJEMPLO 19. 
Para la configuración esférica de la Figura 85 se pide calcular la energía electrostática. 
Suponga 0ρρ =  constante. 

kz ˆ,

jy ˆ,

ix ˆ,  

ρ 

a

 
Figura 85.Energía esfera uniformemente cargada. 

 
Solución: 
Calculemos primero los campos para 0 < r < a. Aplicando la Ley de Gauss a una esfera de 
radio r < a 
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     totalQSdD =⋅∫∫
vv

 

3
0

2

3
44 rrD πρπ =  

rrD ˆ
3

0ρ
=⇒

v
  y  rrDE ˆ

3 0

0

0 ε
ρ

ε
==

v
v  

Usando el mismo procedimiento para r>a 
totalQSdD =⋅∫∫

vv
 

3
0

2

3
44 arD πρπ =  

r
r
aD o ˆ

3 2

3ρ
=⇒

v
 ; r

r
aE ˆ1

3 2
0

3
0

ε
ρ

=
v

 

Luego la energía electrostática del sistema es 
   

∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ⋅+⋅=⋅=
Σ restoesfera

dVEDdVEDdVEDU
vvvvvv

2
1

2
1

2
1  

 
Dentro de la esfera: 

∫ ∫∫∫∫

∫ ∫ ∫∫∫∫

=⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅

a

esfera

R

esfera

drdsinrdVED

drddsinrrrrrdVED

0 0

4

0

2
0

0 0

2

0

2

0

00

2
92

1
2
1

ˆ
3

ˆ
32

1
2
1

π

π π

θθπ
ε

ρ

ϕθθ
ε
ρρ

vv

vv

 

][
45

2
5

4
18 0

52
0

0

5

0

2
0 Jar

a

ε
πρπ

ε
ρ

==  

Fuera de la esfera: 

∫∫∫∫∫∫ ××=⋅ drddsinr
r
a

r
adVED

fuera

ϕθθ
ε
ρρ 2

2
0

3
0

2

3
0

332
1

2
1 vv  

 

][
9

2
9

2
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Luego la energía es 
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Otro camino.  
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Se calcula el potencial 
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Pero el espacio donde hay densidad de carga es sólo la esfera de radio R, luego 
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resultado idéntico al anterior. 
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4.5 Problemas Resueltos 
 
PROBLEMA 1 
La molécula de agua tiene un momento dipolar de 3010*3.6 −  Cm. Una muestra contiene  

2110  moléculas, cuyos momentos dipolares están todos orientados en la dirección del 
campo eléctrico de 510*5.2  N/C ¿Cuánto trabajo se requiere para rotar los dipolos desde 
esta orientación (de  =0°) a una en la cual todos los momentos sean perpendiculares al 
campo (  =90°)? 
 
Solución: 

[ ] [ ]

( )
0

0 0

30 32

0

6.3 10 6.3 10

sin

Trabajo para una molécula

sin cos cos

i

i

p r cm r m
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p q E

dW d

W U U d pqE d pqE
θ θ

θ θ
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τ θ

τ θ θ θ θ θ

− −= =
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ur
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Los que buscamos en una rotación de 90° , por lo que nos fijamos 0 90 0yθ θ= ° =  

(cos 0 cos90 ) (1 0)i

i

W pqE qE
W pqE

⇒ = ° − ° = −
⇒ =

 

Como la muestra contiene 2110  moléculas, el trabajo total será la suma de todos los trabajos 
2110W pqE⇒ =  

Solo nos queda reemplazar los valores de q, p y E, en que q corresponde a la carga del 
electrón ( 191.6*10− C), p la magnitud del momento dipolar ( [ ]306.3 10 r cm− $�  según el 
enunciado) y E es el módulo del campo eléctrico cuyo valor nos entrega el enunciado que 

corresponde a 52.5*10 N
C

 

[ ]
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W J
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PROBLEMA 2 
Una esfera de radio R y de material no polarizable ( 1ε = ) está cargada con una densidad de 
carga uniforme, de tal modo que su carga total es q. Calcule la energía del sistema. 
 
 
 
 



 131

Solución: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura P.4.2.1 
Sea la esfera de centro 0 y radio R; aplicando el teorema de Gauss a una esfera concéntrica 
de radio r, se obtiene: 
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La energía del sistema será: 
2

0

2 2
ED EW d d

τ τ

ετ τ⋅⋅
= ⋅ = ⋅∫∫∫ ∫∫∫

uurur ur

 

en que τ  es toda la región en que existe campo eléctrico, (todo el espacio). 
Sea 1W  la energía de la región r R≤ , y 2W  la de la región r R≥ , se cumple que: 

1 2W W W= +  
Calculamos 1 2W y W : 

r$
'S

S

R

x  

y

z 
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Finalmente: 
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4.6 Problemas Propuestos 
 
PROBLEMA 1 
Se tiene un cable coaxial formado por 2 cilindros metálicos concéntricos, de longitud 
(d1+d2) y radios a y b. El espacio entre ambos conductores se llena con dos medios 
dieléctricos no ideales, caracterizados por constantes dieléctricas y conductividades ( 1 1,ε σ ) 
en una zona de largo d1 y ( 2 2,ε σ ) en una zona de largo d2  respectivamente. 
 Si se mantiene una diferencia de potencial V constante entre los cilindros 
conductores, calcular 

a) La densidad de corriente en el espacio entre los conductores (a<r<b). 
b) La resistencia y la capacidad del cable coaxial. 
c) La energía almacenada y la potencia disipada en el cable. 

Indicación: Considere que (d1+d2)>>a,b lo que permite suponer simetría radial. Desprecie 
las corrientes que circulan por los conductores. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura PP.4.1.1 
 
PROBLEMA 2 
Encuentre la cantidad de energía almacenada en el campo eléctrico producido por una 

esfera que mide 3m de radio y que tiene una densidad uniforme de carga 8
22 10s

C
m

ρ − ⎡ ⎤= ⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

si se supone que la esfera está en el vacío ( 0ε ε= ). 
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