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CAPITULO 7. CAMPOS VARIABLES EN EL TIEMPO

| 7.1 LEY DE FARADAY-LENZ |

Luego que Oersted descubriera que las corrientéaci@sarias producen campos
magnéticos capaces de inducir fuerzas, en 183laiid$ después) Michael Faraday en
Londres y Joseph Henry en New York descubrieronuqueampo variable en el tiempo
también producia corriente. En este capitulo estadios este fendmeno.

7.1.1 Ley de Induccion
Consideremos una region del espaébo en donde se tiene un campo magnético

variableB(t) . Supongamos que en esta region se dispone una espiada de resistencia
R (loop) segun se muestra en la Figura 153.

B(t)

Trayectoria (S)
(loop) :

Figura 153. Induccién Magnética

El flujo @ enlazado por este circuito es
@={BMES [Weber] (7.1)
S

dondeB es el campo en el plano de la espira. El flujmite en Weber = Tesla x’m
Notar que coma = B(t) , entoncesz = ¢(t) .

Se encuentra experimentalmente que aparece un@nterr dada por la expresion:

=94 (7.2)
ot R
donde R es la resistencia del conductor de laaspir

Por lo tanto, la expresion experimental de la Leydraday Lenz se puede escribir como

¢
-—Z =Rl 7.3
ot (7.3)



Recordemos que para una espira de resistencia dkrignte |, como la mostrada en la
Figura 154, se cumple= RI, donde¢ es una FEM o fuente que mantiene la diferencia de
potencial entre los puntos Ay B.

T |

B (A

-E+
Figural54. Inducciébn Magnética

De las expresiones anteriores podemos concluineesoque un campo magnético variable
genera o induce un FEM dada por la expresion

d¢
g=-—= 7.4
x (7.4)

Esta es ld.ey de induccion de Faraday-Lenz

Asi, para%f >0 la corriente girara en sentido contrario a ladcagrial (S). Es decir, Si

B(t) es creciente en el tiempo, entonces la corrientecida en la espira genera un campo
de sentido opuesto B(t). LlamandoB, al campo generado por esta corriente tenemos la
situacion de la Figura 155.

@) ~ |

A
=
B,
> t

Figural55. Sentido de la Induccion Magnética plja treciente

Inversamente, pargﬁ <0 la corriente seguiré el sentido [d€S). Esquematicamente:

ot
o) 4 B,
—
t
> |

/

Figural56. Sentido de la Induccién Magnética plja tflecreciente



Notar que el campo magnético total en el planoaledpira B(t) es el resultante del
producido por la corriente en la espBa mas el externds,, es decir,B(t)= B, +B,. Este
es el campo resultante usado en la ecuacion deyldé Induccion.

£= —‘Z—‘t‘ donde @ = i[Be(t) +B, ()| @S = i B(t) @S

En estricto rigor la ley de Faraday-Lenz relacid@aFEM inducida con la variacion
temporal del flujop(t). En la practica se encuentra gpfg puede tener dos causas:

a) Originado por un campo variable: ot) = ” B(t) [6S (7.5)
S
b) Originado por area variable s(t): ot) = J'J' BS (7.6)
S(t)
Veremos a continuacion un par de ejemplos de ds®sasos.
EJEMPLO 35

Considere el circuito de la Figura 157, el cuadtila un toroide con dos bobinas.

Seccion !

Figura 157. Induccién en Toroide.

El Toroide se compone de un material ferromagnétecpermeabilidag=50Q4, y seccion
uniforme A=10°m?. Las dimensiones del Toroide sas8 cm, b=12 cm

Suponiendo que las lineas de campo magnético atiantdel Toroide son circulos
concéntricos y que su valor puede suponerse cdastartoda la seccion. Se pide:

a) determine el valor de H en el punto medio del Taeoi

b) determine el flujo enlazado por una espira deudioc2

c) determine la FEM inducida entre los puntos Ay B

d) evalle el valor de la FEM Ki(t)=3sin10077, N;=200 vueltas N,=100 vueltas.



Sol’

X1

Trayectoria G

R Trayectoria G

Figura 158. Ley de Ampere en Toroide.

a) Por la ley circuital de Ampere tenemos (la bobieblado derecho no tiene

corriente)

§I:I Eﬂr = Ienlazada
c

Nos dicen que el campo es concéntrico, lueg8edeH podemos suponer que
H=H¢

2

H @l = jH(r)¢3 [Fd g
[

Por su parte, la corriente entra en el plano de¢pas decir: 1 ,,,.5.= ~N,!;-

Reemplazando en la Ley circuital de ampere tenemos
= rH(r)2mr=-N,,
- N,I
=>H@r)=--"21¢
27
y en el punto medio
H=-




b) El flujo a través de Ses ¢ = j j B aS
S,

Para el campo tenemds= yH = __HNi, )

ma+b)

El elemento de area perpendicular al campdSes dSp

__HNJLA
=" T nfa+n)

c) La FEM total inducida esAB=N1¢2 dondee2 es la FEM inducida en una espira.
El sentido de la FEM se muestra en la Figura 159.

Figura 159. Sentido FEM

La FEM inducida en cada espirasgs —%—f
_ HUNA aly
E, = 1
% " hfa+b) ot
_ IN\N,A 01

=& -1
" nm{a+b) ot
d) La corriente es variable en el tiempo, luego

% =3x10077cos1007t = 300r7cos100t

_,, _500x(47x107)x 200x100x10°* x 30077cosl 007t
he n(8+12)x1072

O &,5 = 6CcosO07t)[V]



EJEMPLO 36

. « s . s D — 4 2
Consideremos una regién del espacio con un campgaoétiao constant& = 009 wt/m ]
Se tiene una espira cuadrada girando en torne al &j50 vueltas por segundo, segun se
muestra en la figura. Se pide:

I.  Calcular la FEM inducida en la espira
ii.  Calcular la corriente por la espira si se sabelauesistencia total del conductor es
R=0.1 Q].

Suponga que en t=0 la espira esta en el plano yz.

3cm=a <

X, | 4 cm :b -

Figura 160. FEM en circuito movil.

Solucion:
a) Calculemos el flujo enlazado por la espira
dS = dSp = dS|- singf + cosgj ) ds=dzdr
R R R ab
o= [[ By s~ singi + cosgf )= [ [ (- Bysing)dzdr
00
@=—-B,absing
pero
¢ =wt+ ¢, =278t + ¢,
0 ¢(t) = —abBsin(27ft + ¢,
__0¢_
= £=-=X = 27mbB cod27ft + ¢,)
ot en el sentido de la trayectoria (c)



en t=0,6=172 luego reemplazando valores se tiene:

£ = 27rx50x 003x 004x 005c041007t + 77/2)
£ =6rx10° cod1007t + 77/ 2) V]

b)
£ _ 677x107

=2 Tcos(loont +77/2) = 671x1072 cod1007t + 77/ 2) A

0i = 006n co.s(100nt +7/2) A

«(t)

-6x107°

Figura 161. Flujo sinusoidal.

Este es el principio de funcionamiento de un getwraléctrico de corriente alterna.



7.1.2 Modificacion 32 Ecuacion de Maxwell

Dado que un campo magnético variable es capazragayeuna fuerza eletromotriz,
entonces produce también un campo eléctrico. Eicefde la Ley de Faraday-Lenz
tenemos que

g=-% o= [[BES
ot donde s
pero la FEM es
e= |EM
©
:jEEﬁE—EﬂB[dS (7.7)
@ ot g

y aplicando la identidad (T. de Stokes)

jEEuT:ijxEEd‘s (7.8)
(c) S

:gmxémé: -%j! B1dS (7.9)

Si consideramos superficies estacionarias
jjmx E8S= —” 98 \nds (7.10)
f 2\ ot

como S es cualquiera:

=0OxE= —%—? (7.11) 32 ecuacion de Maxwell

Es decir el campo “rota” en torno a las variaciomhelscampo magnético.

B(t)

T Ed

Figura 162. Modificacion tercera ley de Maxwell.
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Notar que ahoral*E# 0 es decir, cuando se tienen campos que variah teampo el
campo eléctrico, y en consecuencia la fuerza @éctio es conservativo.

Recordando qué§§ =0x A, a partir de la 32 ecuacion de Maxwell tenemos

— OxE :—Q(Dx A) =-0x% (7.12)
ot ot

= DX(E +‘2—’?] =0 (7.13)

Aprovechando la identidald > (DV) =0 gefinimos
E+6—A= -0V (7.14)
ot
con V(1) potencial eléctrico. Luego podemos expresar epcag@éctrico como

Origen electrostatico

Debido a campo magnétic
variable en el tiempo

Asi, el campo eléctrico tiene dos fuentes, undrelstatica a través del potencial eléctrico y
otra de induccion, debida a la variacion tempoeacdmpo magnético. Notar que si no hay
variaciones en el tiempo se recobra el campo ceathev visto en electrostatica.

Propuesto
Una barra conductora se desplaza con velocitsabre dos rieles conductores seguin se
muestra en la Figura 163.

A B

¢ ® @ ©
@ © ¢ ©

C D U

Figura 163. FEM por flujo y circuito variable.

Entre las barras existe un campo magnéBGo0.004CO§ 1&)[%&} Se pide calcular la

Fem en el circuito ABCD.

11



7.1.3 Inductancia Propia

Para un circuito eléctrico cualquiera es posiblatrar una relacién entre la corriente que
circula por él y el flujo enlazado, la cual es ipelediente del valor de ambas variables.
Este parametro es de gran importancia practicaleestadio de circuitos eléctricos.
Consideremos el circuito de la Figura 164.

COTARARRP PP PP A S
AL LT L S

(Al P AP
Gl iy L
(o P P P e
il ds Ly

////// FEEEIEIES,

Figura 164.Inductancia propia.

Supongamos que el campo magnético se debe sotmaiente | que circula por el
circuito. Entonces, por definicién el campo magreétiene la forma

I IdI x(F —3r ) (7.14)
T -
y por lo tanto el flujo enlazado es
¢=I E.CB:” &M S (7.15)
S e
y tomando la razon entgee | tenemos
@ _ (5. o ([ [Hodlx(-T)
=([Be k= o e B (7.16)
e 16

Notemos que esta expresion NO depende de la dermedel flujo, sino que sélo depende
de la geometria del sistema. Se define este cuect®mo Inductancia propia (designada
por la letra L) y es un parametro muy usado pasarder los circuitos eléctricos.

:i—” (7.17)

Sus unidades son Wb/A, la cual tiene el nombre @l@y[H].

12



Ejemplo 37

Considere el circuito del Ejemplo 35. Se pide detear la inductancia propia del circuito
del lado izquierdo.

Figura 165. Inductancia propia de Toroide.

El Toroide se compone de un material ferromagné&epermeabilidag=50Q4, y seccién
uniforme A=10°m?. Las dimensiones del Toroide som=8 cm, b=12 cm Se pide
determinar la inductancia propia del circuito.

Sol’

En el Ejemplo 35 habiamos determinado el campo étegnen el punto medio del
toroide, el cual supusimos constante en toda lei@edransversal (S). La expresion de
campo magneético es:

= _ NI
5= e’

el flujo esgp= ”B (¢S . Para el circuito de la corrienitg el elemento de area perpendicular
S,
al campo esiS = -dS@ . Por ello el flujo enlazado por este circuito es

_NCLA
Y= Ha+b)

De esta expresion resulta en forma directa la sigale la inductancia propia

_9_ /UN12A

I, nfa+b)

13



7.1.4 Inductancia de Conjunto de Circuitos

Por extension, para un sistema de n circuitoseBeeh inductancias mutuas.
Consideremos n circuitos como en la Figura 166.

=l —_—

l1 I

Figura 166. Inductancia mutua.

Seag, el flujo magnético que atraviesa el circuito j dieba la corriente que circula por el
circuito k. Se define la Inductancia mutua entreirguito j y el k como
b

Ik

Dondely es la corriente en el circuito k (que producewgbfg, ).

Ljk = (7.18)

Ejemplo 38.
Considere el circuito del Ejemplo 35. Se pide detear la inductancia mutua entre el
circuito 1 y el circuito 2 (del lado izquierdo).

Figura 167. Inductancia propia de Toroide.
Sol’

En este caso calculamos el flujo enlazado porrelito de la derecha, cuando el elemento
gue produce el campo es la corriente que circul@lparcuito 1 (3).

En el ejemplo anterior vimos que el campo produgidol; es B, = - AN @ . El flujo

na+b)
enlazado por el circuito del lado izquierdo @1:”@1[&, que en este caso es
S

_HNLA

— ; ; _ P _ :UI ‘|1‘ \
= . Luego la inductancia mutua dl§ = =
¢21 ( b) g 1

I, ma+b)

14



7.1.5 Inductancia en Sistemas Distribuidos

La inductancia es un parametro usado para carzeteli comportamiento eléctrico de las
lineas de transmision usadas ya sea para transpoéayia o informacién. En esta seccion
calcularemos la inductancia propia por unidad dgolae una linea de alta tension tipica.
Para ello consideraremos que la linea puede medetamo un conductor de radio a 'y de
largo infinito, segun se muestra en la Figura 168.

—( O ) e

Seccion Ad

Figura 168. Conductor infinito
Para resolver este problema debemos hacer alguposstos béasicos:

* Supondremos que la corriente se devuelve a urendiatinfinita del conductor

» Para calcular la inductancia separaremos el filnjazado en dos componentes, una
externa al conductor y otra externa a él. Dichotde modo separaremos el espacio
en dos zonas definidas p&ta y r>a.

» La corriente se distribuye en forma uniforme agiittr del conductor, por ello la
densidad de corriente 8sl/A [A/m?]

Comenzaremos calculando la inductancia pa@ En esta zona interna al conductor
tenemos una distribucion continua de corriente Ipgue debemos definir apropiadamente
el concepto de flujo enlazado. Para ello considesesi elemento de largo unitario de la
Figura 169.

< N
) / S~ *
N N
~ e ~
< dé

~

Figura 169. Elemento unitario

15



Dado que tenemos corriente distribuida comenzaretabsiendo el flujo enlazado por un
elemento de corrientell segin se muestra en la Figura 165. Para tenermejar
visualizacién del fenbmeno, en la Figura 170 sestnaeel detalle de la seccion transversal
del conductor

Figura 170. Corte transversal de elemento unitario

El flujo enlazado por el elemento de corrieditse destaca por la superficie sombreada de
la Figura 169. Aplicando la Ley circuital de amgpeara la trayectoria circular de radio r
de la Figura 170 se obtiene

A

§I—‘I-df:lr = 2mH=Jm’=H=_ 18
2ma
Luego el campo magnético es
5=t r6’
2ma’

y el flujo enlazado en la superficie de largo umnitaefinida por el plano que va desde el
radior al radioa es

g =[[B &=[f Hol '\ budrazf= o' (a? -r?)
2ma’ Ama’
Este flujo corresponde al flujo interior al condaratjue es enlazado por el elemediito
Como interesa caracterizar a todo el conductoremels obtener el valor medio de las
contribuciones de todos los elementos de corrieht®yal esta dado por

- 21 o 2
—”@ds —j j9°4 O _(@®-r*ydair

_ a 2 ﬂo 2 2 _ ﬂ0| r=a 2 _ 2

——ZL . '[904 ;@ -r )rd6b|r—2m4 Lzo(a r-)rdr

I PN A B L SRR A By

= @ —rdr = ——-) = -
i 27'a4'[ =0 2’ 47 , 2m' 4

Finalmente @, —g—oﬂ: Ly :g—;

16



7.2 CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO

La cuarta ecuacion de Maxwell nos dice que

OxH=J (7.19)
y tomando la divergencia a ambos lados tenemos
nfoxH)=00 (7.20)

Pero el lado izquierdo es una identidad mateméﬁﬁ@x A)=O [0 vector A. Luego esto

fuerza a quedJ =0, sin embargo, la ecuacion de continuidad vistararmente nos
dice que

_ 6,0
O ++== 7.21
i (7.21)
Tenemos por lo tanto una contradiccion que debeasmsver.

Se encuentra experimentalmente que en una regi@soiciacQ en donde no hay
corrientes pero se tiene un campo eléctrico variablel tiempo se cumple

oxh =22 (7.22)
ot

. .. . adD g .
Asi, el termlno—t debe sumarse a la 42 ecuacion, lo que condudménte a:

OxA=3+%2 (7.23)
ot

Esta es |@2 ecuacion de Maxwell
, . D . .
El término— se conoce como corriente de desplazamiento.

Notar que al tomar la divergencia de esta ecuaeigroducimos la ecuacion de

continuidad
P

00D
OdoxH)=00+
ot (7.24)
—o0=00+%
ot

17



EJEMPLO 37
Se tiene un condensador de placas planas de ardaysseparacion entre placas de 3mm.

Si se le aplica una divergencia de potencialde50sin1000t[V]a las placas se pide:

a) calcular los campog y D
b) calcular la corriente de desplazamiento
c) calcular la corriente que sale de la fuente

Solucién

3mm

AV=50sin(100t)[V]

Figura 166. Corriente de desplazamiento.
a)
AV=50sin(100t)[V]

£=2¢0

~ 50 . 5 ) ~
El=0V=E= sin(100Q =—=x 16 sin(1000iM/ m
0.003 ( F 3 ( M/

sin(10a0

D=¢E= 250§x104 sin(1000 ¥ 2 ><3105

b)luego la corriente de desplazamientalgs= %_?
=3, = 108%008(1000 |

9 1
:@x 10 c0s(1000 F 10
3 367 1027

107
1000
- cos( )

cos(10@0

03, =

18



| = % 50x1000cos(10Q0

5x10™ EJ'OQ

| =
3x10°

(501000 cos(10@0

10°x10°x 10°

| =5x107"x - c
3x10° x 367

0s(1000

—1
| =5x10° 322 cos(1000
1027

-3

| =(SX1U4)1(/)T

cos(1000

Notar quel = J,A

| fisica con desplazamiento de electrones

N 8 ‘\“\‘\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\E\\\\\\\\“\ﬂ } Corriente de desplazamier

(no hay desplazamiento
electrones)

— Ip

% )

Figura 167.Corriente de desplazamiento en condensad

19



7.3. ENERGIA ELECTROMAGNETICA

7.3.1 Energia del Campo Electromagnético

Tomando el producto de las ecuaciones de Maxwedhypos tenemos

OxH = J+6—D [EI
ot
DXE=—6—B /H I
ot

Con ello, )
E[ﬁDxH)zEDﬁEG‘;—?
A foxe)=-A
Restando ambas ecuaciones
Ef0xH)-A (0XE)= &mgﬂnzm (7.25)

De las propiedades algebraicas sabemos que

Ox(ExH)=(0xE)H -(0xH)E

Ox(ExA)= E[ﬁaDj H[ﬁaBj ECT (7.26)
at ot

Ademas,D=¢E y B=uH, ysuponiendo medios homogéneos podemos esasbir |
derivadas como

luego

Ea"EmaaE:gEgﬁwﬁa"aLj (7.27)
EE‘#+HE?— 2 +,u1 (H [H)

Ot 2 ot

Ei q B 1Lp(E £E) 1D@(H ,UH)
ot ot ot

= edfP.n B:EL@(E D)+15‘3(H B) (7.28)
ot ot 2 ot 2 ot '

Reemplazando y ordenando

%ai(EEDJr H EB) -0 [ﬁEx H)—EEE (7.29)

Tomemos la integral sobre un volun@muy grande
jj =2 EED+FI Ede_—mDEQExH )dv- mEDJdv (7.30)

Sabemos queE| O r—z :

~,dsOr?, luego siQ— o0 =

20



J'J'.[D {ExH)dv= ”(E xH)s - 0, y suponiendo que el espacio no varia con el tiemp

S(V)

0 riill(z = 55 =
:EJ!J.E(EED+H EB)dv+jé”E Midv=0 (7.31)

Esta expresion tiene la siguiente interpretacion:

. I”E [IdV es la potencia consumida por efecto joule, y
Q

s u =%( ED+ H EB) es la densidad de energia del sistema

electromagnético (energia por unidad de volumen).

En ausencia de pérdidas joule se cumple
_1 _
U —Zji'[(EED+H [B) = cte (7.32)

En este casd;_LtJ:o, es decir la energia total del campo electromammédeléctrico y

magnético) se conserva. Notar que si hay perd%tja& 0 , es decir, la energia disminuye
t

debido a la potencia disipada por efecto Joule.

Notar que para el caso en que so6lo hay campos t@gsé& =D =0, por lo tanto la
energia queda

U =;j£j(ﬁ B)dv (7.33)

Para el caso en que tenemos sélo circuitos mageges comun considerar la siguiente
expresion de la energia en términos de la potencia:

U =j p(t)dt ='t|‘v(t)i(t)dt (7.34)

0 0

Por otra parte, de la ley de Faraday-Lenz sabemesehvoltajev(t) es igual al voltaje
indUCidO, Iuegq,(t) - % = dP = v(t)dt

@
U = [i(t)d® (7.35)

%

Pero si sblo hay circuitos magnéticos, los podempsesentar por inductancias. En este
caso,® = Li y podemos representar la energia como

@ 2 2
U=[®d0=2%" ctambienu =12 =112 (7.36)
%L 2 L 2L 2

21



7.3.2 Fuerza sobre Materiales Magnéticos

Una aplicacion muy importante de la energia estarthinacion de la fuerza en circuitos
magneéticos.

La fuerza que realiza un dispositivo magnético gemli a la diferencia de energia que
produce el movimiento. Si llamamo$ a la fuerza ejercida para provocar un
desplazamientall , entonces la variacion de energia es

-F Ol =dU (7.37)
Asi, una manera muy usada para determinar la fesrnaediante la expresion:

_ du -~
F=-——1I (7.38
q ! (738

Dondel es el vector unitario que indica la direccionaléulerza (sentido del
desplazamiento).

EJEMPLO 35
Consideremos la configuracion de la figura g
|
|

Material — B
ferromagnético

de seccion ...
Cuadrada S Ty

Figura 168. Fuerza sobre barra magnética.
Solucion:
Supondremos que el campo magnético al interiondeerial ferromagnético es constante
(la misma suposicion realizada en el caso del Tejpiy que en la trayectoria sélo

tendremos campos constantes al interior del ma{e3jay en el entrehierroR, ).
Empleando la Ley Circuital de Ampere
fH@N =

total
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5Il+&2le

My Mo
Dondel; es el largo medio del material ferromagnéticasupionemos qug, >> 4, (en la
practica la diferencia es del orden de 1000 ennmaégs ferromagnéticos), podemos
aproximar

total

HoNI

=B, = o

Si la estructura que contiene el conductor se m@aatiija y solo permitimos que se mueva
la estructura horizontal una cantidéd la expresion de la fuerza es

~F [dxi = dU
Pero la variacion de energia solo ocurre en e¢bigiro, es decir, si llamamos
1. -
u=—-B[H
2
a la densidad de energia electromagnética en catdehierro (energia por unidad de
volumen) entonces

~F @l = 2[udV]
-F @l =dU = 2[% B(H EBDd%
Usando la expresionl = ,uE y dl = dxi reemplazando se tiene
0
2
co _2( B sj
244,
2
F=—255;
244,

En términos de la variable de desplazamiento lezéues

_ _,(HNI)’S,

(2%)* 24,

2
F :_,uo(4NI2) Sf
X
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Asi, el sistema tiende a levantar la parte infedel circuito magnético. Esta fuerza se
igualara a la fuerza de gravedad o al peso adicipma se desea levantar. Este es el
principio de funcionamiento de un electroiman.

EJEMPLO 39
Un voltaje sinusoidal de 100 V (rms) y frecuendaHz es entregado al loop mostrado en

la figura 129. El &rea A de cada polo@5x10™m?. La resistencia del cable y la
reluctancia del acero seran ignoradas. ¢ Cuélragmetro de vueltas requeridas por el
contacto para crear una fuerza promedio de 4.5ams®t

Solucioén:
. 1 . . .
Usaremos la expresidua = 5 Li® para representar la energia del sistema. Luego la

expresion de la fuerza es

;= oU (i, x) =}i2$
¢ ox 2 dx
. . A
Inductancia L=N—
2X
El voltaje aplicado es v =V cosat
N
R . centro
[
a
ow R _ :
;"ﬁ m
; < a
% Y — 2 N
<__/_ d
< u
- 2 .
© a
¢ e-e

X e

Figura 169. Electroiman simplemente excitado

Si x es pequefio (i.ex = 0entonces ahi no hay fuerza electromagnética caypseca

movimiento)v = L% y corrientei = —Lsmax. De aqui en adelante e valor instantaneo de
@

la fuerza electromagnética sera

A

V2
fe(t) = T a— Sinzai
W N LA
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La Unica variable es t y el valor promediosia’at es 0.5. Por lo tanto el valor promedio
de la fuerza desarrollada es

VZ
1:eav: 202
w N, A
La substitucion de los datos dados en esta ecuatitregara el numero de vueltas N

requeridas, el cual es 4380. Notar que la fuerzmdependiente de la posicion. Esto es
porque el flujo en las posiciones aéreas estamnigiedas por el voltaje AC.
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7.4. ONDAS ELECTROMAGNETICAS

Consideremos las ecuaciones de Maxwell

OxfA=3+92
dt

Si suponemos que estamos en el espacio vacimse tie

D=¢E B=y,H J=0 p=0

por lo que el sistema queda:

OE=0 (7.39)
OH =0 (7.40)
= oH
OXE=-y,— 7.41
Fo gt (7.41)
- oE
OxH=¢g— 7.42
o (7.42)
tomando el rotor en (7.41) se tiene
= oH
Ox (0% E)=-x,0 X(Ej (7.43)

pero por (7.39)

26



por otro lado

ot
y por (7.42)
oH 0 oE 0°E
UX—=—|&—|=&— (744
ot 6t( 0atj o gz (144
luego
-
—D2E=—,uoeoa—|2£ (7.45)
ot
lo que podemos escribir como:
_ 2E 7.4
re-p2lE=0 (7:49)

Donde y? = y4,&,

Eq. (7.46 ) es una ecuacion de ondas con velodeéamlopagacion = 1 c donde ces la
4
velocidad de la luz.
0°E  0°E,  0°FE, .
- +—— +—- en cartesianas,
0x ay 0z

por ello la ecuacion ( 7.46 ) corresponde a trea@ones ( una por cada componente) :

Recordar qué’E = [’E,j + 0°E, | + 0Ek y D°E, =

2
0°E, - y° 9 EX =0 (7.47)
ot
=
DzEy _y2 atzy = o
0°E
0°E, - 2=0
TV 5
cuya solucién general tiene la forma :
E = E(wxut) (7.48) W=X,Y,2
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Estos campos corresponden entonces a una onda guepsga con velocidgd.

En forma analoga se encuentra que:

2
26 _yza H -0 (7.49)

Por lo tanto,E y H son campos que se propagan como ondas viajemasetotidad

u= 1. c (7.50)
4
la cual corresponde a la velocidad de la luz.
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7.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
En la figura se muestra un Toroide delgado dei&eaircular, el cual posee un enrollado
de N vueltas con una corriente El alambre tiene una conductividady didmetro D. Para
este problema se pide determinar:

a) El campo magnético al interior del Toroide.

b) La inductancia equivalente L del enrollado.

c) La resistencia equivalente R del enrollado.

Figura P.7.1.1
Solucion:
a) Toroide delgado= lo podemos “estirar=

= — b-a .
——=Rad
(77w T o e e

) n[(a+b\ :L "[(a+b\ , 2+ D _ padio Medic
2 ) ] 2 ) 2
Figura P.7.1.2

|

= fyF, @+ ], @ = H, mtﬁa b]+H mtﬁ"’”bj NI,
1 2

= (H1+H2)Brtﬁa+bj=Nlo ®
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CB: B=B (Norma)=[y H=1,H| (2

W, @)= |H,=NI,3—2>— 3| OlH, =N ,3—2 gt
*Tiarh) A, AUa+ D 4+,

Que son los campos magnéticos al interior del Teroi

b) Necesitamos la energia magnética almacenada total.

W, =W+W +«—— Volumen——»

212
EJ.HZEHV—& AN?1; U mtﬁb aj m[éeﬁ bj
2 722(a+b) 1+ 11,)

212
W, = ’UZEIH ry= Mo o AN ur mtﬁb aj Dméa+bj
2 nz(a+b) 14+ 113)

DWm: ﬂlDIZ ZDN IO mb_a) + ﬂZu‘Il ZDNzlomb_a)
(+m)  Ada+tb)  (u+u) A4la+b)

- NZIOZEGb_a)2 M, _1

4a+b)  (tm+u,) 2

:>L=N2|:Gb—a)2 M T,
2fa+b) (44 +4,)

02

c) Una aproximacion= rR=1lar®o

o seion
a0 _ 5 P23 p-a)
vuelta 2
—a)? b-a)’
Oflargo=N BT[@b— a) y | Seccior n[ébza) = ﬂ( 2 a)

Lr=tlbzg 4N

o nffb-a)  olb-a)

PROBLEMA 2

El electroiman mostrado en la figura 2.23 es edoitgor 2 fuentes de corrientes idénticas.
Encuentre la fuerza de atracciéon entre los poldgmninos de la corriente | y la geometria.
Si la corriente fuera invertida en uno de los lad@sial sera la fuerza entre los polos?
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Solucioén:
Considere que el sistema sera lineal suponiendo lgueeluctancia del acero es
despreciable. Fuerza electromagnética

oW, 1 ,dd 1 ,d( 2x
fe:— :—_¢]2—:—_¢2—
ox 2 dx 2" dx{ y,wd

—1 x

v
«—>

vl
o
i

TR

Profundidad central = d

Figura P.7.2.1
Entonces

f.=- v

¢ uwd
De la ley circuital de Ampere y las direccionedatemmfsH /2x = 2NI.
Pero H :E = ¢

Mo Howd
Con lo cual (a:'uo—WdNI
N?| 2

Consecuentemente fo= —%

X
El signo negativo indica que es una fuerza de eitrac
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PROBLEMA 3
Un cable coaxial tiene un dieléctrico cen=4el conductor interno tiene un radio de 1mm

y el radio interno del conductor externo es de 5nibetermine la corriente de
desplazamiento entre los dos conductores por md&dsengitud de cable para un voltaje
aplicadoV =100cos(12rx 1% [V].

Hint: ConsidereC = 2—”‘2'

In (rb/ra)

Solucién:

Ocupando la indicacién tenemos:
_ 27 &)
In(5)
_ 2m(4)L8,854 10 ..
In(5)
=1,3826/10" F}
m

Ahora, ya con la expresién para la capacidad, anopaa siguiente expresién para la
corriente.

c
|

C
T

l, _ Cdv(i 10 |
- =|_$ =-(1,3810%)( 127116) 0100si 221 £
'l—d =-0,520sir( 127 1&){2}
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7.5 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Por la bobina infinitamente larga de la figura glecuna corrientd t (Fat . En el exterior

de la bobina a una distancia r(t) del eje hay wtt#n con velocidad/(t). Se pide
encontrar la fuerza que actla sobre el electr@dmenstante arbitrario.

4&

NANN

100

Figura PP.7.1

PROBLEMA 2
Un capacitor con aire como dieléctrico tiene plapas miden cada una de ellas fcfa
area y estan separadas a 0.1mm de distancia.iEreleecorriente de desplazamiento para

un voltaje aplicado d&00sin¢z1L6t jV].
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CAPITULO 8. CORRIENTE ALTERNA

\ 8.1 Elementos circuitos RLC

Hasta el momento hemos visto tres elementos badeoscuitos, resistencia,

condensadores e inductancias. La simbologia usadadpsignarlos se muestra a
continuacion:

= Resistencia

A B - A I—’.B
- .

Figura 170. Resistencia eléctrica.

La resistencia elazg;—A (8.1), y se cumplev = Ri (8.2), dondeV =V, —-V;.
» Condensador

| A | B
/ - [ 4
po— B

Figura 171. Condensador.

La capacidad e€ :Z—A (8.3), y se cumpl€® = CV (8.4), por ello la corriente es

1=9Q_c9V (g5
dt dt

= |nductancia

Area S

A ()(MM}: B

Figura 172. Inductancia.
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MUNS

Anélogamente, para la inductandiaﬁ (8.6), y se cumple = Li (8.7). Con ello la

fem inducida e%% =V, -V,

=V = Lﬂ (8.8)
dt
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8.2 Circuitos RLC

Los elementos RLC pueden unirse y combinarse déasudormas para formar circuitos.
Tomemos por ejemplo el caso de la Figura.

+ R - +Ro -
@ L
I3 - >
+ 1 I2
N | C FCL
Vo —— ! RN Vi

Figura 173. Circuito RLC.

Las ecuaciones que describen las corrientes yjewlsan:

VO :VRl +VC VRl = Rill
VC :VRZ +VL VR2 = RZI
dl,
V, =RI,+V, V =L—2
0 Ril C dt
dl, d
V. =Rl,+L—2 —
“RErL /dt
dV, di, , d’, dv,
—C = +L—2 |l.=C c
dt det dt? ° dt
[P P | PO P \VA
1 2=R 24| 2 l,-1,=C
C R dt dt v dt
V,=RI,+R), +de_|
V, = R{I +|‘-22C—I d, } R.I, +de—I
_ dl2 d?l,
=(R+R)I; +(RRC+L)_E+RLC- 7

Esta es una ecuacion de segundo orden, por lo santequieren 2 condiciones iniciales
para resolverla. Estas condiciones viene dadaslpaitaje inicial en el condensador y por
la corriente inicial en la inductancia.
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8.3 Corrientes alternas

Consideremos el siguiente circuito:

Figura 174. Circuito RC con fuente alterna.

En este circuito la fem o fuente de voltaje essiial. Las corrientes que se generaran en
estado estacionario también tendran forma sinuls@egun veremos), por ello a estos
circuitos se les denomina Circuitos de Corrienterib o CA.

Para el circuito de la figura las ecuaciones gu¥ekrriben son
V,, coswt = RI +V_ I :IC:CdVC

dt
V,, coswt = RC dd\ic

+ Vc

Solucién Homogénea RC+D=0=D=-RC
Veu (1) = Ke ™

Solucién Particular Ve (t) =V, codwt+¢)
=V, ¢ se determina reemplazando en (1)
=V, (t) = Ke "' +V,,, codwt +¢)
V.(t=0=0= K+V,,cosp =0

[0 solucion de régimen permanente, cuandetes de la forma
Ve (t) = Vey codwt +¢) (8.9)

Asi, es necesario resolver en general una ecudif@nencial, cuyo orden depende del
numero de condensadores e inductancias que teogawefo. Sin embargo, debido a que
las soluciones de régimen permanente son sinussidalrecurre a una transformada para
simplificar los célculos segun veremos a continci
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8.4 Transformada Fasorial

Se acostumbra usar una transformada fasorial esbedipo de funciones:

) 0 )
F{Ve (0} =Voue?aVe = F v, e} =V, cosprt +¢) (8.10)
luego si aplicamos F a ambos lados de la ecuadiémedcial del circuito de la Figura 125

dV.
<+V.; (8.11
) e

F{V,, coswt} = F{RC

se puede demostrar que F es lineal y biyectiva

= F{RC% dVe
dt

+VC} = RCF{
dt

}+ F{V.(t)} (8.12)

pero F{dvc } = F{Vey (-wsin(wt + )}

= F Vo (cwcost+ - )
dt 2
= {d(;ic } = —W\, e
jm
F{d(\j{:} =-we?V,,e"’
dVC — . ]¢ -7
OF =-jwV,,€e” (8.13), luego la ecuacion queda
A 0 o0 0 vV
10 = + =—M 14
V,€e'"” = RCjW,+V, =V, 1% WRC (8.14)

Concepto de Impedancia
* pararesistencia

V =RI=F(V)=RF()
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=R (8.15)

o
o

* para condensadores

dv,
dt

}
F(IC):CF(d(;iCj T~ )

I.=C

+

O<o

0 0
l.=CwWV,=>Z= % (8.16) Figura 175. Representacioonrias
jw

condensador
* parainductancias

dl IOL l

V, =L—-
Tt N
Vi

FIv,]= LF[ﬂ} ‘ )

dt

0

V, =Ljwl =Z=jwL (8.17) Figura 176. Representatadorial.
inductancia

Asi, para el ejemplo visto anteriormente
R

Figura 177. Representacion fasorial.

0

0 0 0
V =V.+V, (8.18) V. =R

0
I

(8.19)
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V=R+—1_|I 8.20 Vez—— (821
= + . == '
jwC (8.20) ° jwc (6.2

0 0
Y/ _ jwCV
gl = = :
R+_i 1+ jwRC
jwC
0 . 0 i
=siV=Vve'=| Z—JV\.ICV
1+ jwRC
0 .
| =le” ; I = WC{V 172
1+ (WRCY

¢ =90° —tan'wRC

i(t) = I codwt +¢) |




8.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1

En el circuito de la siguiente figura, el interrup81 ha estado abierto dedde— hasta
t=0.
Se pide lo siguiente:

a) Calcular el voltajeV/, del condensador y la corrientg, parat <0.

b) Ent=0 se cierra S1. Calcule las corrientes y tensiondssdistintos elementos
ent=0"yent=co.

c) Se reemplaza la inductancia L por un interruptor&gonga que ambos
interruptores han estado abiertos detsde-« hastat =0. Ent =0 se cierra S1. En
t =t se abre S1. Eh=t, se cierra S2, para abrirse ent,

d) Parat>t, se dejan ambos interruptores abiertos. Calculeltdje V. =V, (t) a
través del condensador.

R L
3 @ A

Figura P.8.1.1

Solucion.

a) Es evidente que pata< 0, V. =1, =0, ya que la fuente de voltajg esta
desconectada.

b) Para calcular las corrientes y voltajesten0” y t =, basta observar que se
cumple lo siguiente:
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Vi = Rig

i =c 3%
dt
di
v, =L+t
N

Ent=0" secumple:

v.(07)=0

i,(0)=0
Lo que quiere decir que antes de cerrarse S1 nodragnte por la inductancia, y el
condensador tiene voltaje nulo por no poder toraggac Entonces, por continuidad de
voltaje y corriente se observa quetenQ®:

v.(0")=0
i,(0")=0

Luego, se concluye que el circuito para0” se comporta como el siguiente:

R Vi

A, .

Figura P.8.1.2

Comoi, (0 )= O, entonces debe cumplirseigue” £0 ) 0, yohuamente
las corrientes son las mismas para cualquier tie@pmo la corriente pd®, esID,
la caida de tension, {0=) O

Ademas, por leyes de voltaje de Kirchoff se cunople :
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Ve, +V, =0, parat= 0> v (0 ¥ |

Finalmente, también de la figura se ve que:

Vg (07)=¢,
iRl(o+):£F:1

Ent =0 sabemos que el circuito ha pasado por su perfadsiénte, y esta en régimen
permanente; todas las corrientes y los voltajesmebr constantes; esto dice de inmediato
que:

i (0) =0
V() =0

Por lo tanto, el circuito se comporta como el sgte:

Figura P.8.1.3

Luego,
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&

"% " R+R
chv%zﬁ
R+R
- &R
"TReR

c) El circuito que interesa en este punto es:

Figura P.8.1.4

Para—o<t<0\V, =0.
Para O<t<t, al estar cerrado S1, la parte relevante delitires :

)
) |

Figura P.8.1.5
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Luego,

& =Ri+V,
Derivando, y coma, =C d(:f
di dv. di i %
0O=R—+—C¢t=R—+— i=ie RC
Rat " et Natc™ b

dondei, es la corriente en el instante inictat 0; es facil ver que, =E?, pues:

V.(0)=V,(0)=0

Luego, paresD<t <t se tiene que:
_t
V. =g, -Ri= 5{1— e Rlcj

Ent=t, se abre S2, abriéndose todo el circuito; luegoirala mas corriente y el voltaje
V(1) se mantiene durante todo el intervglat<t,.

En t=t, se cierra S2 y el condensador comienza a dessargatravés dé?,. Luego, el
circuito relevante es el siguiente:

Figura P.8.1.6
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Aqui el condensador actia como fuente, luego secgedas siguientes ecuaciones:

_d_5:

V.=—=R],

=R

Derivando:

dv, __ di i ﬂ
dt_det:C det
Luego;

t t

i0)=it,)e *°=V,=Ri=V(;)e" t< t< ¢

Ent=t, se abre S2, quedando el condensador desconeptado;tanto pard >t,, el
voltaje V,(t,) se mantiene.

GraficamenteV,(t) es aproximadamente:

e
& (1—e RC

W)t
50[1—e Rche RCT

e e m e - - = 1
i

—+

iy
—

N

t3
Figura P.8.1.7



PROBLEMA 2

Calcular la potencia disipada en Watts por la tes@a R, del siguiente circuito:

220V /7 R L
50 Hz

Figura P.8.2.1

Datos:
R=1[Q]

R, =3[q]
R=2[q]

C =799 uF]
L, =3.1g mH]|
L, =6.36[mH]|

Solucion:

La fuente de voltaje alterno produce un voltajeeeiids puntos a-b que puede escribirse
como:

£(t) =¢&,coseu)
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Si se supone que el voltaje de la fuente son 26 efectivos, se ve que:
g, =220V 2 (Volts)
Ademas:
w= 2750 radlseg’ ]

La potencia disipada por la resistenBlaque se pide calcular, es el valor medio de ésta,
cuyo valor estéa dado por:

I:)Dis;ipada = < P( t)> :% % |§

Donde |, es la amplitud de la corriente que circula poekstencia.

La resolucion de problema se hara mediante fasoeesydando que las impedancias
asociadas a los distintos elementos del circumo so

Resistencia:Z; = R
Inductancia: Z, = jwL
1

CondensadoZ . =——
jaC

Luego, el circuito queda reducido a:

Figura P.8.2.2
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Donde las impedancias respectivas son:

Z =1+ ]
Z,=3—4]
Z,=2+2]j
Ademas:
£,=€,=220J 2

Las ecuaciones para las corrientes, dadas poyda tge Kirchoff, son:

O0=-g+(+ j)|‘1+ (2+ 2 ).3
0=(3-4] )'2 - (2+ 7 9'3
o=1,-1,-1,

Cuya resolucion parg, da:

g 34 e f&l 250,
° 1+j11-1Q ‘u‘ 2 22Amp]

Finalmente, la potencia disipada pedida es :

P, -%&\szsspww

isipada —
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8.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

En el siguiente circuito, dados los valores dedieintos elementos, calcular las corrientes
l,,1,el,

— A

8j 6 -8]
. V1=1000 - 60
(2 vi-10m0 ,- -0
: 50Hz
50Hz
PROBLEMA 2

En el circuito de la figura, calcule algebraicamedatcorriente total entregada por la fuente,
y la corriente y el voltaje en cada rama del ctcui

R,




