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CAPITULO 5. CORRIENTE ELECTRICA

\ 5.1 Modelo de Medios Materiales Conductores |

En electrostatica modelamos un conductor como udianenaterial que dispone de
abundante carga libre, la cual puede desplazarsebsiaculos hasta alcanzar el estado de
equilibrio cuando se le ha aplicado un campo eté&cexterno. En el estado de equilibrio
vimos que el campo eléctrico al interior del cortduera nulo.

Ahora veremos el fendbmeno de la conduccion eléctyiatilizaremos un modelo mas
elaborado de la materia, pero que incluye al vastteriormente en electrostatica. La
principal diferencia con el caso anterior radicaekhecho de que ahora los conductores no
terminan en una pared definida, sino que se exdiemah circuitos cerrados, tal como se
muestra en la Figura 86.

i &

Figura 86. Corriente en circuitos.

Supongamos que en la Figura 83 se aplica un cargmirieo circular de magnitud

constante en todo el medio conductor. Si usamasodelo de conductor visto hasta aqui,
las cargas al interior se moveran debido a la &uejercida por dicho campo, pero no se
alcanzaria la situacion de equilibrio ya que eldeaor no termina en ninguna parte. Como
la fuerza sobre cada carga es constaptegxg (5.1), las cargas se acelerarian

indefinidamente, cosa que no ocurre en la realidad.

Por ello es necesario ampliar este modelo inconglardas colisiones que experimentan las
cargas cuando se desplazan en el medio materiafe€to, al avanzar las cargas bajo la
influencia de la fuerza eléctrica colisionan coedé&ructura de la red atdbmica hasta alcanzar
una velocidad de desplazamiento estacionaria enquio (4). Esta es la nueva situacion
de equilibrio dinamico del fendmeno de la conducoédéctrica, es decir, al aplicar un
campo eléctrico constante a un conductor como €iglaa 83, los electrones (y cargas de
desplazamiento en general) alcanzan una velocidaddesplazamiento constante en
régimen permanente (para un tiempo suficientemiamg®). Dicha velocidad dependera
desde luego del campo eléctrico y de la estruatatanedio material. Los electrones con
capacidad de movimiento en el medio forman un éppecial denominado electrones de
conduccion o electrones libres.



5.2 Definiciéon de Corriente

La corriente eléctrica es el fenbmeno de desplaz@mide cargas en un medio material.
Como vimos anteriormente, dicho desplazamiento uyecl mayoritariamente a los
electrones, ya que éstos disponen de mayor mavifitimterior de los medios.

Consideremos un trozo de material al cual se ieaph campo eléctrico externo como en
la Figura 87.

Area A E imi
Movimiento
Movimiento / de electrones
de electron o = o —> >
© Z \\ ©

N AreaA'
Figura 87. Corriente eléctrica.

Si tomamos el plano A que corta transversalmenteedio material de la figura, se define
la corrientd como:

)
dt
donde Q es la carga total que atraviesa el plaeo &l sentido d& .

[Clseg] =[A] (5.2) esta unidad se llama Ampere.

Sin entrar en mayores detalles, fisicamente locqpuere es que en el estado estacionario
los electrones se desplazan con velocidad pronwaxmiistante y sin acumularse en ningan
punto. Asi, para una misma area desplazada un&ipealistancia de A, tal comd én la
Figura 84, la corriente sera la misma.

De esta forma, para cualquier volum@nde un conductor, tal como el ilustrado en la
Figura 88, en estado estacionario los electronedesplazan manteniendo la carga neta
nula.

Q..6

VolumenQ

Figura 88. Carga neta nula.
Si designamos pop. la densidad volumeétrica de electrones de condncgipr a la del
resto de las cargas en el voluné&nentonces



“ P.av+ IIIdev =0 (5.3) paratodo tiempo t en estado estacionario
Q Q

Asi, al aplicar un campo externo se moveran lostrelees, pero el numero total de
electrones por unidad de volumen sigue constante.

Consideremos que en este material existen n ehestribres por unidad de volumen que
pueden desplazarse en presencia de un campo exenmangamos que es la velocidad
de desplazamiento promedio de esos electrones.

Figura 89. Electrones de combinacion.

Entonces, en un tiempft las particulas avanzaran una distagbig atravesaran el area A.
En otras palabras, todas las particulas contemidas volumenAvit pasan a través del
area A en un tiempdt. La carga total que atraviesa el area A es ptamito:

AQ = gnAv,At (5.4)

donde g es la carga de una particula. Luego leeaterque atraviesa la superficie es:
_AQ _ gnAv At
TAL At
01 =qgnAv,[A] (5.5)

Asi, la corriente es positiva en el sentido cordgral movimiento de los
= | =-enAv,[A] (5.6)

EJEMPLO 22

Determine la velocidad promedio de desplazamieatos electrones en un alambre de
cobre tipico de radio 0.0814 cm que transportacon@ente de 1[A]. Suponga que existen
8.461.0°* electrones libres de moverse por cada dencobre.

Sof":
|
| =nxXgxXVyxA=V, = ———
q>Vq Ty



A= 77x(0.0814  c’
n = 846x107es/ cn]
q=16x10"[C]

| =1[C/seq]

1 C/seg] o 2
i cm’] x[em
o T (00814)2 x 846x% 1022 X 1.6)(10—19 [ ] [ ]

v, = 355x10%[cm/ 5]



5.3 Densidad de Corriente

Consideremos un conductor muy delgado por dondesiteauna corriente |, segun se
ilustra en la Figura 90.

—> | — %

k;A

Figura 90.Corriente por unidad de superficie.

Se define la densidad de corriegte&omo un vector que indica la corriente por unidad
superficie. Para el caso de la Figura 90.

j :'—Af[A/ ] (5.8

Asi, J tiene la direccion de la corriente. Para el castad particulas visto en el ejemplo

anterior de tieneJ =i =gnv,i (vector en sentido contrario al movimiento de tetees).

r
A

Por extension, cuando se tienen superficies magores en la Figura 91 se defige
como
Al - (5.9)

dondeAl es la cantidad de corriente que atraviesa endamogonal al elemento de area
AS y X es la direccién de la corriente (y normal al eletmele area).

/ Area total A

T~ As
Al

-

Figura 91. Vector densidad de corriente.

Asi, la corriente que atraviesa el area A (enetide de gS=dsx ) €s
| =[[IES. (5.10)
A

En general el vector densidad de corriente vadanda posicion.



Ejemplo 23.
Un conductor ideal tiene la forma irregular deigufFa 92.

Figura 92.

La curva del limite superior del conductoryes ax?+b, la cual es valida en todo el larjo
del conductor. Por el conductor circula una cotddnla cual ingresa y sale del conductor
perpendicular a los planos que lo limitan. Se mdeular el vector densidad de corriente
en los planos extremos del conductor.

Sof’
Supondremos que la corriente se distribuye en fdromogénea al interior del conductor.
Por ello, en el extremo x=0, el vector densidadateiente se distribuye homogéneamente

en el disco de radio b y apunta en direcciGnAsi,

= [

J=—7I

b

En el otro extremo, el plano de salida del conduittona un anguld con el eje x. Dicho
angulo se forma entre la ortogonal a la tangente darva y = ax*+b, evaluada em=I, y
el ejex. La tangente esta definida por la cupfa2ax, que por definicion corresponde a
tg(90-8) enx=I, es decir,

tg (90-6) = 2al
aplicando identidades trigonométricassQ0- 6) = [1+tg2 ©0- 6?)]_1/2 = (1+ 4a’| 2)_1/2 y

. 2 2\ 12

S|n(90—¢9):2al(1+4a I ) .

De las leyes de semejanza de triangulos obtenem@glie del disco en el extremo de
salida del conductor

r=1 [@? +b)? +(al +b)*tg? Q0-8) = (al? +b)./(L+1g’ (90 6) =~ (al 2 +Db).[(L+ 4a’lZ
ZJ( )"+ ( ) “tg” ( )2( )~ @+1g” ( 2( )/ (

Con ello finalmente el vector densidad de corrieme| plano de salida es

j= I : (cos@0-8)i +sin(90-6)))
e




En forma analoga podemos definir un vector densakadorriente superficial cuando se
estudian distribuciones de corriente en superfiSiggongamos que tenemos una corriente
fluyendo en el plano y-z, segin se muestra erglar&io?2.

z, k

Y ]

Figura 92. Densidad superficial de corriente.

Se define el vector densidad de corriente supalfic{A/m] como
K(F) = lim = | (5.11)

Inversamente, cuando disponemos del vector podeatoslar la corriente atravesando un
tramo de ancho L como

L
|:jKoim (5.12)
0

Ejemplo 23.

Considere un conductor toroidal que trasporta wndente | segun se muestra en la Figura
92. Suponga que se desea tener una representgcivalente en dos dimensiones de este
conductor a través de una cinta. Se pide deternaneorriente superficial por esta cinta
resultante (imagine que resulta de aplastar aidetoasta dejarlo plano).

| Area A |

Diametro 2a f Ancho Zaf

Figura 93
Sof’



En la Figura 93, en el lado izquierdo esta repitasienel toroide (de tres dimensiones) de
seccion transversal A. En el lado derecho se ptadarcinta (dos dimensiones) de ancho
2a. Ambos elementos conducen la misma corrieng Itoes decir la seccion transversal

del toroide es atravesada por la misma corrienéeatpaviesa por un corte transversal de la
cinta. Esta situacién se ilustra en la Figura 94. figura del lado derecho es una

amplificacion de la seccion del toroide. La proyéocbajo esa seccion es un trozo

transversal de la cinta.

Diametro ZaT i Kdy

Figura 94

SiJes la densidad de corriente homogénea del to(dide/ 78> A/m?) y K la densidad
superficial de corriente de la cinta (A/m), enta@econdicion de equivalencia impone
Kdy = JAS. Desarrollando obtenemos

2

| =2a’ -y
Kdy :#Zw/a2 - y?dy
a9 K= 21 Ja® - y?

naz

. . . T 2| a2 —-y? ~
Luego el vector densidad de corriente SuperfI(SdKGZ—zyj .
A
Este resultado indica que la corriente no se Hisgg en forma homogénea en la cinta, ya
gue es mayor en el centrg=Q) y decrece hacia los bordes, llegando a ser rara fg=a).

Este resultado es coherente con la intuicion, yasjumiramos el toroide desde arriba (un
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punto perpendicular al plano de la hoja de papdBctivamente veremos pasar mas
corriente en el centro y menos hacia la orilla y&mzase de este resultado!).
Propuesto.Determinar K si imponemos que la corriente seaitlisga en forma homogénea
en la cinta.

5.4 Ley de Ohm

En la mayoria de los materiales conductores seeatreuque al aplicar un campo eléctrico
se verifica la relacion

J=gE (5.13)
dondeg es en general constante y se denomina condudivides unidades dg son
[A/Vm]. Es comun llamar Mho (o0 MHO) a la unidad M/ con ello también se usa
[MHO/m] como la unidad dg.

Todos los materiales que satisfacen la relaciéariantse denominan ohmicosgypuede
depender de otras variables como la temperatusigoeekion, pero no del campo eléctrico.
Existen también materiales no 6hmicos en dondepgrake del campo eléctrico aplicado,
pero en este curso no los estudiaremos.

Consideremos un conductor alargado de seccionromef@ por donde circula una corriente
| debido a la presencia de un cang®egun se muestra en la Figura 93.

1 | 2
Seccion S
E —>
—> |
— " xi
Figura 93. Ley de Ohm.
Por la ley de ohng =g E, pero suponiendo distribucion homogénea de cmer'@:'zi‘ y
2
de la definicion de campg = -0V = -[E [t =V, -V, =V, -V, =-E[l
1
= w—szm:E:ﬁ%ﬁf
Reemplazando valores en la ley de ohm se tiene
Lo guiVep
S |
|
= (Vl _Vz) :(ngl
Se definep _1 (5.14) como la resistividad del materialry= p XI§ (5.15) como la

g
resistencia. Las dimensiones de la resistencif\a@tiAmpere] y se llama OHM. Con esto
podemos escribir

11



= AV =Rl (5.16)
Esta es la Ley de Ohm en conductores.
También es usual definir G = 1/R como la conductadel material.
En general, mientras menor sea la resistencia denaterial serd un conductor mas
eficiente, y en el limite, si la resistencia seehaala hablamos de un conductor perfecto

dondeav =0. Este ultimo caso ocurre en algunos materiales percondiciones de muy
baja temperatura, son los llamadaper conductores.

Para un material es posible medir su voltaje yieote y determinar asi la caracteristica V-
I,y con ello la conductividad, segun se muestriad-igura 94.

V[v] Material ohmico

Material no ohmico

L
I{A]
Figura 94. Caracteristica V-I.

En la Tabla 3 se presentan valores de conducti\pdsal diferentes materiales.

12



Tabla 3. Conductividad (aproximada)* de algun@demales a 20°C

Material Conductividad ¢
(mhos/meter)
Conductores
Plata & 10
Cobre (standard) 5.8 x'10
Oro &10
Aluminio 3.5%1
Tungsteno 1.8 X'10
Zinc x10
Bronce 1.16
Hierro (puro) 10
Plomo xa
Mercurio 1¢
Carbon 5 ¢f
Agua (mar) 4
Semiconductores
Germanium (pure) 2.2
Silicon (pure) 4464
Aisladores
Agua destilada 10
Earth 10°
Bakelita 101°
Papel 10
Vidrio 10%2
Porcelana o't
Mica 10%°
Parafina 10%°
Goma (dura) o
Cuarzo (fusionado) 10
Cera 10%

sensible a la temperatura, impurezas, etc.

(*) Estos valores pueden variar en otras Tablagugahay muchas
variedades y aleaciones de cada material y la cbindiad es ademas

13



En el caso general se tienen conductores irregutan@o en la Figura 95.

v v,

1

T

Figura 95. Corriente en conductor irregular.

Aqui la diferencia de potencial entre los extre@®s\ =v, -v,, y dado que la corriente en

las caras extremas es la misma (no hay corrie@ee@acumule o salga por otra superficie

del conductor) se puede definir la resistencia como
2

[Erar
_ 1 (5.17)
[[gEES
S
donde el recorrido de la integral de linea es auatg y el area es cualquier seccion
transversal del conductor.

EJEMPLO 23
Un alambre de diametro 1mm. y de conductiviggd 5x10"mho/m tienel10” electrones

libres por m. Si se aplica un campo eléctrico &V / men la direccién axial se pide:
a) la densidad de carga de electrones libres
b) densidad de corriente
C) corriente
d) velocidad media de los electrones

Solucion:

o E
—>

oNE=30 O

Area A
Figura 96. Conductor unifilar.

a) p,=nxe=({10°)x(-16x107°)= -16x10°[C/n"]
b) J=gE =(5x107)x (1072 =50000d[ A/ m?]
o)l =[[JmS=JA= (5><105)><[n[12_3j ] = 0.393 A

J__ 500000
gxn 16x10°

d) J=gxnxv, =V, = = v, =3.125x10°m/s

14



5.5 Fuerza electromotriz

Llamaremos fuerza electromotriz FEM a un dispositten la propiedad de mantener una
diferencia de potencial definida entre sus termmaEsquematicamente se muestra en la
Figura 97.

10 V1

V, -V, =AV independiente de lo que se
conecte entre los terminales 1y 2.

FEM

20 V2

Figura 97. Fuerza electromotriz.

Una pila comun, una bateria de auto, un generador eemplos de fuerza
electromotriz. SAV >0 Se acostumbra a anotar como:

Conductor perfecto R=0
il e

] +

AV

(@}
1

Figura 98. Notacion FEM.

Recordemos que por “conductor perfecto” entendesemo conductor con una
conductividad muy grande y que por lo tanto present resistencia (R) despreciable y no
registra diferencia de potencial alguna. Sin enthaeg la practica las FEM poseen una
resistencia interna,i® por lo que la representacion mas usada es leestgu

+ Rin

Figura 99. FEM en circuitos.

Examinemos la configuracion de la Figura 100.

15



Conductor perfecto Conductor perfecto

v vl
g,€ S
’ E,I,J
-
X, 1 | A | ¢
S T
7 | !
Cable conductor perfecto €

Figura 100. Conductor real.

Habiamos probado que la diferencia de potenciat éog “conductores perfectos” es

N —

Eed =V,-V,
El =V, -V,

dondel es la distancia entre los conductores. Esta difaete potencial es
exactamente el valor de la fuerza electromotrizgou

£=V, -V,

=¢=Ell,
Por otra parte, la corriente que atraviesa el Areal = J[A. Ademas la densidad de
corriente cumple cofi = g E . Luego, si es el largo del conductor de seccion A,

tenemos

=&¢=Rl

Esta expresion corresponde a la Ley de Ohm viseiammente.

La fuerza electromotri€ realiza el trabajo de tomar cargas a un potegagtregarlas
a uno de mayor magnitud. Al circuito analizadoeseepresenta como:

—— /R

+¢g-
Figura 101. Convencion signos.

16



5.6 Efecto Joule

Consideremos la configuracion de la figura:

G- @

T As

Figura 102. Efecto Joule.
La energia de la carga en el disco 1 es
U, =AQ IV,
dondeaq es la carga que atraviesa el plano/A/; es el potencial en 1.
Similarmente la energia en el disco 2s= AQ.V, .
Por lo tanto la diferencia de energia es

AU =AQV, -AQyV,

peroaq Y AQ, son iguales (no hay acumulacion de carga)
= AU =AQ(V, -V,)

Por otra parte la potencia es el cambio de la é@ergel tiempo, o sea

_AU _AQy, _ AQ _
P T V. -v,), peroE_|
=P=1(,-V,)

y haciendo coincidir 1 con el comienzo del condugt2 con el fin tenemos que

= P =1AV (5.18)
es la potencia disipada en el material.

Dicha potencia se expresa en un calentamiento dtdrial producto de las colisiones
entre las particulas. Esta potencia es suminispadia FEM.

Como4V=RI , una expresion usual de esta potencia es:

17



2
P=RI? (5.19) 6 p= (V)

(5.20)

En general, para un material cualquiera tendremos

: v
7/
j . dS
. |
. k ...............
—>

Figura 103. Energia en elemento diferencial.

La potencia disipada en el elemento de volumen gs :(j mg) [@E mr—) (5.21)

—
| AV

0 dP=JI[Elds(dr. (5.22)
Como todos los vectores son paraled@idir =dv y podemos escribir finalmente la
expresion

DP:jjjJDzdv (5.23)

la cual representa la potencia disipada en un rabtkr volumerQ.

18



\ 5.7 Cargas en medios materiales

Resumiendo lo que hemos visto hasta aqui es |@nigu

0] Dieléctricos

&
2P o5

Figura 104. Cargas en dieléctricos.

D=¢gE+P

D=¢E

Los medios se componen de dipolos que puedenegiriarno a su posicion de
equilibrio, pero no se desplazan.

(i) Conductores:

Equilibrio electrostatico

E=0
V =cte

Figura 105. Conductores en equilibrio electroestati
Salo tiene distribucion superficial. La carga @émor es nulgg=0y no hay polarizacion

P=0.
Equilibrio Dinamico: corrientes

o 8. @ o
60 T o

Figura 106. Conductores en equilibrio dinamico.

Electrones se desplazan con velocidad constantgaGatal por unidad de volumen es
nula. También puede existir una polarizacién detenms P#0 (6rbitas de electrones se

desplazaran de su centro).
19



Si llamamosp, a la densidad de carga de electrones por unidadidsmen yp,, ala
densidad del resto de las cargas, se cumple

“I:%dV + _U_f,ORdV =0 (5.24) en todo el volume®.
Q Q

Ademas los materiales ohmicos cumplen doa g E .

Asi, en general un medio material puede preseatacteristicas de dieléctricad,(o sea
aisladores, o conductores (g) como se muestraleguaa 107.

E
— >

Hectrones libres
O

dipolos
© <
s & &

Figura 107. Cargas en materiales reales.

Si g— o = conductor perfecto
Sie -0 = aislante perfecto

Ambas caracteristicas son contrarias, es deces sin buen aislante tendra pocas cargas
libres y ser& por lo tanto un conductor pobre ceversa.

20



5.8 Corriente de Conveccion

La corriente de conveccion se produce cuando See tigna masa con carga en
desplazamiento, por ejemplo un liquido con carggeihdo por una caferia. Consideremos
gue esto ocurre en la Figura 101, con una mastie#unente cargada que se desplaza con
velocidadv..

A

m,q @ @ ) >

Figura 108. Corriente de conveccion.

Sila masa contenida en el cilindro elemental tilecidadv: , y si designamos par. la
densidad de carga en dicho volumen, entonces taladrde carga contenida en el
volumendSxAl esp.X(ASxA4l). Por lo tantola corriente atravesando al atsa en un
intervalo At es

| =8Q_PASXAl_ ) (A, (5.25)
At At

perov, = % = Al = p.ASv, (5.26)

A

Luego el vector densidad de corriente es

J(F)=pyva, (5.26)
dondel es el vector unitario en la direccion de desplazato de la masa cargada.

Se cumple
I =[[3(N @S (5.27)

Donde | es la corriente total que atraviesa el Arfla cual desde luego no se mueve).

Conviene precisar que en las corrientes de conued®tO tiene sentido la ley de ohm, es
decir, no se cumple la relacigh= g E .

21



EJEMPLO 24
El sistema de la figura representa una cinta tatepora de un polvo cargado que puede

modelarse como una densidad superficial de cargd0?C/m?. La cinta tiene un ancho
de 1m se mueve a una velocidad de 2 m/s. Se pide:

a) calcular la corriente que atraviesa el area A
b) ¢cuanta carga ha pasado en 5 segundos?

Ancho 1 m

Figura 109. Cinta transportadora de carga.
Solucion:

a) |I= gxdxAl _ odv, = 10—2{3} x1[m] x 2[”1
At m S
| =2x102[C/ S| =20mA
b) AQ = | xAt = 2x102[C/S]x5[S| =107[C]

La corriente de conveccion tiene gran importanoialeentendimiento de los seres vivos.
Por ejemplo el intercambio de sustancias entrdazie puede explicar mediante un
modelo eléctrico en base a corriente de conved#guroteinas.

22



5.9 Ecuaciéon de Continuidad

Consideremos un volume®2 del espacio en el cual se tiene un flujo neto aleiente
saliendo del volumen.
i = f} IS (5.28)
S(Q)
aqui dS = dSiapunta hacia afuera del volum@n

Figura 110. Continuidad de carga eléctrica.
Si llamamoXQ;, a la carga contenida en el volunf@nentonces se debe cumplir

dQ
| iga = ——20 (5.29
salida dt ( )

O sea, la corriente que sale corresponde a laci@mide carga encerrada en el volumen.
Supongamos qu@i, se describe a través de una densidad de cargddilole
conducciényp, *. Luego:

Q, =[[[ pa(n)av  (5.30)

__0 -
Lo == ([l a(NaV (5.3
Dado que el volumef es fijo (no depende de t) podemos escribir:
| sida = _m{a Pa (f’)}dV (5.32)
o Lot

y reemplazando en la expresion original tenemos:

—”J.[apQ(F)}dV = ffams (5:33)
Q ot S(Q)
Aplicando el teorema de la divergencia al lado deve

0 B B _
- jmat po(r)av = f[[ociav (534
Como se cumplél espacid (contenga este un medio material 0 no)
=00 +%pg(r) =0 (5.35) Ecuacién de continuidad.

La carga no aparece ni desaparece espontaneasiaotque se conserva.

! Notar que la carga de polarizacién no se desplazaue sélo gira en torno a la posicion
de equilibrio.
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5.10 Ecuacion de Continuidad en Medios Materiales

Consideremos un medio material que posee tantotesisticas dieléctricags)(como
conductoras (g). Supongamos que en t=0 se inyesti@ntaneamente una densidad de
cargag,(ryen el material. Determinaremos la variacion quesgrpenta la carga pasao,

Q

o

Figura 111. Ecuacion de continuidad en medios nadgsr
Tenemos
J=gE= 0O[J =gO[E, donde hemos supuesto g constante.
Pero
DzeE=0T=30m :gp(t), y reemplazando en la ecuacion de continuidad
& &

obtenemos

do(t _
9o +%88 =0 p(y) = g™ (5:39)

dondeT,=g/g (5.37) es la constante de relajacion y mideedez con que la carga en

volumen emigra hacia la superficie. Asi, en régimstacionario no hay carga en volumen
y solo hay carga superficial.

EJEMPLO 25

Considere un medio material que forma una esferadie R, el cual tiene caracteristicas
dieléctricas y conductividad g, segun se mestra en la Figuba Eft=0 se carga dicha
esfera con una carga @niformemente distribuida.

Figura 112.Carga en funcion del tiempo.
Se pide:

a) Determine la ecuacion que rige la carga enféageparat = 0,

b) Evalle el tiempo que toma la carga en volumedisminuir 36.8% de su valor
inicial,
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c) Cuanto vale el tiempo calculado en b) paraigpsentes materiales:

g €r

Cobre 58x10 1

Cuarzo fusionado 107Y 5

Sol’
a) la ecuacion que rige la carga es:
0p(t) _
t) + 2
2o+

Integrando en el volumen
=>fﬂ( p(t) + ap(t)JdV 0

g _
= Ej\{j poM)dv + agj poM)dv =0

Q(t) Q(t)
aQ(t
=900+ 2% =02 Q= Qe
4
Para t=0Q, = poglﬂ YT, _£
g
b) 0.368Q, = Qe =t =T,
c)
cobre Cuarzo fusionado
TR 153x10 " seg 51.2 dias
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5.11 Condiciones de Borde para

Consideremos la interfaz de dos medios materiae®cen la Figura 113. A ambos lados
hay campos y densidades de corriente.

Figura 113. Condiciones de borde.
De las condiciones de borde para dieléctricos temsegue la componente tangencial del
campo eléctrico se mantiene (aqui sigue cumpliéndoe<E = 0) y que la diferencia de la
componente normal del vector desplazamiento e$ &laadensidad de carga superficial
(sigue cumpliéndose la primera ecuacion de Maxwelp = p). Por lo tanto

£, =E, > =2
g O
Div = Don = Giie

= &E,-&E, =0 Sflﬁ—fzhﬂﬂ (5.38)

1 2
Por otra parte, también usaremos la ecuacion denoarad g+ 9P - para obtener
ot

condiciones sobre J. Tendremos dos casos inteessant

I. Situacién Estacionarid®®) _,. Cuando no existe variacion de carga en la irteséa
ot

cumple 0[J =0. Si tomamos un volumen como el del cilindro deFigura 106
obtenemos (se procede en forma similar a la usadaderivar la continuidad de la
componente normal del vector)

Jln = J2n (539)

Aqui claramente habra una carga acumulada en dafamtya que las condiciones
(5.38) deben cumplirse. Asi, al reemplazar la camepte normal dgJ en (5.38) se
tiene

& E, | _ & Eop\_
Jn=0(2+2) y J, =0+ (5.39)
1 9 1 9

Cuando se cumple esta condicion de borde diremmelggistema esta en estado
estacionario o en régimen permanente, |a cual@sagnte a suponeo _ .
ot
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Il. Situacién Transitoria. Cuando hay variaciéncdega tenemos qu%‘3 # 0. Haremos
t

uso ahora de la ecuacion de continuidad en el vaténindicado en la Figura 106.

0@ +2P -0 6 en su version integraﬁj ms+99 = o.
ot S0 ot
Aqui Q es la carga e y haciendo tender el largo del cilindro a cero

= {{J1dS=J,A8-J,As (©-40)
S(Q)

y 9Qsolo se concentra en la interfaz, luego
ot

S =—t(a [AS) (5.41)

= J,AS- JlAS+%—fAS =0

=>J,-J+—=
2 1 a
Esta es la condicion que deben satisfacer las coampes normales del vector densidad de
corriente de ambos medios. Esta situacion se lteanaitoria o transiente.
Caso en que uno de los medios es un conductor pette

Consideremos la interfaz entre un medio matenal gonductor puro tal como se muestra
en la Figura 114.

O~ W 7)) Medio materic

Conductor puro

Figura 114. Dieléctrico y conductor perfectos.
Al tomar la superficie Gaussiana S, se tiene

ffD1dS =D, AS-D,AS=0AS (542)
S

Al interior del conductor perfecto el vector potation es nulo. Luego, los campos
cumplen

&E,—¢E =0 (5.43)

Las condiciones de borde para el vector J en asteson las mismas que desarrollamos
anteriormente.

27



EJEMPLO 26
Considere el sistema de la Figura 115. Se pide:

a) Calculard,E y Dentre las placas conductoras en la condicion disiteriu
b) Idem pero en la situacion transitoria.

Potenc< \ — conductor _/;2
£, 0, 4 DuELJ, :Ez

L conductor
e — Potencial cero V=0

Figura 115. Condensador compuesto sin acumulag@@adja.
Sof’

a) Supondremos que campos y densidades de cosrierien direccion segun z.
Dado que estamos en la condicion de equilibridyayovariacion en la carga

superficialo entre los dos medios, es decir, se cu 9 O?S) =0 en lainterfaz y

por lo tanto de la ecuacion de continuidad][J =0  en régimen permanente.
Segun vimos esto conduce a la condicion

= ‘]Zn = Jln
Para los campos eléctricos supondrergos E, (—IZ) , COnE; constante para ambos
medios. De la Ley de Ohm se tiene

Por lo tanto,

9,E, = 9,5, (5.44)
Por otro lado, sabemos que la relacion entre &hjeoy el campo eléctrico entre dos
puntos (1,2) cualquiera es

2
V, -V, = -[E
1

y haciendo coincidir 1 con el potencial cero y & eb potenciaV, tenemos
d/2 A ~ d - A
=V, = —{ | E(-k)[dizk + [E,(-k) mzk}
0 d/2
d d - AV
V,=E,—+E,— +E,=-—9k
0=, TR =E+E d

28



Usando la condicion (5.44) obtenemos

9. E,+E,=- Mo
O d
=, =- 29,V, K y E =- 29,V
d(9, +9,) d(g, +9)
Luego las densidades de corriente son
3, =- 29,9,V R 3, =- 29,9,V R
d(g; +9,) d(g; +9,)

Claramente se cumple la continuidad de la compen®aimal del vector densidad
de corriente en la interfaz. Para los vectoresldeamiento tenemos
B, =- 2£,0,\V, K B, =- 2£,0,V K
d(g; +9,) d(g; +9,)
Por lo tanto existird una distribucion de caggantre los dos medios materiales
dada por la condicion
D, -D, =0, donde usamos la notacign = D, (-k) -
Luego,
_ 2V4(£29, ~ 6,95)
d(g; + 9)
Es importante notar ademas que habra una dens&ladrda en la cara interior de
los conductores (interfaz entre conductor puro ydimenaterial). Si llamamos
o,y 0,a las densidades en la placa superior e infesregpresiones son

D,*(-K) =0, = 01:725192\/0
d(9, +9,)
D,* k=0, = 02:—725291\/0
d(9, + 9>)

b) Consideramos ahora el periodo transiente pafiatidbucion de carga en la
interfaz . Usamos la misma notaciéon anterigr=-D, (k, E =-E [k
Donde los campos tienen la direccion de la Figa& 1

V=Vo

Dl’El"J 9) €10

it -

Figura 116. Condensador compuesto con acumulaei@arda.

Segun vimos la ecuacién de continuidad en el régimamsitorio conduce a la
condicién de borde

J,-J; +a—a 0
ot
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Por otra parte, de las condiciones de borde paractébr desplazamiento
D,-D, =0

Ademas sabemos que

V,-0=—[Ere =- & e - [E,
0 0

V0=El%+E2%:> E1+E2=% (5.46)
De (5.45) y (5.46) tenemos el sistema:
2,
+E,=—2¢
—gEt5E, =0

ExXD+@Q)=>¢E,+&E, =%£1 +0

1

=E, = (%‘sﬁaj
g+e&,\ d

e xW-@=eE 65 =202 0

:>E1: 1 (%—0—)

g+e&,\ d
OE = -1 (—2\/082 - lez
g+e&, L d
E,=- : (—2\/081 + JJIE
g+e L d

Luego las densidades de corriente son:
3= -9[2\’5 -ajlz .y

g+ d
3, = 9(2” +aj|z =-3k
g+& L d

Tomando la diferencia

3,-3,= 92 [2\/0514_0)_ 9 [2\/052_0)

gt+e,\ d g+e&\ d

3,-3,= 9, Vo _ 91V, +J(91+92)
dig+e,) dls+e) — a+e
0J,-J,=a+fo

(5.45)
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Reemplazando en la ecuacion de continuidadr + ﬁa+%—f =0

Solucién Homogénea oft) = ke™?
Solucién Particular o = —%
—oft)=ke? -2
B
C.L J(t :O):O:> k -ag
B
al .
Ooft)=—=e”? -1
0=2" -

2\/0(9251 - 9152)
a_ d(gl+52) - 2\/0(92‘91_9152)

B 9.*9 d(gl+92)
& t+é&,
0 J(t) - 2\/0(9251 - 9152) e_gi:izt 1
d(gl+ 92)

Notar que para-t oo
- o9, — 9081)

A= e)ze d(g, +9,)

[oe)

que es el resultado obtenido en la parte a).
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5.12 Ley de Voltajes de Kirchoff

Consideremos un sistema de conductores como alflgura 117.

Conductor perfecto
\I/ 3 g,¢ 4 n-1 %vé+1 n

QL —0) B

+
Figura 117. Ley de voltajes de Kirchoff.

La diferencia de potencial entre 1 y n es

AV :TE@F+J4E2 el +...+ jl E_ G (5.47)
AV = EL =(V,-V,) +(V,-V) +..+ (V,,-V,) (5.48)
PeroAV = ¢

= YAV —£=0 (5.49)

[JLa suma neta de las diferencias de potencial dagmcerrado es nula. Esto se

conoce cono “Ley de voltajes de Kirchoff”

EJEMPLO 27

Encontrar el voltaje en el condensador de la figli& si este se encuentra inicialmente

descargado.
10

>
i
+ —_—
1oV 1uF

Figura 119. Circuito RC serie.
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Sol™:
Aplicando ley de voltajes de Kirchoff:

10V =V, +V,

10=%i +V,

A
dt

—10=c e 4y
dt

pero i =i, =C

10=10° dVe
dt

+V. Ecuacion diferencial ordina

Resolvemos la solucion particular y luego la homegé
Solucién homogénea:
6 adV,
=10°—2+v, =0
dt

t
=V, =ke’ r=10°
Solucion particular:
dvg, _
at
=V, =10
Solucién completa:
Ve =Vep +Vaon

_t
V. =10+ke ’
Aplicando la condicion inicial:
V.(t=0)=0=k=-1C

finalmente

t

V.(t)=10(1-e " V

Notar que pard - o V(t) =10V = no hay corriente en el circui
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5.13 Ley de Corrientes de Kirchoff.

Consideremos ahora un sistema de conductores quergen a un mismo espac€o
segun se muestra en la Figura 120.

Figura 120.Ley de corrientes de Kirchoff.

Si no existe acumulacién de carga

%—’t’:ojmzﬁ:o (5.50)

Tomando el volumef que contiene a todos los conductores convergentes

= [j0lJdv =0 (6:51)
Q
y aplicando el teorema de la divergencia

p Jrds=o0
S(Q)
¢p 3, S +fp I, S, +..+§p 3, @S, =0
s S, s
Ol +1,+..+1,=0(5.52)

Si no hay acumulacion de carga la suma neta deectas que convergen a un espacio
cerrado es nula. Esta es la “Ley de corrientesicnéif”.
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EJEMPLO 28
Calcular la corriente | de la figura 121 si el censlador se encuentra inicialmente
descargado.

B —>
l l1 .
. _ F
— 10
10V ——
— 10
Figura 121. Circuito RC paralelo.

Solucion:
De la ley de corrientes de Kirchoff obtenemos ¢uel, +1,

De las ecuaciones del condensador sabemos,qu€ d(;ic

De aplicar ley de voltajes de Kirchoff y ley de Obaobtiene

|1=ﬁ=ﬂ=1o[A]
10

| —hzlo_vc

° R 1

Igualando las dos expresiones encontradas pararferde |,llegamos a la siguiente
ecuacion diferencial:

100 e = 10y,
dt

En el ejemplo 27 resolvimos la misma ecuacion difeial con la misma condicion inicial,
llegando al resultado que se muestra a continuacion

_t
V. (t)=10(1-e* V¥ conr=10°
t
_qgediot-e)
dt

=
1 -t
:>|2:10‘6(10—e7J
r
L
=1,=10e ' [A]
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Finalmente
I =1+1,

| (t) =1o(1+ e_;j[A]

Notar que pard - o | t(5 18— solo hay corriente en la resistenciad? decirno hay

corriente en el condensador.
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5.14 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:
Considere el circuito de la Figura .

—,

FiguraP.5.1.1

Se pide:
a) Determinar la corriente | en funcion del tiengpen t = O la carga del condensador

es nula (voltaje nulo).
b) Calcular la corriente para la condicion estaai(t infinito).

Solucion:
a) Por laley de corrientes de Kirchoff:

e I
IRZ :VRZR
dv,.

dt
Pero por ley de voltajes de Kircho¥f;, =V,

=1 =RV, +C dVe

dt

Utilizando nuevamente la ley de voltajes de Kirélyda ley de Ohm
Vo, =E-V,

=1 =1y=R(E-V,)

Entonces formamos la siguiente ecuacion diferencial

R(E—VC):RVC+C%

I.=C

C d;ic +2RV, = RE

Para resolver esta ecuacion debemos encintralue&o particular y la homogénea.
Solucién homogénea:
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=0= 2RVC+CdC\1{[C

_2R,
Ven(t) =ke ©
Solucién particular:
= dve _ 0
dt
V,

25 C:BE
C C
_E
"2
Luego

Vo

2

Ve (t) = % ke RS
Aplicando condicién
V.(0)=0

E

=0=—+k
2
:>k:—E
2

2

_El _owe
:>Vc(t) —E 1-e

|

inicial:

Pero lo que buscamos es la corriente |, la qubastada pot = R(E —VC)

2
= | =Ej;-1 1-e
R 2

E -2
I(t)=—=eF°
O=2r
b)

. _E
ltlm)l(t)_ﬁ

PROBLEMA 2
Se tiene un par de electrodos de placas planatelparantre las cuales se aplica una
diferencia de potenciaoVEn el interior se coloca un dieléctrico perfectatqucon dos
secciones de dieléctrico con pérdidas. Pare esbégpna se pide determinar:

Resulta intuitivo este resultado, pues el condesrsdwarante el régimen transitorio se carga
no conduciendo una vez cargado. Correspondiendmes la corriente | en régimen
permanente a la corriente del circuito sin el cosdédor.

a) Ladistribucion de campo eléctrico en todo glesna. (desprecie efectos de borde)
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b) La capacidad equivalente C del sistema de elbusr
c) La conductancia equivalente G del sistema dxreldos.
d) La densidad de carga libre en Ias placas ysimtarfaces del sistema.

Hint: la energia eIectncw-—J'—dv Y W, dersador —%CVO2
Considerar profundidad unitaria
Vo
Z
d £,0 &, .0
< >« >« > ‘
b 2a b p—
Figura P.5.2.1
Solucion:

a) Los camposE;, Ez, Es estan los tres en la direccién Z y con el sentidoeste
mismo vector (van de mayor a menor voltaje). Corstos tres campos son
tangenciales a las interfaces del medio, se tiguenEx =Ex = Ex (condiciones

de borde}> E1 =E»=Es=FE
Habiamos visto que:

d
AV = —I Ell = E :% (entre las placas)
0

Luego: E = % z

Fuera de las placas el campo es nulo, pues la eaogarada sera cero.

b) w, =w, +w, +w, comow, =W, = W, = 2w, + W,

:vvlzﬁjEzdv:‘g Vo =&Vo g
2°d 2d
£,V
W, = dzd = 2d°22aml1
Iuego

2
w, =2 (az, +be)

Sdlo nos queda igual a la energia eléctrica delemsador

2
= %CVO2 = VFO (ag, +be)

=C =§(a£2+b£1)
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JIVO Z

c)Ji=0,E, =107

| =[[I@S=1=2[[J, @S

A

A
=3 :Zaabﬂvo pero | =GV (ley deohm)

G- 20.b

d) Sabiendo qué®:. ~Dan = P, pero el campo solo tiene componente tangencialopor
tanto no hay densidad de carga en las interfaces.

PROBLEMA 3
Un conjunto de n placas conductoras de &#24,4A,....2A ,....2"' A, estan ordenadas
formando una pila vertical. La distancia entregiasas sucesivas es d y entre ellas hay un
material de conductividad G=cte. Experimentalmastencuentra que la resistencia
eléctrica entre la primera y segunda placaes 1

a) Calcule la resistencia total cuandoa

b) Considere la situacion de la Fig P.5.3.2 eniralté cuando n.o y calcule la

intensidad de corriente que circula por la res@genle 1). conectada entre la

cuarta placay la tierra.
R R

| |
] AWV === W
V= 1Volt [ A ]
I 2A | <—

1Volt ——

Figura P.5.3.1
Indicacion: Z(—] =2
ko\ 2

Solucioén:
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|:jj3ms:jngEms
| :HJ(R)ms:”J [aix [y = J CA
o gEMA=]
v
g[ELA
dv

OV=-E « —=-E=dV =-Ellz
dz

R=

Integrando

Vde:—TEE:Iz@VZ—Vl:—EEi =V =E

v; 0 X

0 o k
R.=3 (ikai (&j -4
glA i=\2 glA =\ 2 g[A

2d d
=—— peao——=R =1Q
R =g PTOgR-R
d
=2[l— |=2Q
~R =255
b)
| |
|1
v=1vor ——
| 2A |
I aA | /\1? <
| 1 _
| —
|
2"A
|

Figura P.5.3.2




d d
+tR,+R;= *
R+¥R+R,= gm 2g[A 4g[A

=1[Q] +§[Q] +z[9] :_4[9]

R =2[Q]
=R :2[9]—2[91 ::11[91

R :(4+1)‘1=§[Q]

=£[Q]+}[Q] =19[9]

Vo =2
TTR 397739
20

Vi, +Vg, +Vp, +Vg =1]V]
I R+ R +R) +V =1{V]

Ve, 39[V]

v g,
10 1[Q] ]_[Q] 39
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5.15 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
En el circuito de la figura, el interruptdt, permanece cerrado y &, abierto hasta que el
condensador C se carga a un potencialEvi t=0 se abreK, y se cierraD. Para

t > Odeterminar:
a) El voltaje en el condensador.
b) El tiempo que demora el condensador en dessargar
c) La potencia en la resistencia en funciéon dehpie.

K, K,
\V ==<C %R
Figura PP.5.1
PROBLEMA 2

Se tiene un tren de juguete que se mueve sobes gelocados en forma de circunferencia.
Los rieles tienen una resistencia r por unidadodgitud y el tren tiene una resistencia R.
Se aplica una diferencia de potendiglentre los rieles.

a) Encuentre y dibuje el circuito equivalente.

b) Encuentre la corriente que pasa por el trendu@ste se encuentra formando un
<@ con la direccion de referencia.

Figura PP.5.2
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PROBLEMA 3
Se quiere energizar un circuito electrénico paqual circulan 20 mA a 2400 Volts. Para
esto se dispone de una fuente de tension de derdentinua de 3000 Volts que tiene una

resistencia interna de I ; y de un divisor de tension formado por dos ressas; como
se indica en la siguiente figura: R

2400Vcc
20 mA

R =10kQ

+
E=3000 Vcc ___

Figura PP.5.3.1
a) Se pide calcular las resistencRsy R, para alimentar el circuito de modo que la
potencia entregada por la fuente de tension seaaticalcule esta potencia.

b) En el mismo circuito se quiere ademas haceldaac un galvanometro ideal (sin
resistencia interna), que funciona solamente @teente es igual o mayor que 20
mA. El circuito a emplear en esta parte es el guagestra a continuacion:

R
R =10kQ
<~ R 2400Vce
20 mA
+
E=3000 Vc& (o) 1o=20mA

Figura PP.5.3.2

Se pide calcular las resistencidsy R, para alimentar el circuito de modo que la
entrega de potencia por la fuente sea minimalleattsta potencia.
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PROBLEMA 4

Una barra de cobre de conductividag seccion rectangular ha sido deformada como se
indica en la Figura 3. Los parametros del sisteona s

g = 5,8x107
i hl =1 m
o h2 =0,2m
e b=03m

I. Suponiendo que una corriente | constante fluyavasando el conductor en el sentido
radial (0)se pide:

o El vector densidad de corrienﬂa,

0 Laresistencia entre las caras definidasgsty y o=hy,
o Calcule las pérdidas joule en el conductor

Il. Suponiendo que una corriente | constante flatyavesando el conductor en el sentido
tangencial @) se pide:

o El vector densidad de corrienﬂa,

0 Laresistencia entre las caras definidasgs@ry =12,
o Calcule las pérdidas joule en el conductor

hy

hy
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