
Capítulo 6ONDAS
6.1. Introduiónla euaión de ondas E.5.31. Aunque esta euaión Existen numerosos fenó-menos en la naturaleza que obedeen a la hemos desarrollado para el aso deuna perturbaión que se propaga en un medio material �y en este aso sehabla de ondas meánias, o elástias o aústias�existen otros fenómenosen que ella representa ondas que se propagan en el vaío, omo ourre on lasondas eletromagnétias. A pesar de la gran diversidad de los proesos on-dulatorios, por el heho de obedeer la misma euaión, poseen propiedadesy araterí stias omunes algunas de las uales deseamos estudiar.
6.2. La Funión de OndasSe die que una onda se propaga entre dos puntos, uando una perturbaión(por ejemplo, una deformaión, una sobrepresión, et) se desplaza desde unpunto a otro sin que entre ellos haya transporte del medio material que sirvede soporte de la onda. Si bien la perturbaión puede ser una antidad esalaro una antidad vetorial que se propaga en tres dimensiones, para simpli�arnosotros supondremos que se trata de una deformaión transversal ψ(x, t),que avanza sin deformarse a lo largo de una uerda on veloidad v onstante.1
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xFigura 6.1:En la Fig. 6.1, se han representado dos posiiones suesivas de un pulsotransversal, en los instantes t = 0 y t = t. S es un observador �jo y S′ unobservador móvil que se traslada on la veloidad v del pulso y que en t = 0oinide on el sistema �jo. Para S′ la forma del pulso ψ(x′) no depende deltiempo ya que para este observador el pulso no se mueve y su forma no varía.Para el observador �jo, la forma del pulso será ψ(x, t) la que debe ser iguala ψ(x′). Pero, x′ = x− vt, por lo que
ψ(x, t) = ψ(x− vt)representa una onda que se propaga en el sentido positivo del eje x, sindeformarse y on veloidad onstante v.Análogamente, la funión
ψ(x, t) = ψ(x+ vt)representa una onda que se propaga en el sentido negativo del eje x, sindeformarse y on veloidad onstante v. Por lo tanto, ualquiera funiónuyo argumento sea x + vt o x − vt o un múltiplo de x ± vt, desribe unaonda en una dimensión, la que deberá satisfaer la euaión de ondas. Unafunión de onda más general será entones

ψ(x, t) = ψ(x− vt, x+ vt).Si de�nimos
r = x− vt (6.1)
s = x+ vt (6.2)



6.2. LA FUNCIÓN DE ONDAS 3podemos expresar ψ omo funión de r y s: ψ = ψ(r, s). Evaluando lasderivadas pariales de ψ que reemplazaremos en la euaión de ondas seobtienen las relaiones:
∂ψ(r, s)

∂x
=
∂ψ

∂r

∂r

∂x
+
∂ψ

∂s

∂s

∂x
·Pero, de Es. 6.1 y 6.2

∂r

∂x
=
∂s

∂x
= 1por lo que

∂ψ(r, s)

∂x
=
∂ψ

∂r
+
∂ψ

∂s
·Derivando nuevamente,

∂2ψ

∂x2
=
∂2ψ

∂r2
+ 2

∂2ψ

∂s ∂r
+
∂2ψ

∂s2
· (6.3)Evaluemos ahora

∂ψ

∂t
=
∂ψ

∂r

∂r

∂t
+
∂ψ

∂s

∂s

∂t
·Pero, de Es. 6.1 y 6.2

∂r

∂t
= −v y

∂s

∂t
= v.Luego,

∂ψ

∂t
= −v

[

∂ψ

∂r
− ∂ψ

∂s

] ,y
∂2ψ

∂t2
= v2

[

∂2ψ

∂r2
− 2

∂2ψ

∂r ∂s
+
∂2ψ

∂s2

]

· (6.4)Reemplazando las Es. 6.3 y 6.4 en la euaión de ondas resulta:
∂2ψ

∂x2
− 1

v2

∂2ψ

∂t2
= 4

∂2ψ

∂r ∂s
·Por lo tanto, la funion ψ debe satisfaer la ondiión de que el segundomiembro se anule. La funión más general que satisfae este requerimiento:

∂2ψ

∂r ∂s
= 0es entones

ψ = ψ1(r) + ψ2(s).



4 CAPÍTULO 6. ONDASLuego, la funión de ondas más general y que es soluión de la euaión deondas está representada por
ψ(x, t) = ψ1(x− vt) + ψ2(x+ vt)expresión que se onoe omo soluión de D�Alembert . Vemos que el fenóme-no ondulatorio unidimensional más general orresponde a una superposiiónlineal de ondas que se propagan en sentidos opuestos.Además,
∂ψ(r)

∂x
=
dψ(r)

d r

∂r

∂x
=
dψ(r)

d r

∂ψ(r)

∂t
=
dψ(r)

d r

∂r

∂t
= −vdψ(r)

d r
,y de estas dos deduimos que para r = x− vt

∂ψ(r)

∂x
= −1

v

∂ψ(r)

∂t
· (6.5)Análogamente, podemos deduir que para s = x+ vt

∂ψ(s)

∂x
= +

1

v

∂ψ(s)

∂t
· (6.6)Estas relaiones son arate'rstias de las ondas de ualquier forma que sepropagan sin deformarse on veloidad onstante v.6.3. La uerda ontinua y otros ejemplosEn esta seión veremos algunos asos de perturbaiones que bajo aproxi-maiones simpli�atorias satisfaen la euaión de ondas.6.3.1. Otra vez la uerda uniformeImaginemos una uerda �exible de densidad lineal µ = cte, que suponemos enausenia de gravedad, y que uando está en equilibrio estátio está sometidaa la tensión T y que oinide on el eje x.



6.3. LA CUERDA CONTINUA Y OTROS EJEMPLOS 5Si despreiamos el roe on el aire y suponemos pequeñas deformaionestransversales ontenidas siempre en el plano de la �gura, es posible haeraproximaiones razonables.En la Fig. 6.2 hemos repre-sentado un elemento de uer-da de largo △x, el ual estásometido a tensión en sus ex-tremos. Para pequeñas defor-maiones podemos despreiarla variaión de la magnitudde la tensión y suponer quees onstante e igual al valor
T que tiene en la posiión deequilibrio. Como la uerda es�exible, T debe ser tangente ala uerda.
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Figura 6.2:Además, si la deforión es pequeña, el ángulo de inlinaión ϑ también serásu�ientemente pequeño omo para validar las siguientes aproximaiones
cos ϑ ≈ 1, senϑ ≈ tg ϑ =

∂ψ

∂x
,

△s =
√

(△x)2 + (△ψ)2

= △x

√

1 +

(

∂ψ

∂x

)2

≈ △x.La última aproximaión equivale a despreiar la variaión de longitud delelemento de uerda ignorando su desplazamiento longitudinal.Proyetando la II Ley de Newton en la direión transversal, resulta
µ△x ∂

2ψ

∂t2
= T senϑ⌋x+△x − T senϑ⌋x

= T
{

∂ψ

∂x

⌋

x+△x

− ∂ψ

∂x

⌋

x

}

µ
∂2ψ

∂t2
= T

∂ψ
∂x

⌋

x+△x
− ∂ψ

∂x

⌋

x

△x ·



6 CAPÍTULO 6. ONDASEsta expresión, uando △x tiende a ero, nos lleva a
∂2ψ(x, t)

∂x2
− 1

v2

∂2ψ(x, t)

∂t2
= 0 (6.7)donde

v =

√

T
µ

(6.8)es la veloidad de propagaión o veloidad de fase de una onda transversala lo largo de una uerda. Hemos redesubierto la euaión de ondas, peroesta vez ha sido a partir de una uerda ontinua, mientras que la primeravez lo hiimos a partir de una uerda sin masa on arga disreta. De nuevo,dentro de las aproximaiones realizadas, hallamos que la veloidad quedadeterminada por las propiedades del medio: la tensión y la densidad linealde la uerda.6.3.2. Ondas longitudinales en una barra delgadaSe die que una onda es longitudinal uando la agitaión que produe en laspart'�ulas del medio tiene la misma direión que la de propagaión de laonda. En general, las ondas longitudinales se propagan en todos los medios.En ambio, las ondas transversales no pueden ser trasmitidas por gases y líquidos puesto que estos medios no admiten esfuerzos de orte apreiables, sidespreiamos su visosidad. En un sólido se propagan simultáneamente ondastransversales y longitudinales on veloidades diferentes. Si onsideramos unabarra delgada�o sea, una barra uyo diámetro transversal es muho menorque su longitud�podemos onentrarnos en las ondas longitudinales en unadimensión.PSfrag replaements
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6.3. LA CUERDA CONTINUA Y OTROS EJEMPLOS 7En la Fig. 6.3 se muestra un elemento de barra de longitud △x que setraslada y deforma bajo la aión de las fuerzas normales que el resto de labarra ejere sobre las seiones que están en las posiiones de�nidas por x y
x+△x. El tamaño de la seión transversal S lo suponemos su�ientementepequeño omo para aeptar que las fuerzas normales son onstantes sobresus seiones respetivas. Bajo la aión de estas fuerzas, la seión en x setraslada en r y la seión en x+ △x se traslada en r + △r, donde △r es ladeformaión, que supondremos su�ientemente pequeña para admitir que eselástia. De auerdo on lo anterior, vale la ley de Hooke:

F

S
= E

△r
△xdonde E es el módulo de elastiidad (o módulo de Young) que arateriza lanaturaleza del material on que está onstituído el sólido, P/S es el esfuerzonormal y △r/△x es la deformaión lineal. Pero,

△r = r (x+ △x) − r (x) = {r (x) +
∂r

∂x
△x+ · · · } − r (x)por lo que

△r
△x =

∂ r

∂ x
,y en onseuenia, la ley de Hooke queda omo sigue

F

S
= E

∂ r

∂ x
· (6.9)Si ρ es la densidad úbia del material, la euaión del movimiento en ladireión del eje x nos da

F (x+ △x) − F (x) = F +
∂F

∂x
△x− F = ρS△x ∂

2r

∂t2

∂F

∂x
= ρS

∂2r

∂t2
· (6.10)Despejando F de E. 6.9 y reemplazando en E. 6.10,

SE
∂2r

∂x2
= ρS

∂2r

∂t2
·Luego,

∂2r

∂x2
− 1

v2

∂2r

∂t2
= 0, (6.11)



8 CAPÍTULO 6. ONDASdonde
v =

√

E

ρ
· (6.12)Lo anterior muestra que la deformaión elástia se propaga omo una ondalongitudinal a lo largo de la barra on una veloidad de fase que dependede las propiedades del medio material de una manera similar al aso de lapropagaión de una onda transversal en una uerda.Por otra parte, si derivamos dos vees respeto del tiempo la E. 6.9 y am-biamos el orden de la derivaión, se obtiene

∂2F

∂t2
= SE

∂2

∂t2
∂r

∂x
= SE

∂

∂x

∂2r

∂t2
·Si derivamos respeto de x la E. 6.10,

∂2F

∂x2
= ρS

∂

∂x

∂2r

∂t2
,y ombinando estas dos últimas relaiones resulta

∂2F

∂x2
− 1

v2

∂2F

∂t2
= 0. (6.13)Luego, el esfuerzo normal también se propaga omo una onda longitudinaly on la misma veloidad que la deformaión elástia.En un medio sólido extenso, no es posible despreiar las ondas de deformaióntransversal originadas por los esfuerzos de orte que se produen uando sepropaga una onda longitudinal. Se enuentra que la veloidad de propagaiónde la omponente longitudinal es mayor que la de la omponente transversal.Por ejemplo, para el aso de ondas sí smias en las veindades de la super�iede la tierra, la veloidad de propagaión de la omponente longitudinal (∼ 8km/s) es asi el doble de la veloidad de la omponente transversal.6.3.3. Ondas longitudinales en una olumna gaseosaEl análisis es similar al aso de las ondas longitudinales en una barra del-gada, pero esta vez debe tenerse en uenta que la densidad del medio no esonstante. Suponemos una olumna de pequeña seión transversal, a �n delimitarnos a una onda que se propaga en una dimensión, además, despreia-mos el efeto que la pared del tubo pueda ejerer sobre la propagaión.



6.3. LA CUERDA CONTINUA Y OTROS EJEMPLOS 9PSfrag replaements
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Figura 6.4:En la Fig. 6.4 se representa un elemento de olumna gaseosa de largo △x yseión transversal S que bajo la variaión de presión asoiada a la onda, setraslada y deforma. Sean P0, V0 y ρ0 la presión, el volumen y la densidad enondiiones de equilibrio. Bajo la aión de una exitaión los valores de lapresión, del volumen y densidad ambian a P = P0 + △p, V = V0 + △v y
ρ = ρ0 + △ρ respetivamente. La seión en x se desplaza en r y la seiónen x + △x se traslada en r + △r. Supondremos que el proeso de ompre-sión o expansión es adiabátio, o sea, aeptaremos que las deformaionesson tan pequeñas omo para despreiar las pérdidas de energía por difusión,visosidad y ondutividad térmia. Esta hipótesis es avalada por los resul-tados experimentales que satisfaen las prediiones del desarrollo que vienea ontinuaión.De auerdo on lo anterior, la masa del elemento de volumen debe onser-varse, y omo

△r = r (x+ △x) − r (x) =
∂r

∂x
△xresulta:

ρ0S△x = ρS(△x+ △r)

ρ0S△x = ρS△x
(

1 +
∂r

∂x

)

ρ0 = ρ

(

1 +
∂r

∂x

)

y luego,

ρ = ρ0

(

1 +
∂r

∂x

)−1

ρ = ρ0

(

1 − ∂r

∂x

)



10 CAPÍTULO 6. ONDASdonde hemos onsiderado que la deformaión lineal ∂r/∂x ≪ 1, para justi-�ar la aproximaión que nos lleva a la euaión anterior. Por ejemplo, parauna onda sonora típia la deformaión lineal es del orden de 10−3. De laúltima euaión obtenemos
△ρ = ρ− ρ0 = −ρ0

∂r

∂x
(6.14)Suponiendo, además, que la deformaión volúmia es su�ientemente pe-queña, la sobrepresión △p variará linealmente on ella de auerdo a la leyde Hooke, por lo que podemos esribir

△p = −K△v
V0

(6.15)donde K es el módulo de ompresibilidad , uyo valor depende de la natu-raleza del medio y de si los proesos que ourren en el gas son adiabátioso isotérmios. Para las pequeñas deformaiones que estamos onsiderando,podemos aeptar que K es onstante. Pero,
△v
V0

=
S△r
S△x =

1

△x
∂r

∂x
△x =

∂r

∂xy reemplazando en E. 6.15,
△p = −K ∂r

∂x
· (6.16)Por otra parte, el movimiento del elemento de volumen en la direión xdebe satisfaer la II Ley de Newton,

F (x) − F (x+ △x) = ρ0S△x
∂2r

∂t2

SP (x) − S
(

P (x) +
∂P (x)

∂x
△x
)

= ρ0S△x
∂2r

∂t2

−∂P (x)

∂x
= ρ0

∂2r

∂t2
·Pero,

P (x) = P0 + △p y

∂P (x)

∂x
=

∂△p
∂x

·Por lo tanto, se tiene que
−∂△p
∂x

= ρ0
∂2r

∂t2
· (6.17)



6.3. LA CUERDA CONTINUA Y OTROS EJEMPLOS 11Derivando la E. 6.16 respeto de x
∂△p
∂x

= −K ∂2r

∂x2
,y reemplazando en la E. 6.17 resulta

∂2r

∂x2
− 1

v2

∂2r

∂t2
= 0. (6.18)Luego, el desplazamiento de las partíulas del gas se propaga omo una ondalongitudinal on veloidad

v =

√

K

ρ0
· (6.19)Pero, no sólo el desplazamiento se propaga omo una onda. Proediendo enforma análoga on △ρ y △p podemos demostrar que también la sobrepresióny la variaión de densidad satisfaen la misma euaión de ondas

∂2△p
∂x2

− 1

v2

∂2△p
∂t2

= 0 (6.20)
∂2△ρ
∂x2

− 1

v2

∂2△ρ
∂t2

= 0 (6.21)donde v está dada por la E. 6.19.Como dijimos, el valor de K depende de la naturaleza del proeso de propa-gaión en el gas: isotérmio o adiabátio. La evidenia experimental indiaque para pequeñas variaiones de presión, el proeso es adiabátio, por loque para gases ideales se debe satisfaer
PV γ = cte. donde γ =

Cp
Cves la razón entre el alor espeí�o a presión onstante y el alor espeí�oa volumen onstante. Difereniando

dP V γ + PγV γ−1dV = 0

V dP + γ P dV = 0

−V dP
dV

= γ P .Pero, de la Ley de Hooke, E.6.15
K = −V △P

△V ·



12 CAPÍTULO 6. ONDASCombinando esta euaion y la anterior se obtiene
Kad = γP . (6.22)Como la variaión de P es pequeña, podemos onsiderar P ∼ P0, por lo que

K es prátiamente onstante. En onseuenia, para un proeso adiabátioen un gas ideal, la veloidad de propagaión será
vad =

√

γP

ρ
(6.23)la que también podemos expresar en funión de la temperatura, puesto que

PV = nRT y ρ =
m

V
=
nM

V
,donde T es la temperatura absoluta, M es la masa moleular y R es laonstante de los gases ideales que vale R = 8, 31451 J/mol · K. Reemplazandoen vad obtenemos

vad =

√

γ
RT

M
· (6.24)6.4. Frente de ondaEl argumento φ de la funión de ondas ψ(φ) reibe el nombre de fase dela onda. El lugar geométrio de todos los puntos que en un instante dadotienen una misma fase�o, para los uales la perturbaión ψ es la misma�esuna super�ie que reibe el nombre de super�ie de equifase o frente deonda. En el aso de las ondas en una dimensión que estamos usando omoejemplo, ψ(x− vt+α), donde α es una onstante, la fase orrespondiente es

φ = x− vt+ α,y la euaión del frente de onda es
x− vt+ α = φ = cte o sea, x = ctelo que representa una super�ie plana perpendiular a la direión de propa-gaión x. Por esta razón se die que esta es una onda plana. Si derivamosla fase respeto del tiempo, obtenemos

dφ

dt
= 0 =

dx

dt
− v,



6.5. ONDAS ARMÓNICAS 13donde dx/dt representa la veloidad de desplazamiento del frente de onda enla direión de propagaión de la onda. La expresión anterior nos muestraque la veloidad del plano de fase es igual a la veloidad de propagaión dela onda. Debido a esto, v también reibe el nombre de veloidad de fase.Cuando la fuente emisora está distribuída a lo largo de una línea reta muylarga, los frentes de onda�lejos de los extremos de la distribuión� sonsuper�ies ilíndrias oaxiales on la distribuión. A estas ondas se las llamaondas ilíndrias. En ambio, uando las dimensiones de la fuente son muypequeñas y se la puede onsiderar puntiforme, los frentes de onda son esferasonéntrias. En este aso se habla de ondas esférias.6.5. Ondas ArmóniasAunque la forma de la funión de onda puede ser ualquiera, onviene ele-gir una forma armónia o sinusoidal para un análisis más detallado de laspropiedades de las ondas. Hay múltiples razones para esto: una funión pe-riódia de ualquier forma se puede representar omo una superposiión line-al de funiones armónias de freuenias onvenientes (análisis de Fourier);la derivaión o integraión de una onda armónia de freuenia determinadaprodue otra funión armónia de la misma freuenia; en medios dispersivos(para los uales la veloidad de fase es funión de la freuenia) la forma deuna onda sinusoidal se mantiene, mientras que una onda no armónia ambiade forma durante su propagaión. Sea
ψ = A cos k(vt− x)una funión de onda armónia. La onstante k reibe el nombre de númerode onda y tiene la dimensión reíproa de una longitud, puesto que el argu-mento de la funión armónia debe ser adimensional. Se de�ne, además, lafreuenia angular ω de la onda omo

ω = kv, (6.25)de modo que on estos nuevos parámetros la expresión de la funión de ondaqueda
ψ = A cos(ωt− kx).La funión de onda armónia es periódia en el espaio y en el tiempo, yaque se repite su valor si x varía en una antidad λ tal que

kλ = 2π,



14 CAPÍTULO 6. ONDASo si t varía en una antidad T tal que
ωT = 2π.El período espaial λ reibe el nombre de longitud de onda, y el períodotemporal T es el período a seas. Estas nuevas antidades satisfaen lasrelaiones
λ =

2π

k
(6.26)

T =
2π

ω
· (6.27)Otra antidad importante para la espei�aión de una onda armónia esel número de osilaiones por unidad de tiempo o freuenia f ; omo T esel tiempo que demora en ompletar una osilaión, resulta de inmediato larelaión

f =
1

T
(6.28)Multipliando las Es. 6.26 y 6.28 obtenemos

λf =
2π

k

ω

2π
λf = v, (6.29)relaión importante que sólo vale para ondas armónias.6.5.1. Representaión omplejaAprovehando la identidad de Euler

ei ϑ = cos ϑ+ i senϑ donde i =
√−1representaremos una onda armónia ψ = A cos(ωt− kx) omo la parte realdel número omplejo A exp [i(ωt− kx)]. Hemos supuesto que A es real, peropuede ser imaginario sin que se altere esta onvenión, ya que una amplitudompleja solo introdue un desfase onstante en el argumento de la funión.Por ejemplo, si Ac es una antidad ompleja de magnitud real A, la podemosrepresentar omo A exp [iδ] de modo que la funión armónia ompleja laexpresamos omo

ψc = Ac exp [i(ωt− kx)] = A exp [iδ] exp [i(ωt− kx)] = A exp [i(ωt− kx+ δ)],y uya parte real será la funión de onda armónia
ψ = A cos(ωt− kx+ δ).



6.6. PROPAGACIÓN DE LA ENERGÍA 156.6. Propagaión de la EnergíaLa energía inétia de un elemento de longitud dx de la uerda y uya ve-loidad transversal es ∂ψ/∂t tiene omo expresión
dK =

1

2
µdx

(

∂ψ

∂t

)2donde µdx es el elemento de masa. La energía inétia por unidad de longitudo densidad de energía inétia será, entones
K1(x, t) =

dK

dx
=

1

2
µ

(

∂ψ

∂t

)2

· (6.30)La energía potenial orresponde al trabajo realizado por la tensión paraalargar elástiamente al elemento de longitud △x a △s; luego, tenemos
△V = T (△s−△x)

= T
(

√

(△x)2 + (△ψ)2 −△x
)

= T





√

1 +

(

∂ψ

∂x

)2

− 1



△x,expresión que dentro de las aproximaiones hehas podemos esribir omo
dV = T

(

1 +
1

2

(

∂ψ

∂x

)2

− 1

)

dx =
1

2
T
(

∂ψ

∂x

)2

dx.Luego, la energía potenial por unidad de longitud o densidad de energíapotenial V1 será
V1(x, t) =

1

2
T
(

∂ψ

∂x

)2

· (6.31)Reemplazando la E. 6.5
∂ψ

∂x
= −1

v

∂ψ

∂ten la anterior, resulta
V1 =

1

2
T 1

v2

(

∂ψ

∂t

)2

,



16 CAPÍTULO 6. ONDASy omo
T
v2

=
T

T /µ = µllegamos a que
V1(x, t) = K1(x, t), (6.32)o sea, que la energía se reparte en partes iguales entre la inétia y la po-tenial, y por lo tanto, la densidad de energía meánia total E1 = K1 + V1será

E1(x, t) = µ

(

∂ψ

∂t

)2

= T
(

∂ψ

∂x

)2 (6.33)La energía total transportada por un elemento de longitud dx es
dE = E1 dx,y la potenia P trasmitida es entones dE/dt, o sea

P (x, t) = µv

(

∂ψ

∂t

)2

= T v
(

∂ψ

∂x

)2

· (6.34)Alternativamente, si usamos la E. 6.5, la potenia se puede expresar
P (x, t) = −T ∂ψ

∂x

∂ψ

∂t
(6.35)La última relaión orresponde a lasituaión que mostramos en la Fig 6.5,en la que hemos aislado un segmento △xde una uerda uya deformaión transver-sal se desplaza de izquierda a dereha. Lafuerza que en el extremo izquierdo se ejeresobre este segmento realiza un trabajo porunidad de tiempo que es transportado porla onda haia la dereha. Esta potenia es

P = −−→T · −→v ψ, donde −→v ψ es la veloidadtransversal del punto de apliaión de lafuerza.
PSfrag replaements

△x

ψ

ϑ
−−→T

−→v ψ

Figura 6.5:



6.6. PROPAGACIÓN DE LA ENERGÍA 17Luego, la potenia instantánea transferida es
P = −T ∂ψ

∂t
senϑ.Pero, dentro de las aproximaiones hemos aeptado que

senϑ ≈ tg ϑ =
∂ψ

∂xy en onseuenia,
P (x, t) = −T ∂ψ

∂x

∂ψ

∂t
· (6.36)Podemos enontrar expresiones análogas para los otros asos que ya hemosvisto:Para ondas longitudinales en una barra delgada se obtiene

P (x, t) = −S E
∂r(u)

∂x

∂r(u)

∂t
· (6.37)Para ondas longitudinales en una olumna gaseosa enontramos

P (x, t) = −S K ∂r(u)

∂x

∂r(u)

∂t
· (6.38)Para el aso de una onda transversal armónia en una uerda

ψ(x, t) = A cos(ωt− kx)las relaiones para las densidades de energía y la potenia K1, V1, E1, P seránlas siguientes
K1 = V1 =

1

2
µω2A2 sen2(ωt− kx)

E1 = µω2A2 sen2(ωt− kx)

P = µ v ω2A2 sen2(ωt− kx)Vemos que la energía y la potenia se propagan omo ondas y son direta-mente proporionales al uadrado de la freuenia y al uadrado de la am-plitud.



18 CAPÍTULO 6. ONDASComo el valor medio de sen2 ϑ en un período es 1/2, el valor medio de lapotenia transportada en un período por una onda en una uerda será
< P >=

1

2
µ v ω2A2 (6.39)Análogamente, para una onda plana longitudinal en una olumna gaseosaobtenemos para la potenia instantánea

P (x, t) = −S K ∂r

∂x

∂r

∂t
·Para una onda armónia, teniendo presente que K = ρ v2 resulta

P (x, t) = S ρ v ω2A2 sen2( t− kx) (6.40)y su valor medio
< P >=

1

2
S ρ v ω2A2. (6.41)Y omo ourre para ualquier onda armónia, se mantiene la proporionali-dad on el uadrado de la freuenia y el uadrado de la amplitud.Se de�ne la intensidad I de una onda omo el valor medio de la energíatrasmitida por unidad de tiempo y por unidad de super�ie perpendiular ala direión de propagaión. Luego la intensidad de una onda aústia planaen un medio gaseoso será

I =
< P >

S
=

1

2
ρ v ω2A2 (6.42)La respuesta del oído a las ondas sonoras depende de la variaión de lapresión en el gas. Si la onda de desplazamiento es

r(x, t) = A cos(ωt− kx),la onda de presión que satisfae la Ley de Hooke
△p ≡ p(x, t) = −K ∂r

∂x
,tendrá la forma siguiente

p(x, t) = −KkA sen(ωt− kx) = KkA cos(ωt− kx+ 1

2
π).



6.7. SUPERPOSICIÓN DE ONDAS 19Existe entones, un desfase de π/2 entre la onda de presión y la onda dedesplazamiento. Si llamamos
pM ≡ KkAa la amplitud de la onda de presión, y puesto que K = ρ v2 y k = ω/v,podemos esribir

pM = ρ v2 w

v
A = ρ v ω Aresultando

ωA =
pM

ρ v
·Reemplazando en la expresión de la potenia media tranportada obtenemos

〈P 〉 =
1

2
S ρ v ω2A2

=
1

2
S ρ v

p2
M

(ρ v)2

=
1

2
S
p2

M

ρ v
·Por lo tanto, para el oído la potenia aústia media es

< P >=
1

2
S
p2

M

ρ vy la intensidad será
I =

1

2

p2
M

ρv
· (6.43)6.7. Superposiión de OndasExperimentalmente se enuentra que uando las perturbaiones son peque-ñas, las ondas que oiniden en el espaio se superponen linealmente y adauna se propaga independientemente de las demás. Esta situaión es oseuen-ia de la linealidad de la euaión de ondas, que es una euaión diferenialparial lineal�dentro de las aproximaiones que se han heho�, de modoque si ψ1 y ψ2 son dos funiones de onda que satisfaen la euaión, en-tones la funión ψ = ψ1 +ψ2 también es una funión que satisfae la mismaeuaión. Esta propiedad se llama prinipio de superposiión.



20 CAPÍTULO 6. ONDASEn algunos medios, la veloidad de fase de las ondas resulta ser funiónde la freuenia, lo que da lugar a que la onda ambie de forma a medidaque avanza, salvo que su forma sea la de una funión armónia. Los mediosmateriales que dan lugar a este fenómeno se llaman medios dispersivos. Enambio se llaman medios no-dispersivos aquellos en que la veloidad de fasees onstante, por lo que la forma del pulso no ambia mientras se propaga.La euaión de onda que hemos enontrado orresponde a propagaión enun medio no-dispersivo.Otro fenómeno importante ourre uando un tren de ondas pasa de un medioa otro de diferentes propiedades. La disontinuidad del medio da lugar aque parte de la energía transportada por la onda inidente se re�eje (ondare�ejada) y parte se trasmita (onda trasmitida). En lo que sigue estudiaremosalgunos aspetos senillos de los asos aquí menionados.6.7.1. Ondas EstaionariasSupongamos que dos ondas armónias de igual freuenia ψ1 y ψ2 viajan ensentidos opuestos y simultáneamente a lo largo del eje x. Podemos imaginarque esto ourre a lo largo de una uerda tensa, o a lo largo de una olumnagaseosa. Si representamos una funión de onda ompleja mediante un aentoirun�ejo, ada onda quedará representada por
ψ̂1 = B1 e

i(ωt−kx)

ψ̂2 = B2 e
i(ωt+kx)La superposiión de estas dos ondas nos da

ψ̂ = ψ̂1 + ψ̂2 = ei ωt
(

B1 e
−i kx +B2 e

i kx
)Impongamos, ahora, omo primera ondiión de borde, que el extremo x = 0esté �jo. Para el aso de la uerda, esto equivale a �jar su extremo en el origen;para la olumna gaseosa, equivale a errar el extremo del tubo ontenedoren el origen. Podemos esribir

ψ̂(0, t) = 0 = ei ωt (B1 +B2),por lo que
B1 = −B2 y



6.7. SUPERPOSICIÓN DE ONDAS 21
ψ̂(x, t) = B2 e

i ωt
(

ei kx − e−i kx
)

= B2 e
i ωt2i sen kx.La funión de onda resultante será la parte real de la funión ompleja

ψ(x, t) = Re ψ̂(x, t)

ψ(x, t) = A sen kx senωt.El argumento de esta funión de onda no es ωt±kx por lo que no representauna onda viajera. Esta funión, uya parte espaial está separada de la partetemporal, representa una onda estaionaria. Nos muestra que un puntoualquiera x1 ejeuta un movimiento armónio simple(≡ MAS) de amplitud
A sen kx1 y freuenia angular ω. En otras palabras, todas las partíulas�de la uerda, por ejemplo� osilan on MAS de la misma freuenia, por loque la onda estaionaria representa uno de los modos normales de vibraióndel sistema on freuenia normal ω. En este aso, todas las freuenias sonposibles y su espetro es ontinuo. También, se observa que todos los puntosde�nidos por kx = nπ tienen amplitud nula por lo que están en reposopermanente. Estos son los puntos llamados nodos. Aquellos que alanzanla amplitud máxima A están de�nidos por kx = (2n − 1)π/2 y se llamanantinodos o vientres.Supongamos ahora, que imponemos omo segunda ondiión de borde queel extremo x = l también esté �jo. Esto equivale a �jar el extremo x = lde la uerda, o a errar el extremo x = l del tubo que ontiene la olumnagaseosa. La funión de onda deberá satisfaer

ψ(l, t) = 0 = A sen kl senωt ∀ t,

por lo que sen kl = 0 y kl = nπ para n = 1, 2, 3, . . .Luego, las ondas estaionarias posibles para estas dos ondiiones de bordedeben ser aquellas que satisfaen
kn =

nπ

l
, o (6.44)

λn =
2l

n
, o (6.45)

fn =
n

2l
v para n = 1, 2, 3, . . . (6.46)Ahora el espetro de las freuenias permitidas es disontinuo. Cualquier mo-do normal debe aomodar en el largo l un múltiplo entero de λ/2 En la Fig.



22 CAPÍTULO 6. ONDAS5.6 se han dibujado tres de los modos normales de osilaión de una uerdaon sus dos extremos �jos.
n λ f armónia
1 2l v

2l = f1 primera
2 l 2f1 segunda
3 2

3 l 3f1 terera
Figura 5.6:La freuenia araterizada por n = 1 se llama freuenia fundamental oprimera armónia; el estado, o la onda araterizada por una freuenia doblede la fundamental se llama segunda armónia, et. Para el aso representadoen esta �gura, vemos que son posibles todas las armónias: 1a, 2a, 3a, . . .Si ambiamos las ondiiones de borde, las soluiones serán diferentes. Enefeto, supongamos ahora, que los puntos en el origen x = 0 de la uerdaestán �jos y que los puntos en x = l pueden osilar libremente en la direióntransversal.(Esto equivale a suponer que el extremo x = l de un tubo estáabierto). La onda estaionaria orrespondiente a suponer que el origen esté�jo debe satisfaer la nueva ondiión de borde en x = l, que signi�a quela tensión en ese punto no tiene omponente transversal. A su vez, esto setradue en que ∂ψ/∂x = 0, impliando que la amplitud de la osilaión deese extremo tiene siempre un máximo. Por lo tanto,

ψ(l, t) = A sen kl senωt



6.7. SUPERPOSICIÓN DE ONDAS 23debe ser máxima en ada instante, o sea, los puntos x = l osilan on am-plitud máxima
A sen kl = A, por lo que sen kl = 1 y kl = (2n − 1)

1

2
π·Luego, las ondas estaionarias ompatibles on las nuevas ondiiones deborde deben satisfaer

kn =
2n− 1

2l
π, o λn =

4l

2n− 1
,

o fn =
2n− 1

4l
v, para n = 1, 2, 3, . . .

n λ f armónia
1 4l v

4l = f1 primera
2 1

34l 3f1 terera
3 1

54l 5f1 quinta
Figura 5.7:Para este aso, las freuenias permitidas son la fundamental f1 y las ar-mónias impares f2 = 3f1, f3 = 5f1, et. En la Fig. 5.7 se han representadoalgunos modos normales para la uerda on un extremo �jo y el otro onlibertad de osilaión transversal.



24 CAPÍTULO 6. ONDAS6.7.1.1. Método de separaión de variablesEste método se aplia a la euaión de ondas, para enontrar los modosnormales u ondas estaionarias. Consiste en busar una soluión que sea elproduto de funiones que dependen de una sola variable ada una. Para elaso de la euaión de ondas unidimensional suponemos que
ψ(x, t) = X(x)T (t)donde las funiones X y T dependen sólo de x y t respetivamente. Reem-plazando en la euaión de ondas obtenemos
v2

X

d2X

dx2
=

1

T

d2T

dt2
·El primer miembro es sólo funión de x y vale para todo t; el segundo miem-bro es sólo funión de t y vale para todo x. Para satisfaer esta situaiónambos miembros deben ser iguales a una misma onstante llamada on-stante de separaión y que designaremos por −ω2. Resultan dos euaionesdifereniales uyas soluiones son inmediatas

d2X

dx2
+
ω2

v2
X = 0

d2T

dt2
+ ω2 T = 0.Si de�nimos k = ω/v, las soluiones son de la forma

X(x) = a cos kx+ b sen kx

T (t) = c cosωt+ d senωtLas onstantes a, b, c, d dependen de las ondiiones de borde, y para adavalor de ω existirá un onjunto diferente de onstantes. Substituyendo en laexpresión de ψ obtenemos omo soluión de la euaión de ondas
ψ(x, t) = A sen kx sen(ωt+ ϕ) +B cos kx cos(ωt+ δ)

= A sen kx senωt+B sen kx cosωt

+ C cos kx senωt+D cos kx cosωt (6.47)
= A1 sen(kx+ α) sen(ωt+ β).donde ada término representa una onda estaionaria.



6.7. SUPERPOSICIÓN DE ONDAS 25Imponiendo las ondiiones de borde orrespondientes a una uerda on losdos extremos �jos, o a una olumna gaseosa dentro de un tubo on los dosextremos errados
ψ(0, t) = ψ(l, t) = 0,la E.6.46 nos da

ψ(0, t) = C senωt+D cosωt = 0 ∀ tlo que se satisfae sólo si C = D = 0 ; y
ψ(l, t) = sen kl (A senωt+B cosωt) = 0 ∀ t.De aquí resulta, kl = nπ para n = 1, 2, 3, . . ., reenontrándose losmismos valores ya obtenidos anteriormente

kn =
nπ

l
, λn =

2l

n
, ωn = vkn.Luego, uno de los posibles modos normales de osilaión de la uerda on losdos extremos �jos queda representado por

ψn(x, t) = sen knx (An senωnt+Bn cosωnt). (6.48)Una soluión general de la euaión de ondas ompatible on las ondiionesde borde que exigen que los dos extremos de la uerda estén �jos, será unasuperposiión de soluiones partiulares omo la E. 6.47 y quedará repre-sentada por
ψ(x, t) =

∞
∑

n=1

sen knx (An senωnt+Bn cosωnt),donde los oe�ientes An y Bn quedan determinados por las ondiionesiniiales:1. ψ(x, 0) que representa la forma iniial de la uerda, y2. ψ̇0 =
∂ψ
∂t

⌋

0
que representa la veloidad transversal de ada partíulaen el instante iniial (véase análisis de Fourier).



26 CAPÍTULO 6. ONDAS6.7.2. InterfereniaSupongamos que dos ondas de igual freuenia se propagan en el mismosentido a lo largo de una uerda. Si además, los desplazamientos transversalesson paralelos, la onda resultante, de auerdo al prinipio de superposiiónserá
ψ̂(x, t) = A1e

i(ωt−kx) +A2e
i(ωt−kx+ϕ)donde A1 y A2 son reales. La onda resultante tendrá una amplitud A, lamisma freuenia ω y algún desfase δ, por lo que podemos esribir

Aei(ωt−kx+δ) = A1e
i(ωt−kx) +A2e

i(ωt−kx+ϕ), y simplificando

Aeiδ = A1 +A2e
iϕ.Igualando partes reales e imaginarias obtenemos

A cos δ = A1 +A2 cosϕ

A sen δ = A2 senϕ,y en onseuenia,
A =

[

A2
1 +A2

2 + 2A1A2 cosϕ
]

1

2 (6.49)y
tg δ =

A2 senϕ

A1 +A2 cosϕ
· (6.50)Cuando las ondas que inter�eren están en fase, o sea uando ϕ = 0, laamplitud de la onda resultante es máxima: A = A1 + A2, y se die en esteaso que hay interferenia onstrutiva. En ambio, uando las ondas estánen oposiión de fase, o sea uando ϕ = π, la amplitud de la onda resultantees mínima: A = A1 −A2, y se die que hay interferenia destrutiva. Si lasamplitudes de las ondas que inter�eren son iguales, la amplitud resultantees nula.6.7.3. LatidosSupongamos ahora, que se superponen ondas de distinta freuenia, que sepropagan en el mismo sentido. Adiionalmente, para simpli�ar, aeptaremosque tienen la misma amplitud.

ψ1 = A cos(ω1t− k1x)

ψ2 = A cos(ω2t− k2x).



6.7. SUPERPOSICIÓN DE ONDAS 27Luego, la onda resultante será
ψ = A[cos(ω1t− k1x) + cos(ω2t− k2x)],y si usamos una identidad trigonométria onoida

ψ = 2A cos
(

1

2
(ω1 − ω2)t− 1

2
(k1 − k2)x

)

cos
(

1

2
(ω1 + ω2)t− 1

2
(k1 + k2)x

)

.La onda que resulta tiene una freuenia ω igual al promedio de las freuen-ias de las omponentes
ω =

1

2
(ω1 + ω2),y un número de onda

k =
1

2
(k1 + k2).La amplitud 2A es variable y se expresa omo

2A cos
(

1

2
(ω1 − ω2)t− 1

2
(k1 − k2)x

)

.Se die que la amplitud está modulada por una envolvente armónia de bajafreuenia que también se propaga omo una onda de freuenia
ω′ =

1

2
(ω1 − ω2),y uyo número de onda es

k′ =
1

2
(k1 − k2).Si la veloidad de propagaión no depende de la freuenia, o sea, si el mediode propagaión es no-dispersivo, las dos ondas que se superponen tendránla misma veloidad de fase v

v1 = v2 =
ω1

k1
=
ω2

k2
= v.La onda resultante y la onda moduladora también se propagarán on lamisma veloidad de fase v, pues

ω

k
=
ω1 + ω2

k1 + k2
=
k1v + k2v

k1 + k2
= vy

ω′

k′
=
ω1 − ω2

k1 − k2
=
k1v − k2v

k1 − k2
= v.
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Figura 6.9:En vista de que las ondas omponentes, la resultante y la moduladora sepropagan on la misma veloidad de fase, la forma de la onda resultanteno ambia durante la propagaión en un medio no-dispersivo. En la Fig. 6.9hemos representado la situaión desrita anteriormente. Cuando la difereniade freuenias entre las ondas que se superponen es pequeña se produe elfenómeno de los latidos o pulsaiones. Cuando se superponen ondas sonorasuyas freuenias di�eren en menos de 10Hz, el oí do esuha �utuaionesen la intensidad del sonido resultante debido a que la amplitud de la ondaportadora pasa dos vees por un máximo durante el perí odo de la ondamoduladora. Este perí odo es
T ′ =

2π

ω′
=

2π
1
2(ω1 − ω2)

,y la freuenia de los latidos será
f ′ =

2

T ′
=
ω1 − ω2

2π
= f1 − f2 (6.51)Luego, el oí do humano podrá detetar diferenias de freuenias inferiores a10 Hz ontando simplemente el número de latidos que esuha en un intervalode tiempo.



6.8. TRASMISIÓN Y REFLEXIÓN 296.7.4. Veloidad de GrupoSi la veloidad de un onda depende de su freuenia, se die que el medioes dispersivo. Luego, si las dos ondas anteriores se propagan en un mediodispersivo, las veloidades de fase serán diferentes
v1 =

ω1

k1
6= v2 =

ω2

k2y la forma de la onda resultante será variable. El punto más araterí stiode una forma variable, es el máximo de su amplitud. A la veloidad de fasedel máximo de la envolvente de la onda resultante se le llama veloidad degrupo vg. Luego, para el aso en onsideraión la veloidad de grupo será
vg =

ω1 − ω2

k1 − k2
=

△ω
△k

,valor que es diferente de v1 o v2. Si superponemos muhas ondas armóniasde freuenias pareidas distribuí das en un intervalo relativamente estrehoresulta un pulso o paquete de ondas que se deformará al propagarse por unmedio dispersivo y uyo máximo es un punto fáilmente identi�able. Laveloidad de este máximo será la veloidad de grupo, la que en este asoorresponde a la expresión
vg = ĺım

△ω
△k =

dω

dk
· (6.52)Pero, a ada freuenia orresponde una veloidad de fase, pues ω = kvpor lo que la relaión anterior para vg se puede expresar en funión de laveloidad de fase y de la longitud de onda o del número de onda. Resulta�nalmente

vg =
dω

dk
= v + k

dv

dk
= v − λ

dv

dλ
· (6.53)La euaión que oneta ω on k se suele llamar relaión de dispersión y larepresentaión grá�a orrespondiente se onoe omo diagrama de Brillouin.6.8. Trasmisión y Re�exiónCuando existe una disontinuidad en el medio de propagaión, parte de laonda se trasmite y otra parte se re�eja. Analiemos el aso de una ondaarmónia que se propaga a lo largo de una uerda tensa uya densidad linealvaría brusamente de µ1 a µ2.



30 CAPÍTULO 6. ONDASSupongamos que la fuente queprodue las ondas se enuen-tra en el extremo izquierdode la uerda y que la ondatrasmitida más allá de la dis-ontinuidad, es absorbida enel otro extremo, sin re�ejarse.En la Fig. 5.9 se muestra queel origen de la oordenada xse ha elegido en la seiónen donde se produe la dis-ontinuidad. En esta seiónse deben satisfaer dos ondi-iones de borde: Figura 5.9:1. La forma de la uerda es ontinua, por lo que se debe umplir que
ψ(x = 0)⌋0−ǫ = ψ(x = 0)⌋0+ǫ . (6.54)2. La euaión del movimiento transversal de un elemento de masa µdxes

− T ∂ψ
∂x

⌋

0−ǫ

+ T ∂ψ
∂x

⌋

0+ǫ

= µdx
∂2ψ

∂t2
.Para una seión, dx tiende a ero, y el segundo miembro se anula yla ondiión se redue a

∂ψ

∂x

⌋

0−ǫ

=
∂ψ

∂x

⌋

0+ǫ

. (6.55)Supongamos que la onda armónia que inide desde la izquierda sobre ladisontinuidad, la representamos por la parte real de
ψ̂1 = A1 e

i(ωt−k1x) para −∞ < x < 0,donde la amplitud A1 de la onda inidente la elegimos real, y ω es la fre-uenia del dispositivo externo que genera la onda. La onda trasmitida es laparte real de
ψ̂2 = Â2 e

i(ωt−k2x) para 0 < x <∞.



6.8. TRASMISIÓN Y REFLEXIÓN 31Nótese que estas dos funiones de ondas no satisfaen las ondiiones de bor-de, Es. 6.53 y 6.54, puesto que de ellas resultan las dos euaiones siguientes
A1 = Â2

k1A1 = k2Â2que son inompatibles ya que k1 6= k2. Por lo tanto, neesariamente debeexistir una terera onda, la que representa la re�exión haia la izquierda enla disontinuidad. Sea
ψ̂3 = Â3 e

i(ωt+k1x)la onda re�ejada. Las dos ondiiones de borde en x = 0 toman la forma:
ψ1 + ψ̂3 = ψ̂2

∂(ψ1 + ψ̂3)

∂x
=

∂ψ̂2

∂xde donde obtenemos
A1 + Â3 = Â2

−k1A1 + k1 Â3 = −k2 Â2.De aquí despejamos de inmediato las amplitudes de la onda re�ejada y de laonda trasmitida, las que resultan ser reales:
Â2 =

2k1

k1 + k2
A1

Â3 =
k1 − k2

k1 + k2
A1.Se aostumbra a de�nir el oe�iente de trasmisión de amplitud Ta

Ta =
A2

A1
=

2k1

k1 + k2
=

2
√
µ1√

µ1 +
√
µ2

, (6.56)y el oe�iente de re�exión de amplitud Ra

Ra =
A3

A1
=
k1 − k2

k1 + k2
=

√
µ1 −

√
µ2√

µ1 +
√
µ2

· (6.57)Nótese que Ra puede ser positivo uando k1 > k2, o negativo si k1 < k2.Cuando Ra > 0 la onda re�ejada tiene la misma fase que la inidente; si
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Ra < 0 la onda re�ejada está desfasada en π respeto de la inidente. Como
ki = ω/vi = (ω/

√T )
√
µi, podemos reformular las onlusiones anteriores dela siguiente manera: uando una onda pasa de un medio más denso a otromenos denso, la onda re�ejada tiene la misma fase que la inidente; uandopasa de un medio menos denso a otro de mayor densidad, la onda re�ejadaestá en oposiión de fase on la inidente. Por ejemplo, uando una onda quese propaga por una uerda llega a un extremo �jo, se re�eja en oposiiónde fase puesto que diho extremo se omporta omo un medio de densidadin�nita.También, onviene de�nir el oe�iente de re�exión de potenia Rp y eloe�iente de trasmisión de potenia Tp de la siguiente manera:
Rp =

〈P3〉
〈P1〉

=
A2

3

A2
1

=

[

k1 − k2

k1 + k2

]2 (6.58)
Tp =

〈P2〉
〈P1〉

=
µ2 v2A

2
2

µ1 v1A2
1

=
4k1 k2

(k1 + k2)2
· (6.59)Como los oe�ientes de�nidos dependen sólo de las propiedades del medioy no de la freuenia, las onlusiones anteriores son válidas para ondas deualquier forma.6.8.1. Ajuste de impedaniasSe aostumbra representar las propiedades de un medio de propagaión poruna antidad llamada impedania araterí stia Z que para el aso de lauerda se de�ne omo la razón entre la fuerza transversal y la veloidadtransversal en ualquier seión obteniéndose que Z = µ v =

√
(µ T ).Muhas vees, es muy importante optimizar la trasmisión de potenia através de una disontinuidad en el medio de propagaión, haiendo que eloe�iente de trasmisión de potenia alane su valor máximo (= 1). Cuandose logra esto, se die que las impedanias están ajustadas. Para alanzar esteajuste de impedanias se interala entre los dos medios de propagaión unterer medio, uyas dimensiones e impedania se deben determinar.Supongamos entones, que interalamos un segmento de uerda de longitud ly de impedania araterí stia Z3 = µ3 v3 entre dos uerdas de impedanias

Z1 = µ1 v1 y Z2 = µ2 v2 omo se muestra en la Fig. 5. 10.



6.8. TRASMISIÓN Y REFLEXIÓN 33También supongamos que lafuente de ondas está en el ex-tremo izquierdo, y que el ex-tremo dereho absorbe perfe-tamente sin re�ejar las on-das que se trasmiten desde laizquierda de modo que en esazona solo hay ondas que viajanhaia la dereha. Imponiendolas ondiiones de borde en
x = 0 y en x = l esribimos Figura 5.10:

ψ1(0, t) + ψ̂3(0, t) = ψ̂2(0, t)
(

∂ψ1

∂x
+
∂ψ̂3

∂x

)⌋

x=0

=
∂ψ̂2

∂x

⌋

x=0

ψ1(l, t) + ψ̂3(l, t) = ψ̂2(l, t)
(

∂ψ1

∂x
+
∂ψ̂3

∂x

)⌋

x=l

=
∂ψ̂2

∂x

⌋

x=l

,Llamemos
ψ1 = A1 cos(ωt− k1x) y ψ̂2 = B̂1 cos(ωt+ k1x)a las ondas inidente y re�ejada en la uerda izquierda; sean
ψ̂3 = Â3 cos(ωt− k3x) y ψ̂4 = B̂3 cos(ωt+ k3x)las ondas en el aoplamiento intermedio; y sea

ψ̂5 = Â2 cos(ωt− k2x),la onda en la uerda dereha. Apliando las ondiiones de borde a estasfuniones de onda obtenemos las relaiones entre las amplitudes
A1 + B̂1 = Â3 + B̂3

−ik1A1 + ik1B̂1 = −ik3Â3 + ik3B̂3

Â3 e
−ik3l + B̂3 e

ik3l = Â2

ik3 (Â3 e
−ik3l − B̂3 e

ik3l) = ik2Â2 .



34 CAPÍTULO 6. ONDASSi reemplazamos
ki =

ω

vi
=

ω√
T

√
µi =

ω

T Ziresulta
2A1 = Â3

Z1 + Z3

Z1
+ B̂3

Z1 − Z3

Z1

2Â3 e
−ik3l = Â2

Z3 + Z2

Z3

2B̂3 e
ik3l = Â2

Z3 − Z2

Z3
·Reemplazando las dos últimas en 2A1, obtenemos

2A1 =
Â2

2Z1 Z3

[

(Z3 + Z2)(Z1 + Z3) e
ik3l + (Z3 − Z2)(Z1 − Z3) e

−ik3l
]

,y multipliando por el omplejo onjugado
4A2

1 =
Â2Â

∗
2

4(Z1 Z3)2
[

(Z3 + Z2)
2(Z1 + Z3)

2 + (Z3 − Z2)
2(Z1 − Z3)

2

+(Z3 + Z2)(Z1 + Z3)(Z3 − Z2)(Z1 − Z3)(e
i2k3l + e−i2k3l)

]

.El oe�iente de trasmisión de potenia, entones será
Tp(l, Z3) =

Z2A
2
2

Z1A2
1

= 16
Z2

Z1
(Z1Z3)

2
[

(Z3 + Z2)
2(Z1 + Z3)

2 + (Z3 − Z2)
2(Z1 − Z3)

2

+2(Z3 + Z2)(Z1 + Z3)(Z3 − Z2)(Z1 − Z3) cos(2k3l)
]−1y uyo máximo se obtiene para

∂Tp
∂l

= 0 y
∂Tp
∂Z3

= 0 .De la primera ondiión resulta
sen(2k3l) = 0, o sea, 2k3l = πlo que signi�a

l =
1

4
λ3 . (6.60)



6.8. TRASMISIÓN Y REFLEXIÓN 35De la segunda ondiión se dedue que
Z3 =

√

Z1Z2 , (6.61)o sea que la impedania araterí stia del aoplamiento es el medio armóni-o de las dos impedanias por ajustar. Con estos valores, el oe�iente detrasmisión de potenia se hae igual a la unidad. El problema de ajuste deimpedanias es de importania en muhas apliaiones tenológias (trasmi-sión de señales, reubrimientos óptios, et).



36 CAPÍTULO 6. ONDAS6.9. APLICACIONESA1. Una uerda de largo l = 0, 9 m y densidad lineal µ = 0, 2 kg/m tienesus dos extremos �jos de modo que su tensión es T = 80 N. Si la uerdaosila en su terera armónia on una amplitud A = 0, 4 m, alular a) lafreuenia; b) el valor máximo de la veloidad transversal; ) la posiión delos puntos que pueden alanzar la veloidad máxima anterior.La onda estaionaria para dos extremos �jos está representada por
ψ(x, t) = A sen(ωnt+ φ) sen knxdonde kn = nπ/l y ωn = (nπ/l)v. Para la terera armónia n = 3, luego:a)

ω3 =
3π

l

√

T
µ

y

f3 =
ω3

2π
= 33, 3 Hz.b)

vψ =
∂ψ

∂t
= ωnA cos(ωnt+ φ) sen knx.El valor máximo de vψ es la amplitud de esta veloidad transversal, o sea,

vψMax = ωnA = 0, 837 m/s.) Este máximo se alanza ada vez que sen knx = ±1, o sea, para
knx = (2m+ 1)

π

2
para m = 0, 1, 2, . . .Luego:

x =
1

k3
(2m+ 1)

π

2
=
l

6
(2m+ 1) =

l

6
, l
2
,5l
6
·A2.- Una uerda homogénea y uniforme tiene una densidad lineal µ, estásometida a una tensión T y tiene su extremo A �jo. El otro extremo esperfetamente absorbente por lo que no hay re�exión. En una seión B auna distania L del extremo A de la uerda, se le aplia una fuerza transversal

F0 exp(i ωt). Enontrar las funiones de onda a ambos lados de la seión B.



6.9. APLICACIONES 37La funión de onda a la izquierda de B, ψ̂i, será la superposiión de una ondaque se propaga haia la izquierda, ψ̂1, y de una onda re�ejada en A que sepropaga haia la dereha, ψ̂2. Eligiendo el origen en A, esribimos
ψ̂i = ψ̂1 + ψ̂2

ψ̂i = Â1e
i(ωt+kx) + Â2e

i(ωt−kx).A la dereha de B, solo hay una onda, ψ̂d, que se propaga haia la dereha
ψ̂d = Â3e

i(ωt−k(x−l)).Se deben satisfaer las siguientes ondiiones de borde:1. en x = 0
ψ̂i = 0 ya que A no se mueve2. en x = l

ψ̂i = ψ̂d

−T ∂ψ̂i
∂x

+ T ∂ψ̂d
∂x

+ F0e
iωt = 0De la ondiión de borde en x = 0 resulta

Â1 + Â2 = 0,por lo que podemos esribir
ψ̂i = 2iÂ1e

iωt sen kx.De la ontinuidad de la funión en x = l resulta
Â3 = 2iÂ1 sen kl,luego,

ψ̂d = 2iÂ1 sen kl ei(ωt−k(x−l)).La última ondiión de borde en x = l nos da
Â1 = −i F0

2kT e
−ikl.



38 CAPÍTULO 6. ONDASLuego, las funiones de onda soliitadas son
ψ̂i =

F0

kT e
−ikleiωt sen kx onda estacionaria

ψ̂d =
F0

kT e
−ikl sen kl ei(ωt−k(x−l)) onda viajeraA3. Una partíula de masa M se �ja a una uerda uniforme, uya densidadlineal µ es onstante y que está sometida a una tensión T . Desde la izquierdainide sobre la partíula una onda ψ̂1 = A1 exp (i(ωt− kx)). En la posiiónde la partíula�donde se elige x = 0� se produe trasmisión y re�exión.Además se supone que en el segmento dereho de la uerda solo existe unaonda que se propaga en ese sentido, pues diho extremo es un absorbenteperfeto. a) Enontrar las amplitudes de las ondas re�ejada y trasmitida.b) A ontinuaión suponga que (Mω2)/(2kT ) = tg ϑ y demuestre que re-speto de la amplitud de la onda inidente, la de la onda trasmitida retrasaen ϑ y la amplitud de la onda re�ejada retrasa en π/2+ϑ para 0 < ϑ < π/2.Demuestre además que el oe�iente de trasmisión de potenia es sen2 ϑ y eloe�iente de re�exión de potenia es cos2 ϑ.La onda a la izquierda de la partíula tendrá dos omponentes que re-presentan la onda inidente ψ̂1 y la onda re�ejada ψ̂3. La onda en el ladodereho orresponderá a la onda trasmitida ψ̂2. Las formas respetivas seránlas siguientes

ψ̂1 = A1e
i(ωt−kx) onda inidente,

ψ̂3 = Â3e
i(ωt+kx) onda re�ejada

ψ̂2 = Â2e
i(ωt−kx) onda trasmitidaLas ondiiones de borde en x = 0:

ψ̂1 + ψ̂3 = ψ̂2 ontinuidad de la funión de onda
T (−∂ψ̂1

∂x
− ∂ψ̂3

∂x
) + T ∂ψ̂2

∂x
= M

∂2ψ̂2

∂t2
euaión del movimiento de MLas ondiiones anteriores se traduen en las dos euaiones

A1 + Â3 = Â2

ikT (A1 − Â3) = Â2(ikT −Mω2)



6.9. APLICACIONES 39de donde despejamos
Â2 = A1

1

1 + iMω2

2kT

Â3 = A1
−iMω2

2kT

1 + iMω2

2kT

·Expresando un número omplejo en forma exponenial
a+ ib =

√

a2 + b2 eiφ para tg φ =
b

aenontramos los desfases indiados en el enuniado.


