Capitulo 6

ONDAS

6.1. Introduccién

la ecuacion de ondas Ec.5.31. Aunque esta ecuacién Existen numerosos feno-
menos en la naturaleza que obedecen a la hemos desarrollado para el caso de
una perturbacién que se propaga en un medio material —y en este caso se
habla de ondas mecénicas, o eldsticas o actsticas—existen otros fenémenos
en que ella representa ondas que se propagan en el vacio, como ocurre con las
ondas electromagnéticas. A pesar de la gran diversidad de los procesos on-
dulatorios, por el hecho de obedecer la misma ecuacién, poseen propiedades
y caracteri sticas comunes algunas de las cuales deseamos estudiar.

6.2. La Funciéon de Ondas

Se dice que una onda se propaga entre dos puntos, cuando una perturbacién
(por ejemplo, una deformacion, una sobrepresion, etc) se desplaza desde un
punto a otro sin que entre ellos haya transporte del medio material que sirve
de soporte de la onda. Si bien la perturbacién puede ser una cantidad escalar
o una cantidad vectorial que se propaga en tres dimensiones, para simplificar
nosotros supondremos que se trata de una deformacion transversal ¢ (x,t),
que avanza sin deformarse alo largo de una cuerda con velocidad v constante.
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Figura 6.1:

En la Fig. 6.1, se han representado dos posiciones sucesivas de un pulso
transversal, en los instantes t = 0y t = t. S es un observador fijo y S’ un
observador mévil que se traslada con la velocidad v del pulso y que en t =0
coincide con el sistema fijo. Para S’ la forma del pulso ¥ (z") no depende del
tiempo ya que para este observador el pulso no se mueve y su forma no varia.
Para el observador fijo, la forma del pulso sera ¢ (x,t) la que debe ser igual
a ¢ (z). Pero, ' = x — vt, por lo que

w(xvt) = ¢(95 - Ut)

representa una onda que se propaga en el sentido positivo del eje z, sin
deformarse y con velocidad constante v.

Analogamente, la funcion

W(z,t) = Y(x + vt)

representa una onda que se propaga en el sentido negativo del eje x, sin
deformarse y con velocidad constante v. Por lo tanto, cualquiera funcién
cuyo argumento sea x + vt o x — vt o un multiplo de x + vt, describe una
onda en una dimensién, la que debera satisfacer la ecuacién de ondas. Una
funcién de onda mas general serd entonces

P(x,t) = Y(x — vt,x + vt).
Si definimos

r = x—ut (6.1)
s = xw+ut
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podemos expresar ¢ como funcion de r y s: ¢ = (r,s). Evaluando las
derivadas parciales de ¥ que reemplazaremos en la ecuacién de ondas se
obtienen las relaciones:

0005) _ 0 or 00 0s
dx  Ordr Os Ox

Pero, de Ecs. 6.1 y 6.2
or _0s _
or  Ox
por lo que
oUrs) _ v o
dr  Or Os

Derivando nuevamente,

2 2 2 2
N _ Py 0 O

or2  Or? OsOr = 0s? (6.3)
Evaluemos ahora
o0 _0vor  ouds
ot  Or ot 0Os Ot
Pero, de Ecs. 6.1 y 6.2
or _ 9s _
ot " Y o
Luego,
W _ [0 W
ot v or Js |’
’ 0% 0% Oy 0%
_ = 2 — .
oz " [87‘2 28r 0s + 882:| (64)

Reemplazando las Ecs. 6.3 y 6.4 en la ecuaciéon de ondas resulta:

N W N

oxr2 w2 Ot2 " Orods

Por lo tanto, la funcion i debe satisfacer la condicién de que el segundo
miembro se anule. La funcién més general que satisface este requerimiento:

0%
ords 0

es entonces

Y = 1(r) + Pa(s).
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Luego, la funcién de ondas mas general y que es solucién de la ecuacion de
ondas esté representada por

| Y(,t) = v1(z — vt) + ¥aa + vt) |

expresion que se conoce como solucion de D “Alembert. Vemos que el fendme-
no ondulatorio unidimensional méas general corresponde a una superposiciéon
lineal de ondas que se propagan en sentidos opuestos.

Ademas,
(r) _ dy(r) Or _ dip(r)
ox dr Oz dr
Op(r) _ dp(r) o di(r)
ot dr Ot dr
y de estas dos deducimos que para r = x — vt
Op(r) _ 10¢(r)
or v Ot (6.5)
Analogamente, podemos deducir que para s = z + vt
IP(s) _ 10Y(s)
or +U ot (6.6)

Estas relaciones son caracte’rsticas de las ondas de cualquier forma que se
propagan sin deformarse con velocidad constante v.

6.3. La cuerda continua y otros ejemplos

En esta seccién veremos algunos casos de perturbaciones que bajo aproxi-
maciones simplificatorias satisfacen la ecuacién de ondas.

6.3.1. Otra vez la cuerda uniforme

Imaginemos una cuerda flexible de densidad lineal i = cte, que suponemos en
ausencia de gravedad, y que cuando esta en equilibrio estatico estd sometida
a la tension 7 y que coincide con el eje x.
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Si despreciamos el roce con el aire y suponemos pequenas deformaciones
transversales contenidas siempre en el plano de la figura, es posible hacer

aproximaciones razonables.

En la Fig. 6.2 hemos repre-
sentado un elemento de cuer-
da de largo Az, el cual esta
sometido a tensién en sus ex-
tremos. Para pequenas defor-
maciones podemos despreciar
la variaciéon de la magnitud
de la tensién y suponer que
es constante e igual al valor
7T que tiene en la posicion de
equilibrio. Como la cuerda es
flexible, 7 debe ser tangente a
la cuerda.

z+Ax

V(x4 Ax)

Az T+ Az

Figura 6.2:

Ademas, si la deforcion es pequenia, el dngulo de inclinacion ¢ también serd
suficientemente pequeno como para validar las siguientes aproximaciones

cos ¥ =~ 1,

As =

Q

send ~ tg =

oY
ox

7

VG T GoP
Aryf1+ (3—1”)2

ox

La dltima aproximacién equivale a despreciar la variacién de longitud del
elemento de cuerda ignorando su desplazamiento longitudinal.

Proyectando la II Ley de Newton en la direccién transversal, resulta

0%

HOT

Py
Mo

Tsend|pine — 7 send|,

_ M
JJ}—I—AJ} 6sz
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Esta expresion, cuando Ax tiende a cero, nos lleva a

0P (z, 1) 1 02 (z,t)

0z? v2  Ot? =0 (6.7)
donde
T
v = —_— 68
. (6.8)

es la velocidad de propagacion o velocidad de fase de una onda transversal
a lo largo de una cuerda. Hemos redescubierto la ecuacién de ondas, pero
esta vez ha sido a partir de una cuerda continua, mientras que la primera
vez lo hicimos a partir de una cuerda sin masa con carga discreta. De nuevo,
dentro de las aproximaciones realizadas, hallamos que la velocidad queda
determinada por las propiedades del medio: la tensién y la densidad lineal
de la cuerda.

6.3.2. Ondas longitudinales en una barra delgada

Se dice que una onda es longitudinal cuando la agitacién que produce en las
part’iculas del medio tiene la misma direcciéon que la de propagacion de la
onda. En general, las ondas longitudinales se propagan en todos los medios.
En cambio, las ondas transversales no pueden ser trasmitidas por gases y i
quidos puesto que estos medios no admiten esfuerzos de corte apreciables, si
despreciamos su viscosidad. En un sélido se propagan simultdneamente ondas
transversales y longitudinales con velocidades diferentes. Si consideramos una
barra delgada—o sea, una barra cuyo didmetro transversal es mucho menor
que su longitud—podemos concentrarnos en las ondas longitudinales en una
dimensioén.

|
&
L
8
+
>
&
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En la Fig. 6.3 se muestra un elemento de barra de longitud Az que se
traslada y deforma bajo la accién de las fuerzas normales que el resto de la
barra ejerce sobre las secciones que estdn en las posiciones definidas por = y
x+ Az. El tamafo de la seccién transversal S lo suponemos suficientemente
pequenio como para aceptar que las fuerzas normales son constantes sobre
sus secciones respectivas. Bajo la accion de estas fuerzas, la seccién en z se
traslada en r y la seccion en z + Az se traslada en r + Ar, donde Ar es la
deformacion, que supondremos suficientemente pequefia para admitir que es
eldstica. De acuerdo con lo anterior, vale la ley de Hooke:

F E Ar

S~ Az
donde E es el modulo de elasticidad (o modulo de Young) que caracteriza la

naturaleza del material con que esté constituido el s6lido, P/S es el esfuerzo
normal y Ar/Ax es la deformacion lineal. Pero,

Ar=r(x+ Azx) —r(z) :{7‘(:1:)+§—TASC+-"}—T($)
x

por lo que
ar_or
Az~ 0z

y en consecuencia, la ley de Hooke queda como sigue
F or
. _fp=_. 6.9
S ox (6.9)

Si p es la densidad cubica del material, la ecuacién del movimiento en la
direccién del eje x nos da

OF 0?
F(x+ Azx) — F (2) :F—i—%Ax—F = pSAa:a—tg
oF 0?r
Despejando F' de Ec. 6.9 y reemplazando en Fc. 6.10,
0?r 0?r
E—=pS—
o 0x? ps ot2
Luego,
2 1 2
or _1or_, (6.11)

dx2 V2 ot?
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donde

E
v=]= (6.12)
P

Lo anterior muestra que la deformacién eldstica se propaga como una onda
longitudinal a lo largo de la barra con una velocidad de fase que depende
de las propiedades del medio material de una manera similar al caso de la
propagacién de una onda transversal en una cuerda.

Por otra parte, si derivamos dos veces respecto del tiempo la Ec. 6.9 y cam-
biamos el orden de la derivacién, se obtiene

2 2 2
Si derivamos respecto de x la Ec. 6.10,
0’F a9 0%r
022~ oo’
vy combinando estas dos ultimas relaciones resulta
O°F 1 9°F
or?  v? ot?
Luego, el esfuerzo normal también se propaga como una onda longitudinal
v con la misma velocidad que la deformacién elastica.

=0. (6.13)

En un medio s6lido extenso, no es posible despreciar las ondas de deformacion
transversal originadas por los esfuerzos de corte que se producen cuando se
propaga una onda longitudinal. Se encuentra que la velocidad de propagacion
de la componente longitudinal es mayor que la de la componente transversal.
Por ejemplo, para el caso de ondas si smicas en las vecindades de la superficie
de la tierra, la velocidad de propagacion de la componente longitudinal (~ 8
km/s) es casi el doble de la velocidad de la componente transversal.

6.3.3. Ondas longitudinales en una columna gaseosa

El analisis es similar al caso de las ondas longitudinales en una barra del-
gada, pero esta vez debe tenerse en cuenta que la densidad del medio no es
constante. Suponemos una columna de pequena seccién transversal, a fin de
limitarnos a una onda que se propaga en una dimensiéon, ademas, desprecia-
mos el efecto que la pared del tubo pueda ejercer sobre la propagacion.
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_r r+ Ar
T Ax
x+ Ax
Figura 6.4:

En la Fig. 6.4 se representa un elemento de columna gaseosa de largo Ax y
seccion transversal S que bajo la variacion de presion asociada a la onda, se
traslada y deforma. Sean Py, Vi v po la presion, el volumen y la densidad en
condiciones de equilibrio. Bajo la accién de una excitacién los valores de la
presion, del volumen y densidad cambian a P = Py + Ap, V. = Vo + Av y
p = po + Ap respectivamente. La seccion en = se desplaza en r y la seccion
en r + Ax se traslada en r + Ar. Supondremos que el proceso de compre-
sién o expansion es adiabético, o sea, aceptaremos que las deformaciones
son tan pequenas como para despreciar las pérdidas de energia por difusion,
viscosidad y conductividad térmica. Esta hipétesis es avalada por los resul-
tados experimentales que satisfacen las predicciones del desarrollo que viene
a continuacion.

De acuerdo con lo anterior, la masa del elemento de volumen debe conser-
varse, y como

or
Ar = Ax) — =—A
r=r(z+ Az)—r(x) 5 O
resulta:
poS Ax = pS(Ax+ Ar)
poSAx = pSAx <1+%>
oz
or
po = pll1+— y luego,
ox

Loy

_ o
p = po O
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donde hemos considerado que la deformacion lineal Or/dx < 1, para justi-
ficar la aproximaciéon que nos lleva a la ecuacion anterior. Por ejemplo, para
una onda sonora tipica la deformacion lineal es del orden de 1073. De la
altima ecuacién obtenemos

or
Ap=p—po=—poe— 14
p=p=po=—pog- (6.14)

Suponiendo, ademés, que la deformacién volimica es suficientemente pe-
quena, la sobrepresion Ap variard linealmente con ella de acuerdo a la ley
de Hooke, por lo que podemos escribir

Ap=-K— (6.15)

donde K es el mddulo de compresibilidad, cuyo valor depende de la natu-
raleza del medio y de si los procesos que ocurren en el gas son adiabéticos
o isotérmicos. Para las pequenas deformaciones que estamos considerando,
podemos aceptar que K es constante. Pero,

Av SAr 1 61"A B or

Vo  SAz  Azozr ' ox
y reemplazando en Ec. 6.15,

or
Ap=—K—- 1
P 5 (6.16)

Por otra parte, el movimiento del elemento de volumen en la direccién x
debe satisfacer la II Ley de Newton,

F(z) - F(z+ Az) = poSA o
x x z) = poSLT o5
OP(z) B 0%r
SP(:C)—S(P(:C)+ o A:c) = pOSAx@
Copw) _ o
or  Mor
Pero,
P(z) = Py+Ap y
oP(z) _ 0Ap
or Ox

Por lo tanto, se tiene que

0Ap 0%r

o Mo (6.17)
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Derivando la Ec. 6.16 respecto de x

oN 2
94p 0T
ox Ox?
y reemplazando en la Ec. 6.17 resulta
P 1o
ox? 0?2 o2
Luego, el desplazamiento de las particulas del gas se propaga como una onda
longitudinal con velocidad

= 0. (6.18)

(6.19)

v =

K
0o

Pero, no sélo el desplazamiento se propaga como una onda. Procediendo en
forma anéloga con Apy Ap podemos demostrar que también la sobrepresion
y la variaciéon de densidad satisfacen la misma ecuacién de ondas

PAp  10%°Np
or2 02 O
PNp  10*Np
r2 v oL
donde v estd dada por la Ec. 6.19.

0 (6.20)

=0 (6.21)

mo dijim valor n naturalez T ropa-
Como dijimos, el valor de K depende de la naturaleza del proceso de propa
gacion en el gas: isotérmico o adiabatico. La evidencia experimental indica
que para pequenas variaciones de presién, el proceso es adiabatico, por lo
que para gases ideales se debe satisfacer

PV7 = cte. donde N=—

es la razén entre el calor especifico a presion constante y el calor especifico
a volumen constante. Diferenciando

dPVY 4+ PV lav =
VdP+~PdV =
dP

v _ ,p.
Vv i

Pero, de la Ley de Hooke, Ec.6.15

AP
K:— —_—
VAV
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Combinando esta ecuacion y la anterior se obtiene
K. =~P. (6.22)

Como la variacién de P es pequena, podemos considerar P ~ Py, por lo que
K es practicamente constante. En consecuencia, para un proceso adiabatico
en un gas ideal, la velocidad de propagacién sera

[+P
Vad = 1] L= (6.23)
p

la que también podemos expresar en funcién de la temperatura, puesto que
m  nM
PV =nRT = =",
donde T es la temperatura absoluta, M es la masa molecular y R es la
constante de los gases ideales que vale R = 8,31451 J/mol - K. Reemplazando

en v,y obtenemos
/| RT
Vad — ’Yﬁ . (624)

6.4. Frente de onda

El argumento ¢ de la funcion de ondas 1(¢) recibe el nombre de fase de
la onda. El lugar geométrico de todos los puntos que en un instante dado
tienen una misma fase—o, para los cuales la perturbacion v es la misma—es
una superficie que recibe el nombre de superficie de equifase o frente de
onda. En el caso de las ondas en una dimensién que estamos usando como
ejemplo, ¥ (x — vt + ), donde « es una constante, la fase correspondiente es

¢ =1z —vt+ q,
y la ecuacion del frente de onda es
z—vt+a=¢=cte 0 sea, T = cte

lo que representa una superficie plana perpendicular a la direcciéon de propa-
gacién z. Por esta razon se dice que esta es una onda plana. Si derivamos
la fase respecto del tiempo, obtenemos
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donde dx/dt representa la velocidad de desplazamiento del frente de onda en
la direccién de propagaciéon de la onda. La expresién anterior nos muestra
que la velocidad del plano de fase es igual a la velocidad de propagacion de
la onda. Debido a esto, v también recibe el nombre de welocidad de fase.

Cuando la fuente emisora esta distribuida a lo largo de una linea recta muy
larga, los frentes de onda—Iejos de los extremos de la distribucién— son
superficies cilindricas coaxiales con la distribucién. A estas ondas se las llama,
ondas cilindricas. En cambio, cuando las dimensiones de la fuente son muy
pequenas y se la puede considerar puntiforme, los frentes de onda son esferas
concéntricas. En este caso se habla de ondas esféricas.

6.5. Ondas Armonicas

Aunque la forma de la funcién de onda puede ser cualquiera, conviene ele-
gir una forma armoénica o sinusoidal para un anélisis mas detallado de las
propiedades de las ondas. Hay multiples razones para esto: una funcién pe-
riédica de cualquier forma se puede representar como una superposicién line-
al de funciones armonicas de frecuencias convenientes (analisis de Fourier);
la derivacion o integracién de una onda arménica de frecuencia determinada
produce otra funcién armonica de la misma frecuencia; en medios dispersivos
(para los cuales la velocidad de fase es funciéon de la frecuencia) la forma de
una onda sinusoidal se mantiene, mientras que una onda no arménica cambia
de forma durante su propagacion. Sea

1 = A cosk(vt — x)

una funcién de onda armoénica. La constante k recibe el nombre de nimero
de onda y tiene la dimensién reciproca de una longitud, puesto que el argu-
mento de la funcién armoénica debe ser adimensional. Se define, ademas, la
frecuencia angular w de la onda como

w = kv, (6.25)

de modo que con estos nuevos pardmetros la expresion de la funcién de onda
queda
1 = A cos(wt — kzx).

La funcién de onda armoénica es periddica en el espacio y en el tiempo, ya
que se repite su valor si x varia en una cantidad A tal que

kX = 2m,
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o si t varia en una cantidad T tal que
wT = 2.

El perfodo espacial A recibe el nombre de longitud de onda, y el periodo
temporal T es el periodo a secas. Estas nuevas cantidades satisfacen las
relaciones

27

A = 2
- (6.26)
2T
T = —. 2
. (6.27)

Otra cantidad importante para la especificacién de una onda armonica es
el nimero de oscilaciones por unidad de tiempo o frecuencia f; como T es
el tiempo que demora en completar una oscilacién, resulta de inmediato la
relacion

1
== 6.28
Multiplicando las Ecs. 6.26 y 6.28 obtenemos
21 w
Af = ——
/ k 2w
Af = v, (6.29)

relacién importante que sélo vale para ondas armédnicas.

6.5.1. Representacién compleja

Aprovechando la identidad de Euler
e'? = cos ) + i send) donde i = /-1

representaremos una onda armonica ¥ = A cos(wt — kx) como la parte real
del namero complejo A exp [i(wt — kz)]. Hemos supuesto que A es real, pero
puede ser imaginario sin que se altere esta convencién, ya que una amplitud
compleja solo introduce un desfase constante en el argumento de la funcién.
Por ejemplo, si A. es una cantidad compleja de magnitud real A, la podemos
representar como Aexp [i6] de modo que la funcién armoénica compleja la
expresamos como

e = Acexp [i(wt — kx)] = Aexp [id] exp [i(wt — kx)] = Aexp [i(wt — kz + 0)],
y cuya parte real serd la funcién de onda armonica

1 = Acos(wt — kx + 9).
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6.6. Propagacién de la Energia

La energia cinética de un elemento de longitud dx de la cuerda y cuya ve-
locidad transversal es 01)/0t tiene como expresion

donde p dx es el elemento de masa. La energia cinética por unidad de longitud
o densidad de energia cinética seréd, entonces

Kn=%_1, (a—w)Z- (6.30)

dx 2 ot

La energia potencial corresponde al trabajo realizado por la tensién para
alargar eldsticamente al elemento de longitud Az a As; luego, tenemos

AV = T (As— Ax)
- T (\/(Ax)2 +(Op)? — Ax)

2
T 1—|—<g—¢> — 1] Ax,

X

expresion que dentro de las aproximaciones hechas podemos escribir como

B 1 (9> 1 ()’

Luego, la energia potencial por unidad de longitud o densidad de energia
potencial V1 serd

1 __ (09?2
Reemplazando la Ec. 6.5
o _ _10¢
or v ot

en la anterior, resulta

1 _1 [ap)\?
:—T— —_—
" 2 02(675) ’
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y como
- — _T —
2T !
llegamos a que
Vl(x,t) = Kl(x,t), (6.32)

o sea, que la energia se reparte en partes iguales entre la cinética y la po-
tencial, y por lo tanto, la densidad de energia mecéanica total £y = K1 + V)

sera
o\ 2 o\ 2
Ei(z,t) = p (8—120 =T (a—;f) (6.33)

La energia total transportada por un elemento de longitud dz es

dE = E1 d.T,

y la potencia P trasmitida es entonces dE/dt, o sea

o) - () 70 (2" 034

Alternativamente, si usamos la Ec. 6.5, la potencia se puede expresar

oy 9y

Pla,t) = — (6.35)

La dltima relaciéon corresponde a la
situacién que mostramos en la Fig 6.5,
en la que hemos aislado un segmento Ax
de una cuerda cuya deformacién transver-
sal se desplaza de izquierda a derecha. La
fuerza que en el extremo izquierdo se ejerce
sobre este segmento realiza un trabajo por
unidad de tiempo que es transportado por
la onda hacia la derecha. Esta potencia es
P=-T. 7¢, donde 71# es la velocidad
transversal del punto de aplicacién de la
fuerza. Figura 6.5:
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Luego, la potencia instantanea transferida es
P=-T 3_1# sen 1.
ot

Pero, dentro de las aproximaciones hemos aceptado que

oY
sent &~ tg = e
y en consecuencia,
_ 00y
P(x,t)=-T oz O (6.36)

Podemos encontrar expresiones analogas para los otros casos que ya hemos
visto:

» Para ondas longitudinales en una barra delgada se obtiene

Pla,t) = —SE ag_(;) 82—2“). (6.37)

» Para ondas longitudinales en una columna gaseosa encontramos

Pla,t) = —SK ag—;“) 67"8—(;‘). (6.38)

Para el caso de una onda transversal armoénica en una cuerda
Y(z,t) = Acos(wt — kx)

las relaciones para las densidades de energia y la potencia K1, Vi, E1, P seran

las siguientes

1
K=V = FH w?A? sen®(wt — kx)

Ey = pw?A? sen® (wt — kx)
P = povw?A%sen?(wt — kx)
Vemos que la energia y la potencia se propagan como ondas y son directa-

mente proporcionales al cuadrado de la frecuencia y al cuadrado de la am-
plitud.
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Como el valor medio de sen?® en un periodo es 1/2, el valor medio de la
potencia transportada en un periodo por una onda en una cuerda sera

1
< P>= §,uvw2A2 (6.39)

Analogamente, para una onda plana longitudinal en una columna gaseosa
obtenemos para la potencia instanténea

or Or

Para una onda arménica, teniendo presente que K = pv? resulta

P(z,t) = Spvw?A?sen®( t — kx) (6.40)

y su valor medio

1
< P>= §Spvw2A2. (6.41)

Y como ocurre para cualquier onda arménica, se mantiene la proporcionali-
dad con el cuadrado de la frecuencia y el cuadrado de la amplitud.

Se define la intensidad I de una onda como el valor medio de la energia
trasmitida por unidad de tiempo y por unidad de superficie perpendicular a
la direccion de propagacion. Luego la intensidad de una onda actstica plana
en un medio gaseoso sera

P 1
=2 —pow’A? (6.42)

I'=—3 9

La respuesta del oido a las ondas sonoras depende de la variacion de la
presion en el gas. Si la onda de desplazamiento es

r(z,t) = A cos(wt — kzx),

la onda de presién que satisface la Ley de Hooke

B B or
Ap = p(x,t) = —Kax:

tendr4 la forma siguiente

p(z,t) = —KkA sen(wt — kz) = KkA cos(wt — kx + im).
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Eziste entonces, un desfase de 7w/2 entre la onda de presion y la onda de
desplazamiento. Si llamamos

py = KkA

a la amplitud de la onda de presion, y puesto que K = pv? y k = w/v,
podemos escribir

D :pUQ%A:pva

resultando
WA= D
pU
Reemplazando en la expresion de la potencia media tranportada obtenemos
1 2 42
(P)y = §Spvw A
1 p2
= —Spv—H
27 )
.
2 pv

Por lo tanto, para el oido la potencia acustica media es

1 2
<P>=-§Pu
2 pv

y la intensidad sera

1 2
I= 5%- (6.43)

6.7. Superposicién de Ondas

Experimentalmente se encuentra que cuando las perturbaciones son peque-
nas, las ondas que coinciden en el espacio se superponen linealmente y cada
una se propaga independientemente de las demas. Fsta situacién es cosecuen-
cia de la linealidad de la ecuacién de ondas, que es una ecuacién diferencial
parcial lineal—dentro de las aproximaciones que se han hecho—, de modo
que si Y1 y 1o son dos funciones de onda que satisfacen la ecuacién, en-
tonces la funcién ¥ = 1 + P9 también es una funcién que satisface la misma
ecuacién. Esta propiedad se llama principio de superposicion.
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En algunos medios, la velocidad de fase de las ondas resulta ser funcion
de la frecuencia, lo que da lugar a que la onda cambie de forma a medida
que avanza, salvo que su forma sea la de una funcién armoénica. Los medios
materiales que dan lugar a este fenémeno se llaman medios dispersivos. En
cambio se llaman medios no-dispersivos aquellos en que la velocidad de fase
es constante, por lo que la forma del pulso no cambia mientras se propaga.
La ecuaciéon de onda que hemos encontrado corresponde a propagacién en
un medio no-dispersivo.

Otro fenémeno importante ocurre cuando un tren de ondas pasa de un medio
a otro de diferentes propiedades. La discontinuidad del medio da lugar a
que parte de la energia transportada por la onda incidente se refleje (onda
reflejada) y parte se trasmita (onda trasmitida). En lo que sigue estudiaremos
algunos aspectos sencillos de los casos aqui mencionados.

6.7.1. Ondas Estacionarias

Supongamos que dos ondas armoénicas de igual frecuencia ¥y y 19 viajan en
sentidos opuestos y simultaneamente a lo largo del eje x. Podemos imaginar
que esto ocurre a lo largo de una cuerda tensa, o a lo largo de una columna
gaseosa. Si representamos una funciéon de onda compleja mediante un acento
circunflejo, cada onda quedaré representada por

'lﬁl - B ei(wtka)
1&2 - B, ei(thrk:v)

La superposiciéon de estas dos ondas nos da

¢ — ¢1 +7;Z)2 — ezwt <Bl e—zka} + By ezkx)
Impongamos, ahora, como primera condicion de borde, que el extremo x = 0
esté fijo. Para el caso de la cuerda, esto equivale a fijar su extremo en el origen;
para la columna gaseosa, equivale a cerrar el extremo del tubo contenedor
en el origen. Podemos escribir

¥(0,t) =0 = €e'“* (B, + By),

por lo que
By =-By 'y
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'L&(.%’,t) - B, elwt <eikx - efikx)
= By e'“'2i sen kux.

La funcion de onda resultante sera la parte real de la funcion compleja

Y(x,t) = Re(z,1)
Y(x,t) = A senkx senwt.

El argumento de esta funcién de onda no es wt &+ kx por lo que no representa
una onda viajera. Esta funcién, cuya parte espacial esté separada de la parte
temporal, representa una onda estacionaria. Nos muestra que un punto
cualquiera x; ejecuta un movimiento armonico simple(= MAS) de amplitud
A sen kxq y frecuencia angular w. En otras palabras, todas las particulas—
de la cuerda, por ejemplo— oscilan con MAS de la misma frecuencia, por lo
que la onda estacionaria representa uno de los modos normales de vibracién
del sistema con frecuencia normal w. En este caso, todas las frecuencias son
posibles y su espectro es continuo. También, se observa que todos los puntos
definidos por kx = nw tienen amplitud nula por lo que estdn en reposo
permanente. Estos son los puntos llamados nodos. Aquellos que alcanzan
la amplitud maxima A estan definidos por kz = (2n — 1)7/2 y se llaman
antinodos o vientres.

Supongamos ahora, que imponemos como segunda condicion de borde que
el extremo z = [ también esté fijo. Esto equivale a fijar el extremo z = [
de la cuerda, o a cerrar el extremo x = [ del tubo que contiene la columna
gaseosa. La funcién de onda debera satisfacer

P(l,t) =0 = A senklsenwt Vi,

porloque senkl=0 y kl=nmr paran=1,23,...

Luego, las ondas estacionarias posibles para estas dos condiciones de borde
deben ser aquellas que satisfacen

nm

21
An = — 6.45
L (6.45)
fn = %U paran=1,2,3,... (6.46)

Ahora el espectro de las frecuencias permitidas es discontinuo. Cualquier mo-
do normal debe acomodar en el largo [ un multiplo entero de A\/2 En la Fig.
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5.6 se han dibujado tres de los modos normales de oscilacién de una cuerda
con sus dos extremos fijos.

noA f armoénica

1 20 g5 =/f1 primera

2 1 2f1 segunda

l 3f1 tercera

wino

Figura 5.6:

La frecuencia caracterizada por n = 1 se llama frecuencia fundamental o
primera armdnica; el estado, o la onda caracterizada por una frecuencia doble
de la fundamental se llama segunda armoénica, etc. Para el caso representado
en esta figura, vemos que son posibles todas las arménicas: 1%,2%,3%, ...

Si cambiamos las condiciones de borde, las soluciones seran diferentes. En
efecto, supongamos ahora, que los puntos en el origen x = 0 de la cuerda
estan fijos y que los puntos en « = [ pueden oscilar libremente en la direccién
transversal.(Esto equivale a suponer que el extremo z = [ de un tubo esta
abierto). La onda estacionaria correspondiente a suponer que el origen esté
fijo debe satisfacer la nueva condicién de borde en z = [, que significa que
la tension en ese punto no tiene componente transversal. A su vez, esto se
traduce en que 0v/0x = 0, implicando que la amplitud de la oscilacion de
ese extremo tiene siempre un maximo. Por lo tanto,

Y(l,t) = A sen kl sen wt
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debe ser maxima en cada instante, o sea, los puntos x = [ oscilan con am-
plitud méxima

1
Asenkl=A, porloque senkl=1 y ki=2n-— 1)§7r-
Luego, las ondas estacionarias compatibles con las nuevas condiciones de
borde deben satisfacer
_2n—1 4]

A, = —t
op O T o T

kn

0 fn= 1 v, paran =1,2,3,...
n oA f armoénica

1 4 F=/f1 primera

41 3f1 tercera

=

3 L4 5f1 quinta

Figura 5.7:

Para este caso, las frecuencias permitidas son la fundamental f; y las ar-
moénicas impares fo = 3f1, f3 = 5f1, etc. En la Fig. 5.7 se han representado
algunos modos normales para la cuerda con un extremo fijo y el otro con
libertad de oscilacion transversal.
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6.7.1.1. Meétodo de separaciéon de variables

Este método se aplica a la ecuacién de ondas, para encontrar los modos
normales u ondas estacionarias. Consiste en buscar una solucién que sea el
producto de funciones que dependen de una sola variable cada una. Para el
caso de la ecuaciéon de ondas unidimensional suponemos que

P(z,t) = X (2)T(t)

donde las funciones X y T dependen s6lo de x y t respectivamente. Reem-
plazando en la ecuacién de ondas obtenemos

v ’X 1 d*T

X de?2 T dt?
El primer miembro es s6lo funcién de x y vale para todo t; el segundo miem-
bro es s6lo funcién de t y vale para todo z. Para satisfacer esta situacion
ambos miembros deben ser iguales a una misma constante llamada con-

stante de separacion y que designaremos por —w?. Resultan dos ecuaciones
diferenciales cuyas soluciones son inmediatas

2X W2
dx? FX =0
7 A
W-f—w T = 0.

Si definimos k = w/v, las soluciones son de la forma

X(x) = acoskx+0bsenkx
T(t) = ccoswt+dsenwt

Las constantes a,b,c,d dependen de las condiciones de borde, y para cada
valor de w existird un conjunto diferente de constantes. Substituyendo en la
expresion de v obtenemos como solucién de la ecuacién de ondas

P(z,t) = Asenkz sen(wt+ @)+ B coskx cos(wt + 0)
= Asenkx senwt + B senkx coswt
+ C cos kx senwt + D cos kx coswt (6.47)
= Aj sen(kz + «) sen(wt + f3).

donde cada término representa una onda estacionaria.



6.7. SUPERPOSICION DE ONDAS 25

Imponiendo las condiciones de borde correspondientes a una cuerda con los
dos extremos fijos, 0 a una columna gaseosa dentro de un tubo con los dos
extremos cerrados

Y(0,t) = (1, t) =0,
la Ec.6.46 nos da

¥(0,t) = C senwt + D coswt =0 V¢
lo que se satisface sélosiC =D =0;y
P(l,t) =senkl (A senwt + B coswt) =0 VYV t.

De aqui resulta, kl = nmr para n = 1,2,3,..., reencontrandose los
mismos valores ya obtenidos anteriormente

,  Wp = vky,.

Luego, uno de los posibles modos normales de oscilacién de la cuerda con los
dos extremos fijos queda representado por

U (z,t) = sen kypx (A4, senwy,t + By, coswyt). (6.48)

Una solucién general de la ecuacién de ondas compatible con las condiciones
de borde que exigen que los dos extremos de la cuerda estén fijos, serd una
superposicién de soluciones particulares como la Ec. 6.47 y quedara repre-
sentada por

o0
P(x,t) = Z sen kpx (A, senwyt + B, coswyt),

n=1

donde los coeficientes A,, v B, quedan determinados por las condiciones
iniciales:

1. ¢(x,0) que representa la forma inicial de la cuerda, y

2. ¢0 = %_?Jo que representa la velocidad transversal de cada particula

en el instante inicial (véase anélisis de Fourier).
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6.7.2. Interferencia

Supongamos que dos ondas de igual frecuencia se propagan en el mismo
sentido a lo largo de una cuerda. Si ademaés, los desplazamientos transversales
son paralelos, la onda resultante, de acuerdo al principio de superposicién
sera

Q/A)(Cc,t) _ Alei(wt—ka:) +A26i(wt—kx+g0)

donde A; y A, son reales. La onda resultante tendra una amplitud A, la
misma frecuencia w y algin desfase §, por lo que podemos escribir

AetWi—katd) g pilwt—ka) 4 g, cilwi—kte) y simplificando
Aei‘s = A1 + Ageﬁp.

Igualando partes reales e imaginarias obtenemos

Acosd = Ayj+ Ay cosp
Asend = Asseny,

y en consecuencia,

1
A= [A+ A3+ 24145 cosp]? (6.49)
Y A
to§ = 2 5me 6.50
& Ay + As cosp ( )

Cuando las ondas que interfieren estin en fase, o sea cuando ¢ = 0, la
amplitud de la onda resultante es maxima: A = A; + Ao, y se dice en este
caso que hay interferencia constructiva. En cambio, cuando las ondas estén
en oposiciéon de fase, o sea cuando ¢ = m, la amplitud de la onda resultante
es minima: A = A; — As, y se dice que hay interferencia destructiva. Si las
amplitudes de las ondas que interfieren son iguales, la amplitud resultante
es nula.

6.7.3. Latidos

Supongamos ahora, que se superponen ondas de distinta frecuencia, que se
propagan en el mismo sentido. Adicionalmente, para simplificar, aceptaremos
que tienen la misma amplitud.

1,[)1 = A cos(wlt — klx)

1,[)2 = A COS(th — k‘gx)
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Luego, la onda resultante sera
1 = Alcos(wit — k1x) + cos(wat — koz)],
y si usamos una identidad trigonométrica conocida
P =2A cos(%(wl —wo)t — (k1 — kg)x) cos(%(wl + wo)t — (k1 + kg)x)
La onda que resulta tiene una frecuencia w igual al promedio de las frecuen-
cias de las componentes
1
w= §(w1 + wy),

y un nimero de onda

1
k= 5(]{1 + kg).
La amplitud 2A es variable y se expresa como
2A cos(%(wl — u)z)t — %(k‘l — ]{JQ)ZC)

Se dice que la amplitud estd modulada por una envolvente arménica de baja
frecuencia que también se propaga como una onda de frecuencia

/— — J—
w = 2(w1 wa),

y cuyo nimero de onda es
1
K = =(k1 — ko).
5 (k1 — k2)

Si la velocidad de propagacion no depende de la frecuencia, o sea, si el medio
de propagacién es mno-dispersivo, las dos ondas que se superponen tendran
la misma velocidad de fase v

w1 w2

V] =V = -— = — =u.
1 2= T

La onda resultante y la onda moduladora también se propagaran con la
misma velocidad de fase v, pues

w1 + wo kiv + kov

ki +ky ki + ke

d
k

w w1 —wy kv — ko

K ky—ky  ky— ko
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Figura 6.9:

En vista de que las ondas componentes, la resultante y la moduladora se
propagan con la misma velocidad de fase, la forma de la onda resultante
no cambia durante la propagaciéon en un medio no-dispersivo. En la Fig. 6.9
hemos representado la situacién descrita anteriormente. Cuando la diferencia
de frecuencias entre las ondas que se superponen es pequena se produce el
fenémeno de los latidos o pulsaciones. Cuando se superponen ondas sonoras
cuyas frecuencias difieren en menos de 10Hz, el oi do escucha fluctuaciones
en la intensidad del sonido resultante debido a que la amplitud de la onda
portadora pasa dos veces por un maximo durante el perf odo de la onda
moduladora. Este peri odo es

27 2
="
5(w1 —wo)

y la frecuencia de los latidos sera

2 w1 — W2
f,:F:T:fl_fQ (6.51)

Luego, el oi do humano podra detectar diferencias de frecuencias inferiores a
10 Hz contando simplemente el ntimero de latidos que escucha en un intervalo
de tiempo.
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6.7.4. Velocidad de Grupo

Si la velocidad de un onda depende de su frecuencia, se dice que el medio
es dispersivo. Luego, si las dos ondas anteriores se propagan en un medio
dispersivo, las velocidades de fase seran diferentes

w2

ko

y la forma de la onda resultante serd variable. El punto mas caracteri stico
de una forma variable, es el maximo de su amplitud. A la velocidad de fase
del maximo de la envolvente de la onda resultante se le llama wvelocidad de
grupo vgy. Luego, para el caso en consideracion la velocidad de grupo sera

w1
v = — Vo =
1 kl# 2

w1 —ws  Aw
Vg = ——— = —>
97 ke — ko Nk
valor que es diferente de vy 0 v3. Si superponemos muchas ondas armoénicas
de frecuencias parecidas distribui das en un intervalo relativamente estrecho
resulta un pulso o paquete de ondas que se deformara al propagarse por un
medio dispersivo y cuyo méximo es un punto facilmente identificable. La
velocidad de este maximo serd la velocidad de grupo, la que en este caso
corresponde a la expresion
vg = lim —- (6.52)
Pero, a cada frecuencia corresponde una velocidad de fase, pues w = kv
por lo que la relaciéon anterior para v, se puede expresar en funcién de la
velocidad de fase y de la longitud de onda o del numero de onda. Resulta
finalmente

=v+k—=0v— A" (6.53)

La ecuacién que conecta w con k se suele llamar relacion de dispersion y la
representacion grafica correspondiente se conoce como diagrama de Brillouin.

6.8. Trasmisiéon y Reflexion

Cuando existe una discontinuidad en el medio de propagacion, parte de la
onda se trasmite y otra parte se refleja. Analicemos el caso de una onda
armoénica que se propaga a lo largo de una cuerda tensa cuya densidad lineal
varia bruscamente de p1 a ps.
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Supongamos que la fuente que
produce las ondas se encuen-
tra en el extremo izquierdo
de la cuerda y que la onda
trasmitida mas alla de la dis-
continuidad, es absorbida en
el otro extremo, sin reflejarse.
En la Fig. 5.9 se muestra que
el origen de la coordenada =z
se ha elegido en la seccion
en donde se produce la dis-
continuidad. En esta seccién
se deben satisfacer dos condi-
ciones de borde: Figura 5.9:

1. La forma de la cuerda es continua, por lo que se debe cumplir que
w(x - O)Jofe = w((L' - 0)J0+6 : (654)

2. La ecuacién del movimiento transversal de un elemento de masa udx

es
L0 o &
7 el
GxJO T 8xJ0+ T

Para una seccién, dx tiende a cero, y el segundo miembro se anula y
la condicién se reduce a

oY _ o
%J e 895J0+e. (059

Supongamos que la onda armoénica que incide desde la izquierda sobre la
discontinuidad, la representamos por la parte real de

)y = Ay WtRe) para —oco<x <0,

donde la amplitud A; de la onda incidente la elegimos real, y w es la fre-
cuencia del dispositivo externo que genera la onda. La onda trasmitida es la
parte real de

Uy = Ay e/t k27) para 0<z<o0.
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Noétese que estas dos funciones de ondas no satisfacen las condiciones de bor-
de, Ecs. 6.53 y 6.54, puesto que de ellas resultan las dos ecuaciones siguientes

A = Ay
kA = koA,
que son incompatibles ya que k1 # ko. Por lo tanto, necesariamente debe

existir una tercera onda, la que representa la reflexiéon hacia la izquierda en

la discontinuidad. Sea
1&3 — Ag ei(wt-l—klz)

la onda reflejada. Las dos condiciones de borde en z = 0 toman la forma:

Y1 +Ps = i
o1 +¢3) _ O
ox ox
de donde obtenemos
A+ 1213 = 1212
—k1 A1 + Kk Ag = —ko Ag.

De aqui despejamos de inmediato las amplitudes de la onda reflejada y de la
onda trasmitida, las que resultan ser reales:

A 2k,
A =
2 ky+ ko
a k1 — ko
A = Ay
3 i+ ko

Se acostumbra a definir el coeficiente de trasmision de amplitud T,

A kit ke o+ 2

y el coeficiente de reflexion de amplitud R,

R :é:kl—kQ :\//’Ll_\/u2. (657)
A kitke  Jm+ '

Noétese que R, puede ser positivo cuando k; > ko, o negativo si k1 < ko.
Cuando R, > 0 la onda reflejada tiene la misma fase que la incidente; si

T, (6.56)
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R, < 0 la onda reflejada estd desfasada en 7 respecto de la incidente. Como
ki = w/v; = (w//T)+/1i, podemos reformular las conclusiones anteriores de
la siguiente manera: cuando una onda pasa de un medio més denso a otro
menos denso, la onda reflejada tiene la misma fase que la incidente; cuando
pasa de un medio menos denso a otro de mayor densidad, la onda reflejada
estd en oposicion de fase con la incidente. Por ejemplo, cuando una onda que
se propaga por una cuerda llega a un extremo fijo, se refleja en oposicion
de fase puesto que dicho extremo se comporta como un medio de densidad
infinita.

También, conviene definir el coeficiente de reflexion de potencia R, y el
coeficiente de trasmision de potencia T), de la siguiente manera:

(Ps) A2 |:k‘1 - /@r
R, =2 =13 — 6.58
P <P1> A% k1 + ko ( )
Tp _ <P2> o M2 U2 A% _ 4]{1 ]{52 (659)

(P proi A2 (ki +ko)?

Como los coeficientes definidos dependen sélo de las propiedades del medio
vy no de la frecuencia, las conclusiones anteriores son validas para ondas de
cualquier forma.

6.8.1. Ajuste de impedancias

Se acostumbra representar las propiedades de un medio de propagacién por
una cantidad llamada impedancia caracteri stica Z que para el caso de la
cuerda se define como la razén entre la fuerza transversal y la velocidad
transversal en cualquier seccion obteniéndose que Z = pv = /(n 7).

Muchas veces, es muy importante optimizar la trasmisiéon de potencia a
través de una discontinuidad en el medio de propagacién, haciendo que el
coeficiente de trasmision de potencia alcance su valor méximo (= 1). Cuando
se logra esto, se dice que las impedancias estdn ajustadas. Para alcanzar este
ajuste de impedancias se intercala entre los dos medios de propagacién un
tercer medio, cuyas dimensiones e impedancia se deben determinar.

Supongamos entonces, que intercalamos un segmento de cuerda de longitud [
y de impedancia caracterf stica Z3 = usvs entre dos cuerdas de impedancias
Z1 = p1v1y Zo = g v9 como se muestra en la Fig. 5. 10.
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También supongamos que la
fuente de ondas esta en el ex-
tremo izquierdo, y que el ex-
tremo derecho absorbe perfec-
tamente sin reflejar las on-
das que se trasmiten desde la
izquierda de modo que en esa
zona solo hay ondas que viajan
hacia la derecha. Imponiendo
las condiciones de borde en
x =0y enx =1 escribimos Figura 5.10:

?/)1(0,75) + 1&3(0’& = 112)2(0575)
eel. %
ox ox Y
=0 =0
Vil t) +Ps(lt) = (it

on o\ _ oin
Oz Oz o - Oz ac:l7

P = Aq cos(wt — klx) y 1&2 = El COS(u)t + klx)

Llamemos

a las ondas incidente y reflejada en la cuerda izquierda; sean
3 = Az cos(wt — ksx) y Yy = B cos(wt + ksz)
las ondas en el acoplamiento intermedio; y sea
U5 = Ay cos(wt — ko),

la onda en la cuerda derecha. Aplicando las condiciones de borde a estas
funciones de onda obtenemos las relaciones entre las amplitudes

A+ B = A?, + 33
—iki Ay +iki By = —iksAs + iksBs
Age ksl 4 Byeibsl = A,
iks (Ag e thsl _ Bg eik3l) = ’L'kizfiz .
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Si reemplazamos

w w w
_r _ 27
kz v; \/? vV i T %
resulta
i St 23 o 21— 23
241 = A B
1 3 7 + b3 7
R 4 . L+ 7
2A3 e thal  — Ay %
3
. " J3—Z
233 Gstl = A2 % .
3

Reemplazando las dos ultimas en 247, obtenemos

A ‘ |
24, = 2Z12Z3 {(Z:s + Z9)(Z1 + Zs) eiksl 4 (Z3 — Z2)(Zy — Z3) e—zkgl] ’

y multiplicando por el complejo conjugado

Ay A
m (Z3 + 22)*(Z1 + Z3)? + (23 — Z2)*(Z1 — Z3)?

+(Zs + Zo)(Z1 + Z3)(Zs — Zo)(Zy — Z3) (el 4 e712ksly| |

4A? =

El coeficiente de trasmisién de potencia, entonces sera

7y A2
7, A2

T,(l,Z3) =

Z
= 16%(2123)2 [(Zg + 22)2(21 + 23)2 + (Zg — Z2)2(21 — 23)2

12 Zs + Zo)(Zs + Z3)(Zs — Zo)(Zs — Zs) cos(2ksl)]

y cuyo maximo se obtiene para

oT, oT,
-2 =0 —L=0.
ol Yo 0z
De la primera condicién resulta

sen(2ksl) = 0, 0 sea, 2ksl =T

lo que significa
1
l=-Xs3. 6.60
=¥ (6.60)
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De la segunda condicién se deduce que

s =712 , (6.61)

o sea que la impedancia caracteri stica del acoplamiento es el medio arméni-
co de las dos impedancias por ajustar. Con estos valores, el coeficiente de
trasmisiéon de potencia se hace igual a la unidad. El problema de ajuste de
impedancias es de importancia en muchas aplicaciones tecnologicas (trasmi-
sion de senales, recubrimientos Opticos, etc).
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6.9. APLICACIONES

Al. Una cuerda de largo I = 0,9 m y densidad lineal p = 0,2 kg/m tiene
sus dos extremos fijos de modo que su tension es 7 = 80 N. Si la cuerda
oscila en su tercera armonica con una amplitud A = 0,4 c¢m, calcular a) la
frecuencia; b) el valor maximo de la velocidad transversal; ¢) la posicion de
los puntos que pueden alcanzar la velocidad méaxima anterior.

La onda estacionaria para dos extremos fijos esta representada por
Y(x,t) = Asen(wpt + @) sen kypx

donde k, = nnw/l y wy, = (nw/l)v. Para la tercera armonica n = 3, luego:

a)

3 [T
w3 = T ; y
fy = ;‘)—; — 33,3 Hz.
b)
Uy = %—If = wp A cos(wpt + @) sen k, x.

El valor maximo de vy, es la amplitud de esta velocidad transversal, o sea,
UypMaz = wnA = 0,837 m/s.

c¢) Este méximo se alcanza cada vez que senk,z = +1, o sea, para

s

knx = (2m + 1)2

para m=0,1,2,...

Luego:

T 1 11 5]
2m+1)= = —2m+1) = —r=r—-
mit g =5@m+)=537%

x

:k_g(

A2.- Una cuerda homogénea y uniforme tiene una densidad lineal pu, estd
sometida a una tension 7 y tiene su extremo A fijo. El otro extremo es
perfectamente absorbente por lo que no hay reflexiéon. En una seccién B a
una distancia L del extremo A de la cuerda, se le aplica una fuerza transversal
Fy exp(iwt). Encontrar las funciones de onda a ambos lados de la seccion B.



6.9. APLICACIONES 37

La funcién de onda a la izquierda de B, @ZA)Z-, serd la superposiciéon de una onda
que se propaga hacia la izquierda, 1, y de una onda reflejada en A que se
propaga hacia la derecha, 5. Eligiendo el origen en A, escribimos

i =1 + Uy
By = Ayei@rtke) 4 4y eilet—h)
A la derecha de B, solo hay una onda, @d, que se propaga hacia la derecha
by = Agei@—k@=1).

Se deben satisfacer las siguientes condiciones de borde:

l.enxz=0

;=0 va que A no se mueve
2. enx =1
i = P
o, o A
P P g
ox ox

De la condicién de borde en z = 0 resulta
A+ Ay =0,
por lo que podemos escribir
@ZA)Z- = 2iA;e™" sen kz.
De la continuidad de la funcién en x = [ resulta
Ag = 2i A sen ki,

luego, . A
g = 20 A1 sen kl eHwt—k(z=1)
La altima condicién de borde en 2 = [ nos da

i - Fy
Ay = —j—9 i
1= et
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Luego, las funciones de onda solicitadas son

. Ey ..
v = %e*’klew’t sen kx onda estacionaria
Vg = —k,;_e_’kl sen ki e'(Wt—k(@=1)) onda viajera

A3. Una particula de masa M se fija a una cuerda uniforme, cuya densidad
lineal p es constante y que esta sometida a una tension 7. Desde la izquierda
incide sobre la particula una onda v = Aj exp (i(wt — kz)). En la posicion
de la particula-donde se elige * = 0- se produce trasmisién y reflexion.
Ademas se supone que en el segmento derecho de la cuerda solo existe una
onda que se propaga en ese sentido, pues dicho extremo es un absorbente
perfecto. a) Encontrar las amplitudes de las ondas reflejada y trasmitida.
b) A continuacién suponga que (Mw?)/(2k7T) = tg? y demuestre que re-
specto de la amplitud de la onda incidente, la de la onda trasmitida retrasa
en ¥ y la amplitud de la onda reflejada retrasa en 7/24 1 para 0 < 9 < 7/2.
Demuestre ademas que el coeficiente de trasmisiéon de potencia es sen®d y el
coeficiente de reflexiéon de potencia es cos? o).

La onda a la izquierda de la particula tendrd dos componentes que re-
presentan la onda incidente 1&1 v la onda reflejada 1/33. La onda en el lado
derecho correspondera a la onda trasmitida 1&2. Las formas respectivas seran
las siguientes

T Ay etwt—he) onda incidente,
vy = Aseiwtthe) onda reflejada
1/32 = Agei(Wt_k”) onda trasmitida

Las condiciones de borde en x = 0:

1&1 + 1&3 = 9 continuidad de la funcién de onda
. . . o
T(—agil - %Q’ig) + Tagf = Maa;? ecuacion del movimiento de M

Las condiciones anteriores se traducen en las dos ecuaciones

A+ A?, = Az
ikT(A; — A3) = Ay(ikT — Mw?)
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de donde despejamos

A 1
Ay = Aj——
- Mw?
1+ 557
. — M2
Ay = A — 2T .
.M2
1+ i5r

Expresando un nimero complejo en forma exponencial

- b
a+ib=a2+ b2e? para tg¢ = —
a

encontramos los desfases indicados en el enunciado.
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