
Capítulo 5PEQUEÑAS OSCILACIONES
5.1. IntroduiónMuhas vees, las partíulas de un sistema físio experimentan pequeños des-plazamientos en torno de sus respetivas posiiones de equilibrio estable. Elmovimiento de ada partíula será, en general, una funión que dependeráde las oordenadas de todas las demás, por lo que se die que el movimien-to de la oordenada xi está acoplado al movimiento de las otras partíulas.Este ompliado movimiento se puede expresar omo una superposiión line-al de de un número �nito de osilaiones armónias de distintas freuenias
ω1, ω2, . . . , ωi, . . . , donde ada freuenia ωi representa un estado posibleen el que todas las partíulas del sistema osilan on esa misma freuen-ia ωi. Siempre es posible elegir las ondiiones iniiales de modo que enel movimiento resultante todas las partíulas osilen on la misma freuen-ia. En este aso se die que se ha exitado uno de los modos normales deosilaión araterizado por la freuenia normal ωi.5.2. Aoplamiento de dos osiladores armóniosPara ilustrar las ideas reién expuestas, onsideremos el aso de dos os-iladores armónios idéntios, aoplados por un resorte de rigidezK. Supong-amos que el movimiento de las partíulas está on�nado al eje x, y que ambastienen igual masa m. 1



2 CAPÍTULO 5. PEQUEÑAS OSCILACIONESComo el sistema tiene dos gra-dos de libertad, elegimos dosoordenadas generalizadas x1y x2, medidas a partir de lasposiiones de equilibrio de laspartíulas respetivas. En on-seuenia, las energías inéti-a T y potenial V del sistemason:
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mẋ2

1 +
1

2
mẋ2
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2. (5.1)De las euaiones del movimiento de Lagrange
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0 para i = 1, 2obtenemos las dos euaiones difereniales aopladas siguientes:

mẍ1 + (K + k)x1 −Kx2 = 0, (5.2)
mẍ2 + (K + k)x2 −Kx1 = 0. (5.3)Estamos interesados en enontrar aquellas soluiones partiulares, de entretodas las posibles, en que ambas partíulas osilan on la misma freuenia,o sea, estamos busando los modos normales de osilaión de este sistema.Luego, suponemos que las soluiones son de la forma siguiente

x1 = A1 cos(ωt+ ϕ),

x2 = A2 cos(ωt+ ϕ),donde admitimos que ambas soluiones tengan la misma fase si A1 y A2tienen el mismo signo, o que tengan oposiión de fase si A1 y A2 tienensignos opuestos. Considerando que ẍi = −ω2Ai cos(ωt + ϕ) podemos reem-plazar estas soluiones en las euaiones difereniales reién enontradas,



5.2. ACOPLAMIENTO DE DOS OSCILADORES ARMÓNICOS 3anelando el fator cos(ωt+ϕ) y reordenando llegamos a las dos siguienteseuaiones lineales y homogéneas en las amplitudes
(K + k −mω2)A1 −KA2 = 0, (5.4)
−KA1 + (K + k −mω2)A2 = 0. (5.5)Para desartar las soluiones triviales A1 = A2 = 0, el determinante de losoe�ientes de A1 y A2 (determinante seular) debe anularse:

∣∣∣∣
K + k −mω2 −K

−K K + k −mω2

∣∣∣∣ = 0,resultando una euaión de segundo grado (hay dos grados de libertad) en
ω2, llamada euaión seular :

(K + k −mω2)2 −K2 = 0,de donde obtenemos las dos raíes
ω1 =

( k
m

) 1

2 ,
ω2 =

(2K + k

m

) 1

2 ·Estas freuenias se denominan araterístias, o propias, o eigenfreuenias,o normales, o modales. Hemos enontrado, entones, que el sistema tiene dosmodos normales de osilaión representados por las soluiones:
modo (1)

{
x1 = A1 cos(ω1t+ ϕ1) x2 = A2 cos(ω1t+ ϕ1),

modo (2)
{

x1 = A′

1 cos(ω2t+ ϕ2) x2 = A′

2 cos(ω2t+ ϕ2).Las amplitudes Ai no son independientes, puesto que deben satisfaer laE. 5.4 y la E. 5.5 para ada ω. Al reemplazar ω1, obtenemos
A1 = A2 = A,y al reemplazar ω2, obtenemos
A′

1 = −A′

2 = B.Por lo tanto, las soluiones para los dos modos normales son:
para ω = ω1, x1 = x2 = A cos(ω1t+ ϕ1), (5.6)



4 CAPÍTULO 5. PEQUEÑAS OSCILACIONES
y para ω = ω2, x1 = −x2 = B cos(ω2t+ ϕ2). (5.7)Luego, si imponemos omo ondiión iniial x10 = x20, las dos partíulas os-ilarán en fase on freuenia normal ω1; este movimiento representa lo quese llama el modo simétrio de osilaión. En ambio, si elegimos omo ondi-iones iniiales x10 = −x20, las dos partíulas osilarán en oposiión de faseon freuenia angular ω2; este movimiento representa el modo antisimétriode osilaión.
PSfrag replaements modo simétrico

modo antisimétrico

ω1 =
√

k
m

ω2 =
√

2K+k
m

Figura 5.2: Modos normalesNótese que el modo simétrio es el de menor freuenia. Esto representa unapropiedad de los modos normales de osilaión: el de más alta simetría es elque tiene la freuenia más baja.Como los modos enontrados son soluiones partiulares de las dos euaionesdifereniales aopladas, una soluión general de ellas será una superposiiónlineal de los dos modos (simétrio y antisimétrio):
x1 = C1 cos(ω1t+ ϕ1) + C2 cos(ω2t+ ϕ2), (5.8)
x2 = C1 cos(ω1t+ ϕ1) − C2 cos(ω2t+ ϕ2), (5.9)donde apareen uatro onstantes de integraión C1, C2, ϕ1, y ϕ2 deter-minadas por las ondiiones iniiales�posiión y veloidad�de ada unade las partíulas.EJEMPLO.- Supongamos que en t = 0 se tienen las siguientesondiiones iniiales:

x10 = A ẋ10 = 0 x20 = 0 ẋ20 = 0



5.2. ACOPLAMIENTO DE DOS OSCILADORES ARMÓNICOS 5Introduiéndolas en las euaiones 5.8 y 5.9, obtenemos
A = C1 cosϕ1 + C2 cosϕ2,

0 = C1 cosϕ1 − C2 cosϕ2,

0 = −ω1C1 senϕ1 − ω2C2 senϕ2,

0 = −ω1C1 senϕ1 + ω2C2 senϕ2.De las dos últimas resulta de inmediato que
senϕ1 = 0 =⇒ ϕ1 = ϕ2 = 0,lo que al reemplazar en las dos primeras nos da

A = C1 + C2,

0 = C1 − C2,de donde resulta
C1 = C2 =

1

2
A.Por lo tanto, la soluión orrespondiente a estas ondiiones iniialeses

x1 =
1

2
A(cosω1t+ cosω2t),

x2 =
1

2
A(cosω1t− cosω2t),lo que podemos reesribir omo

x1 = A cos
ω1 − ω2

2
t cos

ω1 + ω2

2
t,

x2 = −A sen
ω1 − ω2

2
t sen

ω1 + ω2

2
t.Las freuenias son muy pareidas uando el aoplamiento entre lososiladores es débil, por lo que 1

2
(ω1 + ω2) ≈ ω1 ≈ ω2 es la freueniaaproximada de la osilaión resultante, y uya amplitud varía armóniay lentamente on una freuenia 1

2
(ω1 − ω2).Hemos diho que la eleión de oordenadas generalizadas es arbitraria.Veamos qué pasa si elegimos omo oordenadas generalizadas las siguientes

y1 = x1 + x2 y2 = x1 − x2y las reemplazamos en las euaiones 5.2 y 5.3. Se desubre que satisfaenlas euaiones difereniales
ÿ1 +

k

m
y1 = 0, (5.10)

ÿ2 +
2K + k

m
y2 = 0. (5.11)



6 CAPÍTULO 5. PEQUEÑAS OSCILACIONESEsto signi�a entones, que, ualquiera que sea el movimiento real del sis-tema, estas nuevas oordenadas se mueven on independenia total (no estánaopladas); ada una osila on movimiento armónio simple; la oordenada
y1 varía on la freuenia normal ω1 =

√ k
m
orrespondiente al modo simétri-o, y la oordenada y2 osila on la freuenia ω2 =

√ (2K+k)
m

. Además, lasenergías inétia y potenial y el Lagrangiano quedan expresados omo sumasde uadrados de y1, de y2, de ẏ1 y de ẏ2 ; o sea, no �guran términos ruzadosentre estas variables puesto que están desaopladas y no interatúan; no haytransferenia de energía entre estos dos movimientos y ada uno de ellos on-serva su propia energía. Estas oordenadas que dan lugar a estas propiedadestan espeiales se llaman oordenadas normales. En el presente aso, si y2 = 0entones x1 = x2 y el sistema osila en el modo simétrio; si y1 = 0, se tieneque x1 = −x2 y el sistema osila en el modo antisimétrio; en otras palabras,uando el sistema osila en un modo normal, sólo una oordenada normal esdistinta de ero.5.3. Pequeñas Osilaiones. Caso generalConsideremos un sistema holónomo formado por N partíulas on l gradosde libertad, uyas fuerzas derivan de un potenial, y supongamos que osilaen torno de su posiión de equilibrio on pequeña amplitud. Para enontrarel Lagrangiano, primero debemos determinar las expresiones de la energíainétia y de la potenial en las veindades de la posiión de equilibrio.Si suponemos además, que las euaiones de transformaión de oordenadasgeneralizadas a artesianas no tienen dependendenia explíita del tiempo�o sea, si xi = xi(~q)�la energía inétia debe ser una funión uadrátiahomogénea de las veloidades generalizadas. Según vimos en el apítulo an-terior, E.4.16
T =

1

2

∑

j

∑

k

mjkq̇j q̇k, (5.12)donde
mkj = mjk =

∑

i

mi

∂xi
∂qj

∂xi
∂qk

(5.13)es una funión de ~q. Para evaluar las funiones mjk, haemos un desarrolloen serie de Taylor en torno de la posiión de equilibrio del sistema, teniendopresente que qr se mide desde la posiión de equilibrio de mr; o sea que enla posiión de equilibrio el valor de qr es qr0 = 0, para r = 1, 2, . . . , l. Todas



5.3. PEQUEÑAS OSCILACIONES. CASO GENERAL 7las antidades que evaluamos en la posiión de equilibrio llevan un subíndieero. Luego,
mjk = mjk0 +

∑

r

∂mjk

∂qr

⌋

0

qr + · · ·En esta expansión podemos despreiar todos los términos en qr y produtosde las oordenadas ya que son muy pequeños y despreiables frente a mjk0el que ahora es un número onstante. Por lo tanto,
mjk = mkj = mjk0 = Cte (5.14)son números que de�nen una matriz real, simétria y positiva puesto que laenergí a inétia es positiva, y de l× l elementos, que se suele llamar matrizde masa generalizada (M).Para enontrar la energía potenial en torno de la posiión de equilibrio, enforma análoga al aso anterior, haemos otro desarrollo en serie de Taylor:

V (~q) = V0 +
∑

k

∂V

∂qk

⌋

0

qk +
1

2

∑

j

∑

k

∂2V

∂qj∂qk

⌋

0

qjqk + · · ·Como el nivel ero de energía potenial se elige arbitrariamente, tomaremos
V0 = 0. Además, en una posiión de equilibrio se umple que
Fj = 0, luego

∑

j

Fj
∂xj
∂qk


0

= 0 = −
∑

j

∂V

∂xj

∂xj
∂qk


0

= − ∂V

∂qk

⌋

0

= 0.Por último, omo las osilaiones son de pequeña amplitud, despreiamostodos los términos de orden superior al segundo y resulta
V (~q) =

1

2

∑

j

∑

k

kjkqjqk, (5.15)donde
kjk =

∂2V

∂qj∂qk

⌋

0

= kkj = Cte. (5.16)Los números kjk onforman una matriz real, simétria, positiva puesto quela energí a potenial es positiva en torno de la posiión de equilibrio, y de
l × l elementos llamada matriz de rigidez generalizada (K).



8 CAPÍTULO 5. PEQUEÑAS OSCILACIONESCon estas aproximaiones, la funión de Lagrange queda omo sigue
L =

∑

j

∑

k

1

2
{mjkq̇j q̇k − kjkqjqk}, (5.17)y derivando, obtenemos

∂L

∂q̇i
=

∑

j

mij q̇j,

d

dt

∂L

∂q̇i
=

∑

j

mij q̈j,

∂L

∂qi
= −

∑

j

kijqj,y reemplazando en las euaiones de movimiento de Lagrange resulta
∑

j

{mij q̈j + kijqj} = 0. (5.18)La relaión anterior representa un sistema de l euaiones difereniales li-neales on oe�ientes onstantes y on todas las oordenadas aopladas. Laforma matriial de las euaiones 5.18 es
(M)(~̈q) + (K)(~q) = 0 (5.19)donde hemos de�nido la matriz de masa generalizada

(M) =




m11 m12 m13 · · · m1l

m21 m22 m23 · · · m2l... ... ... . . . ...
ml1 ml2 ml3 · · · mll


y la matriz de rigidez generalizada

(K) =




k11 k12 k13 · · · k1l

k21 k22 k23 · · · k2l... ... ... . . . ...
kl1 kl2 kl3 · · · kll


Como queremos enontrar los modos normales en que todas las oordenadasosilan armóniamente on la misma freuenia, ensayamos soluiones de laforma

qj = aj cos(ωt+ ϕ) para j = 1, 2, . . . , l



5.3. PEQUEÑAS OSCILACIONES. CASO GENERAL 9luego,
q̈j = −ω2aj cos(ωt+ ϕ)y reemplazando en E. 5.18, resulta

[∑

j

{kij −mijω
2}aj

]
cos(ωt+ ϕ) = 0.Por lo tanto, dividiendo por cos(ωt+ ϕ) 6= 0

∑

j

{kij −mijω
2}aj = 0 (5.20)La relaión anterior representa un sistema de l euaiones lineales y ho-mogéneas en las amplitudes aj omo las siguientes

(k11 −m11ω
2)a1 + (k12 −m12ω

2)a2 + · · ·+ (k1l −m1lω
2)al = 0

(k21 −m21ω
2)a1 + (k22 −m22ω

2)a2 + · · ·+ (k2l −m2lω
2)al = 0... +

... +
. . . + ... = 0

(kl1 −ml1ω
2)a1 + (kl2 −ml2ω

2)a2 + · · ·+ (kll −mllω
2)al = 0Para desartar las soluiones triviales ωr = 0 para r = 1, 2, ..., l, el determi-nante seular , o sea el de los fatores de aj, debe ser nulo

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k11 −m11ω
2 k12 −m12ω

2 · · · k1l −m1lω
2

k21 −m21ω
2 k22 −m22ω

2 · · · k2l −m2lω
2... ... . . . ...

kl1 −ml1ω
2 kl2 −ml2ω

2 · · · kll −mllω
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0De aquí resulta la euaión seular que es una euaión algebraia de grado

l en ω2. En general, hay l raíes ω1, ω2, . . . , ωr, . . . , ωl que orresponden alas l freuenias normales o propias del sistema. Estas raíes son reales ypositivas ya que las matries (M) y (K) son reales, simétrias y positivas.Existen tantos modos normales omo grados de libertad l, y ada modonormal estará araterizado por su freuenia normal. Al reemplazar ωr enlas euaiones 5.20 obtenemos las razones entre las amplitudes a1 : a2 : a3 :
· · · : al orrespondientes a ese modo rmo.Si usamos la representaión matriial, la E. 5.20 queda omo sigue

(K)(~a) = ω2(M)(~a) o bien
(
(K) − ω2(M)

)
(~a) = 0 (5.21)



10 CAPÍTULO 5. PEQUEÑAS OSCILACIONESde donde obtenemos el mismo determinante seular. También podemos es-ribir
(M)−1(K)(~a) = ω2(~a) (5.22)que es una tipia euaión de valores propios. Sus valores propios son los lvalores de ω2 y sus vetores propios son los l vetores (~a) orrespondientes.Como a ada valor propio ωr orresponde un onjunto de amplitudes (vetorpropio), debemos introduir un segundo subíndie que así lo indique. Por lotanto, designaremos por (~ar) al vetor propio asoiado a la raíz rma, o sea,asoiado a la freuenia normal ωr. La oordenada generalizada jma uandoel sistema esté osilando en el modo normal rmo será
qjr = ajr cos(ωrt+ ϕr)Para ondiiones iniiales arbitrarias, el sistema osilará en forma muy om-pleja. La soluión general de las euaiones del movimiento será una su-perposiión lineal de las soluiones partiulares que representan los modosnormales:

qj =
∑

r

Ajr cos(ωrt+ ϕr).Una propiedad interesante de los l vetores propios es que forman un onjuntode vetores ortogonales. En efeto, si en la E. 5.21 reemplazamos dos valorespropios ωr y ωs resulta
ω2
r(M)(~ar) = (K)(~ar),

ω2
s(M)(~as) = (K)(~as).Multipliando la primera por la matriz traspuesta (̃~as) de (~as), y la segunda,por la traspuesta (̃~ar) de (~ar) se obtiene

ω2
r (̃~as)(M)(~ar) = (̃~as)(K)(~ar), (5.23)
ω2
s (̃~ar)(M)(~as) = (̃~ar)(K)(~as). (5.24)Si tomamos, ahora, la traspuesta de la E. 5.23
ω2
r (̃~ar)(̃M)(~as) = (̃~ar)(̃K)(~as).Pero, omo las matries (M) y (K) son simétrias, se debe umplir que

(̃M) = (M) y (̃K) = (K),



5.4. COORDENADAS NORMALES 11por lo que la euaión anterior queda omo
ω2
r (̃~ar)(M)(~as) = (̃~ar)(K)(~as). (5.25)Si a esta euaión le restamos la E.5.24 resulta
(ω2
r − ω2

s)(̃~ar)(M)(~as) = 0. (5.26)De aquí tenemos de inmediato que
(̃~ar)(M)(~as) = 0 para r 6= s (5.27)o, en forma equivalente

∑

j

∑

k

mjkajraks = 0 para r 6= s. (5.28)Cualquiera de las dos euaiones anteriores representa la propiedad de or-togonalidad de los vetores propios.5.4. Coordenadas NormalesSupongamos que hemos enontrado una transformaión a un nuevo sistemade oordenadas generalizadas ~u = u1, u2, . . . , ul que diagonaliza las matries
(M) y (K). Esto signi�a que

mjk = δjkm
′

j y kjk = δjk k
′

j donde δjk =

{
1 si k = j,
0 si k 6= jIntroduiendo lo anterior en las euaiones 5.12 y 5.15, las expresiones de lasenergías inétia y potenial se reduen a

T =
1

2

∑

j

m′

ju̇
2
j ,

V =
1

2

∑

j

k′ju
2
j ,y el Lagrangiano queda

L =
1

2

∑

j

{m′

j u̇
2
j − k′ju

2
j}.



12 CAPÍTULO 5. PEQUEÑAS OSCILACIONESVemos que T, V y L son sumas de uadrados de uj y de u̇j ; no �guran produ-tos ruzados omo ujuk y u̇j u̇k. Por lo tanto, las euaiones del movimientode Lagrange no están aopladas:
m′

1ü1 + k′1u1 = 0
m′

2ü2 + k′2u2 = 0... +
... = 0

m′

jüj + k′juj = 0... +
... = 0y ada oordenada uj osila on movimiento armónio simple de freuenianormal √(k′j/m

′

j), en forma totalmente independiente de las demás oorde-nadas. Cuando el sistema osila en el modo normal rmo solo la oordena-da ur es distinta de ero. Este sistema de oordenadas ~u que satisfae laspropiedades reién expuestas se onoe omo sistema de oordenadas nor-males. EJEMPLO.- Enontremos las freuenias normales del aso iniial,onsistente en los dos osiladores aoplados, usando la representaiónmatriial. Reordemos que hay l = 2 grados de libertad y que elegimos
x1 y x2 omo oordenadas generalizadas.Para enontrar la matriz (M) omparamos la expresión general dela energía inétia

T =
1

2
{m11ẋ

2

1
+m12ẋ1ẋ2 +m21ẋ2ẋ1 +m22ẋ

2

2
},on la forma partiular orrespondiente a la presente situaión

T =
1

2
{mẋ2

1
+mẋ2

2
}.Para que ambas relaiones representen la misma antidad se debeumplir que

m11 = m22 = m m12 = m21 = 0Luego,
(M) =

(
m 0
0 m

)Para enontrar la matriz K, audimos a la de�niión de sus elementos(E. 5.16) y obtenemos:
k11 =

∂2V

∂x2

1

⌋

0

= K + k,



5.5. LA CUERDA CARGADA 13
k22 =

∂2V

∂x2

2

⌋

0

= K + k,

k12 = k21 =
∂2V

∂x1∂x2

⌋

0

= −K.Luego,
(K) =

(
K + k −K
−K K + k

)Por lo tanto, el determinante orrespondiente a la E. 5.20 o E. 5.21será ∣∣∣∣
K + k −mω2 −K

−K K + k −mω2

∣∣∣∣ = 0,y la euaión seular es
(K + k −mω2)2 −K2 = 0,de donde resultan �nalmente las freuenias normales:

ω1 =

(
k

m

) 1

2

y ω2 =

(
2K + k

m

) 1

2

·5.5. La uerda argadaConsideremos el sistema formado por una uerda de longitud l on sus dosextremos �jos. Sobre la uerda se oloan n partíulas iguales de masa mada una y equiespaiadas en una distaia d.
PSfrag replaements
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Figura 5.3: Cuerda argada



14 CAPÍTULO 5. PEQUEÑAS OSCILACIONESEn la Fig. 4.4 se ha indiado la uerda argada en su posiión de equilibrio yen una posiión ualquiera. Despreiaremos la masa de la uerda y la aióngravitaional sobre las partíulas; supondremos que la deformaión ψj de lauerda es transversal, pero de pequeña amplitud. En esta aproximaión sesupone que estos desplazamientos, medidos desde la posiión de equilibrio dela uerda, son su�ientemente pequeños omo para suponer que la tensión dela uerda es onstante e igual al valor τ que tiene uando está en la posiiónde equilibrio.Reordando que
senϑ =

tg ϑ√
1 + tg2 ϑ

= tg ϑ
(
1 + tg2 ϑ

)
−

1

2 ,y suponiendo que ϑ es pequeño, podemos aproximar
senϑ = tg ϑ y cos ϑ = 1 − 1

2
tg2 ϑ = 1.Apliando lo anterior a la �gura, obtenemos

senϑ1 =
ψj − ψj−1

d
,

senϑ2 =
ψj − ψj+1

d
·Por otra parte, proyetando en la direión transversal, la segunda ley deNewton nos da para la partíula j

∑
Fψ = −τ senϑ1 − τ senϑ2 = mψ̈j.Reemplazando,
mψ̈j =

τ

d
[ψj−1 − 2ψj + ψj+1] , (5.29)que representa un sistema de n euaiones difereniales y que muestra queel movimiento de la masa mj esá solamente aoplado a las masas inme-diatamente veinas. Este mismo análisis es extensible a las deformaioneslongitudinales de un resorte, obteniéndose la misma euaión anterior sireemplazamos τ/d por la rigidez k del resorte.Para determinar los modos normales de osilaión ensayamos, omo ya lohemos heho anteriormente, soluiones de forma armónia

ψj = aj cos(ω t+ ϕ)



5.6. LA CUERDA CONTINUA Y LA ECUACIÓN DE ONDAS 15que deben satisfaer las ondiiones de borde
ψ0 = ψn+1 = 0,pues los extremos de la uerda están �jos. Esto, a su vez implia que
a0 = an+1 = 0.Reemplazando la soluión partiular en la E. 5.29 ,resulta

[
−mω2aj −

τ

d
(aj−1 − 2aj + aj+1)

]
cos (ω t+ ϕ) = 0,de donde se obtiene

−τ
d
aj−1 +

(
2
τ

d
−mω2

)
aj −

τ

d
aj+1 = 0 (5.30)para j = 1, 2, . . . , n.La relaión 5.30 representa un sistema de n euaiones algebraias, linealesy homogéneas en las amplitudes aj, uya soluión no trivial exige que eldeterminante de los oe�ientes sea nulo. Teniendo presente las ondiionesde borde, la expresión del determinante queda omo sigue

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 τ
d
−mω2 − τ

d
0 0 · · ·

− τ
d

2 τ
d
−mω2 − τ

d
0 · · ·

0 − τ
d

2 τ
d
−mω2 − τ

d
· · ·... ... ... ... ... ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.Observamos que solo los elementos de la banda diagonal que son inme-diatamente veinos a la diagonal del determinante son diferentes de ero;esto re�eja que ada partíula interatúa on las dos inmediatamente vei-nas. El desarrollo de este determinante orresponde a la euaión seular degrado n en ω2. No nos detendremos a busar métodos para enontrar las fre-uenias normales ni las razones entre las amplitudes. Más bien exploraremoslo que ourre uando ree el número de partíulas.5.6. La uerda ontinua y la euaión de ondasSupongamos que el número de partíulas ree inde�nidamente, y que ladistania entre ellas�que designamos por ∆x�tiende a ero de modo que



16 CAPÍTULO 5. PEQUEÑAS OSCILACIONESel largo de la uerda se mantiene onstante e igual a l. Así, la uerda onarga disreta se transforma en una uerda on distribuión ontinua demasa. La masa de ada partíulala representamos por ∆m y tiende a erode modo que la masa de la uerda es onstante e igual a m. La densidadlineal de la uerda la de�nimos omo µ = ∆m
∆x , en el límite uando ∆x tiendea ero. Sólo onsideraremos el aso en que las partíulas son de igual masay equiespaiadas, por lo que la densidad lineal µ será onstante. En otraspalabras, nos limitaremos a estudiar el aso de la uerda ontinua uniforme(µ = cte), de masa m y longitud l en ausenia de ampo gravitaional.Suponiendo una deformaión transversal ψ(x, t), la euaión del movimientoes la misma que la E. 5.29, pero debemos expresarla de auerdo a la nuevanotaión

∆m
∂2ψ(x, t)

∂t2
=

τ

∆x

{
ψ(x− ∆x, t) − ψ(x, t) + ψ(x+ ∆x, t) − ψ(x, t)

}
;pero,

ψ(x+ ∆x, t) = ψ(x, t) +
∂ψ(x, t)

∂x
∆x+

1

2

∂2ψ(x, t)

∂x2
(∆x)2 + · · ·

ψ(x− ∆x, t) = ψ(x, t) − ∂ψ(x, t)

∂x
∆x+

1

2

∂2ψ(x, t)

∂x2
(∆x)2 − · · ·y ∆m = µ∆x, por lo que al reemplazar en la euaión del movimiento ydespreiar términos en potenias de (∆x), superiores a dos obtenemos

∂2ψ(x, t)

∂t2
=
τ

µ

∂2ψ(x, t)

∂x2
,o sea,

∂2ψ(x, t)

∂x2
− 1

v2

∂2ψ(x, t)

∂t2
= 0, (5.31)en la que hemos de�nido

v =

√
τ

µ
(5.32)Esta euaión ??, que se onoe omo la euaión de ondas en una dimensión,representa una deformaión o perturbaión que se propaga a lo largo de lauerda on una veloidad de propagaión o veloidad de fase v .
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