Capitulo 4

ELEMENTOS DE
MECANICA
LAGRANGIANA

4.1. Introduccion

Hasta ahora, hemos basado la discusién del movimiento fundamentalmente
en conceptos vectoriales como fuerza, aceleraciéon, velocidad, etc. Sin embar-
go, es posible analizar todos estos fenémenos dentro de un formalismo que
se basa en funciones escalares de la energia. Este enfoque corresponde a la
llamada Mecénica Analitica desarrollada por Joseph L.Lagrange (1736-1813)
en su tratado Méchanique Analytique en 1788.

Nos limitaremos a presentar el formalismo de Lagrange y algunas de sus
aplicaciones, dejando de lado la formulacién variacional de Hamilton y otros
temas que si bien son importantes, no corresponden a los objetivos de este
curso.

4.2. Grados de Libertad

Supongamos un sistema formado por N particulas. Si su movimiento no tiene
restricciones, la posiciéon de las N particulas quedari determinada por 3N
coordenadas independientes elegidas en forma conveniente. Este conjunto
g = {91,92,...,93n} de variables independientes que determina en forma
Gnica la configuracion del sistema, es el conjunto de las coordenadas genera-
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lizadas del sistema.

Muchas veces el desplazamiento de las particulas esté restringido. Por ejem-
plo, puede darse el caso en que varias de las particulas del sistema estén
obligadas a moverse en contacto con una superficie o una curva dada; o bien,
el movimiento del sistema puede estar confinado a un volumen determina-
do del espacio; o un sélido puede estar obligado a rodar sin resbalar, etc.
Cuando las restricciones se pueden expresar mediante ecuaciones algebraicas
entre las coordenadas del tipo

¢Z(§at) = 0’

o dan lugar a expresiones diferenciales de la forma

> Aji(g.t) dg; + Ao(g,t) dt =0
J

que representan diferenciales exactas o que pueden hacerse exactas al multi-
plicarlas por funciones de g y t, se dice que las restricciones son holdnomas.
Las restricciones se ejercen a través de las llamadas fuerzas de restriccion o
de ligadura, correspondiendo una fuerza de ligadura a cada ecuacién de res-
triccién. Si existen R ecuaciones de restriccion holénomas, s6lol = 3N — R de
las 3N coordenadas son independientes. El niimero de coordenadas indepen-
dientes que en conjunto con las ecuaciones de restriccién determinan en forma
inica la configuracion del sistema se llama nimero de grados de libertad del
sistema holénomo. Por ejemplo, una particula obligada a recorrer una curva
dada tiene un grado de libertad; si esta obligada a moverse en contacto con
una superficie, tiene dos grados de libertad; y tiene tres, si puede moverse
libremente. Un sélido indeformable con libertad de movimiento, tiene seis
grados de libertad, los que resultan de la invariabilidad de la distancia entre
sus particulas; si posee un punto fijo, sélo tiene tres grados de libertad (en
el caso del trompo con pua fija, se pueden elegir los angulos de Euler como
tres coordenadas generalizadas independientes), etc.

Cuando soélo [ de las 3N coordenadas del conjunto g son independientes,
se eligen arbitrariamente [ cualesquiera de ellas como coordenadas indepen-
dientes y se designan como coordenadas generalizadas del sistema holénomo
representandolas por el conjunto ¢ = {q1,q2,...,q}-

La posicién de una particula puede representarse por un punto en un es-
pacio de 3 dimensiones. Anélogamente, podemos representar por un punto
la configuracién del sistema de N particulas libres en un espacio de 3N di-
mensiones llamado espacio de configuracion. Si el sistema sélo tiene [ grados
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de libertad, el espacio de configuracion del sistema holénomo tendrd [ di-
mensiones correspondiente al conjunto de las [ coordenadas generalizadas
independientes ¢.

4.3. Trabajo Virtual

Los conceptos de desplazamiento virtual y de trabajo virtual se han mos-
trado de gran utilidad en el desarrollo de la mecénica. Se define como des-
plazamiento virtual un desplazamiento infinitesimal distinto de cero, arbi-
trario y ficticio, no relacionado con el movimiento real que pueda tener el
sistema, durante el cual las fuerzas y el tiempo no varan. Para no confundir
un desplazamiento real dif = v'dt, con un desplazamiento virtual, a este l-
timo se le representa por d7. Si el punto de aplicaciéon de una fuerza F
experimenta un desplazamiento virtual 67, se dice que la fuerza realiza un
trabajo virtual

—
W =F -oF

Si el desplazamiento virtual respeta las ligaduras que suponemos sin roce, las
fuerzas de ligadura no trabajan. Por ejemplo, imaginemos que una particu-
la esta obligada a recorrer un superficie lisa; la fuerza de restriccion sera la
reacciéon normal, y cualquier desplazamiento virtual que respete las ligaduras
deberd ser tangente a la superficie; por lo tanto, el trabajo virtual 6W sera
nulo ya que la fuerza de restriccién y el desplazamiento virtual son ortogo-
nales. De ahora en adelante, sélo consideraremos fuerzas de ligadura sin roce
que no trabajan st los desplazamientos virtuales no violan las ligaduras.

4.4. Componentes de la Fuerza Generalizada

Consideremos un sistema de N particulas sin restricciones cuya configuracién

queda determinada por las coordenadas cartesianas & = {z1,22,..., 23N} ¥

también, por las coordenadas generalizadas {§ = ¢1,92,...,93n}. Las com-
—

ponentes cartesianas de la fuerza aplicada son F' = {Fy, Fs, ..., F3n}, las

que en un desplazamiento virtual realizan un trabajo virtual 6W = )" Fj dx;.

Se definen como componentes de la fuerza generalizada al conjunto de fun-
—

ciones {G = G1,Ga,...,G3n} que satisfacen el requisito de que el trabajo
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virtual de las fuerzas aplicadas sea igual a > G; dg;. O sea,

3N
oW =" Gidgi. (4.1)

Notese que las dimensiones de GG; no son necesariamente las de una fuerza;
si las dimensiones de dg; son las de un angulo, entonces las de GG; seran las
de un torque.

Como el sistema no tiene restricciones, las 3N coordenadas son indepen-
dientes y las componentes generalizadas de la fuerza quedan determinadas
en forma tnica. Para calcular G; basta elegir un desplazamiento virtual que
haga variar s6lo g; ; entonces G; se obtendra dividiendo el trabajo virtual
por el desplazamiento virtual:

ow

Gi= 0gi

donde 0W es el trabajo virtual realizado por la fuerza aplicada.

Si el sistema no es libre y existen R ecuaciones de ligadura holénomas y | =
3N — R grados de libertad, s6lo [ de las 3N coordenadas g son independientes.
Sin embargo, si llamamos ¢ = {q1,¢2,...,q} al conjunto de [ coordenadas
generalizadas independientes, podemos definir sin ambigiiedad al conjunto
de [ funciones a ={Q1,Q2,...,Q} como las componentes generalizadas de
la fuerza, si elegimos desplazamientos virtuales , sin roce y que respeten las
ligaduras. De este modo, podremos escribir

l

Como en un desplazamiento virtual sin roce que respeta las ligaduras, las
fuerzas de restriccion no realizan trabajo, W representa sélo el trabajo
virtual de la fuerza aplicada. Por lo tanto, las componentes generalizadas
definidas por la Ec. 4.2 estan asociadas exclusivamente a la fuerza aplicada.
Luego, la componente generalizada de una fuerza de ligadura es nula.
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De ahora en adelante, s6lo consideraremos sistemas holénomos e imaginaremos
desplazamientos virtuales que respetan las restricciones que suponemos sin
roce.

Analicemos entonces un sistema de N particulas con [ grados de libertad,

sobre el que actua la fuerza aplicada F = {F1,F;,...,F3n}, expresada
a través de sus componentes cartesianas. La configuracién del sistema la
suponemos descrita por las coordenadas cartesianas & = {z1,22,...,Z38} ¥
también por las coordenadas generalizadas ¢ = {q1,q2,...,q}. Finalmente,

suponemos conocida las ecuaciones de transformaciéon de cooordenadas
i =xi(q1,q2, -, q, t) = x24(q, t), parai=1,2,...,3N.

Para encontrar (Q; tenemos dos caminos:

» imaginar un desplazamiento virtual que sélo haga variar ¢; de modo
que la componente @; de la fuerza generalizada sera igual a 6W/dg;,
como indicdramos anteriormente;

= 0 podemos expresar (J; en funcién de las componentes cartesianas de
la fuerza aplicada, como demostramos a continuacion.

De la ecuacion de transformaciéon de coordenadas calculamos

0x; = =—0q1 + 5—0q2 + - -+ + ——0q + bt
Sin embargo, el dltimo término es nulo, pues 6t es nulo ya que por definicién
el tiempo no varia en un desplazamiento virtual. Luego,

l
85(%’

ox; = q;-
) - 8@[]’ ]

Reemplazando en la expresiéon del trabajo virtual, se obtiene
3N 3N L o, L3N o
oW =D Fidwi=) F) 5760=) % Fg 0
i i j J i J

Comparando directamente con la Ec. 4.2 que define las componentes de la
fuerza generalizada, y puesto que los g son independientes y arbitrarios

ox;
;Qﬂ;%’ = Z(;Fia—zj)fsq]',

J
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obtenemos que

Q=) Fip* (43)

que es la expresiéon que buscabamos.

4.5. Las ecuaciones de Lagrange

A partir de las ecuaciones de transformaciéon entre las coordenadas carte-
sianas y las coordenadas generalizadas

Ti = xi(q17QQ7 T 7Ql)

calculemos la derivada de x; respecto del tiempo

dacZ . 83@1 . axz PR

La derivada parcial de z; respecto de ¢; se obtiene de inmediato

89’@'@- _ 61'2
a(jj 6(]]'

(4.5)

Ahora, calculemos

Z 8 Z; , 8 €Ty
0q; ﬁqk 8qJ ot

Si cambiamos el orden de las derivadas parciales se obtiene

ox; Z 0 (%vz, 0 (%vz
By dqy, Og; Wt 5 g

Pero, 0z;/0q; es funcion de 'y t solamente, por lo que el segundo miembro
de la expresion anterior no es otra cosa que el desarrollo de (d/dt)(0x;/0q;).
Luego,

0t; d (%vz

= 4.
0q; T dt 6q] (4.6)
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Por otra parte, de la componente i"** de la II Ley de Newton obtenemos:

d

dt (mzxz) F + ﬂlig’

donde F; representa la componente cartesiana respectiva de la fuerza aplica-
da. De la expresion de la energ’ia cinética

i

obtenemos

or
0x;

y reemplazando en la ecuaciéon del movimiento resulta

d (0T ;
4 _ R4+ Fls,
di (aﬁci) T

Si multiplicamos por dx;/dg; y sumamos sobre i se tiene

d 62 al zal
Z{%<axz>} ” =2 Py - +ZF1‘(’ x'

En el segundo miembro, de acuerdo con la Ec. 4.3, la primera sumatoria
representa la componente generalizada (); de la fuerza aplicada; la segunda
sumatoria representa la componente j de la fuerza de ligadura generalizada
y que es nula segun lo discutido en la seccién 4.4. Por lo tanto, la relacion

anterior se reduce a
d 8T 8901 .
z: {E <a§0i> }an' B 0

= My,

Teniendo presente que

d dA dB
dt(AB) = EB+A 7

transformamos el primer miembro de Ec. 4.7, con lo que resulta

ZZ-: dt (ax aqj> - Z O (an) =9
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Si reemplazamos las ecuaciones 4.5 y 4.6 en la anterior, se obtiene
d oT 01 oT ox;
dt (Z O, aq]) B Z 0%; 0q; @

que es lo mismo que

d IT(G4.t)  IT(7.4.t)
dt 6(]] 8qj

~Q,. (4.8)

La relacién anterior representa un sistema de [ ecuaciones diferenciales de
segundo orden para un sistema holénomo con [ grados de libertad que se
conocen como ecuaciones del movimiento de Lagrange.

Supongamos ahora, que las fuerzas aplicadas son conservativas y derivan de
un potencial V' = V(Z,t) que no depende de las velocidades , de modo que

LOV(@t)

F; =
’ 890@

Entonces, la componente (); de la fuerza generalizada, de acuerdo con la
Ec. 4.3, sera

89@-
. — F==
-y o
N p 61'2 6(]]"
vV (q,t)
o= A 4.9
Q] aqj ( )

Para este sistema se define una funcion escalar de la energia llamada funcidn
de Lagrange o Lagrangiano L, de la siguiente manera

L(G,q,t) = T(3,q,t) — V(q,1), (4.10)

de modo que podemos expresar las Fcuaciones de Lagrange en funcion del
Lagrangiano. Puesto que V(¢,t) no depende de las velocidades q_’, se cumple
que

V(g 1)

- =0.
6(]]'
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Reemplazando en la ecuacién de Lagrange, Ec. 4.8, y teniendo presente la
Ec. 4.9, obtenemos

d 0 0
Ea_qj(T_v)_a_qj(T_V)_O’

0 sea,

d OL(G4.t)  OL(G.4,t)
dt 6(]] 8qj

= 0. (4.11)

Esta segunda forma de las ecuaciones de Lagrange es aplicable sélo a sistemas
holénomos, cuyas fuerzas derivan de un potencial que no depende de las
velocidades.

4.6. Constantes del Movimiento

Se llama constante del movimiento cualquier funciéon qb(cj',cj’, t) que se man-
tiene invariable durante el movimiento del sistema.

4.6.1. El Momentum Generalizado Conjugado

Si el Lagrangiano no depende explicitamente de la coordenada generalizada
qj, se dice que esta coordenada es ciclica o ignorable, y del Lagrangiano se
dice que es ciclico en g;. En este caso, entonces

oL

R — 0’
8qj

y de la ecuaciéon de Lagrange, Ec 4.11, se tiene

4oL _
dtog
y por lo tanto,
oL
—— = constante.

6(]]'
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Se define el momentum generalizado conjugado p; de la coordenada gene-
ralizada ¢; como

oL

4.12
5 (4.12)

b =

De acuerdo con lo anterior, hemos encontrado que si el Lagrangiano es ciclico
en algunas de las coordenadas, los momenta conjugados respectivos son cons-
tantes del movimiento.

4.6.2. La Funcién de Hamilton

Otra funciéon escalar de la energia que en ciertas condiciones se conserva, y
que juega un papel muy importante en el desarrollo de la Fisica, es la funcidn
de Hamilton o Hamiltoniano H que se define de la siguiente manera:

oL .
H = Zj: 24,1~ L, (4.13)

o bien
H=> pg— L (4.14)
i

Estudiemos la variacién respecto del tiempo del Hamiltoniano. De la Ec. 4.13

obtenemos - p
dt :Zdt <6q]> G+t Z@q s

Pero, L = L((j’,q_’, t), por lo que
dL oL . oL ., oL
=X (e ag) o
Reemplazando esta ecuacién en la anterior resulta

I _$ 40L _OLY. OL
at ~ & \dtog; 9q;) " ot
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y como las cantidades entre paréntesis son las ecuaciones de Lagrange, te-
nemos finalmente

dH 0L

dt ot
En consecuencia, si el Lagrangiano L no es una funcion explicita del tiempo,
el Hamiltoniano es una constante del movimiento.

(4.15)

Si la energfa cinética es una funcién cuadratica homogénea! de las veloci-
dades generalizadas—Ilo que ocurre cuando las ecuaciones de transformacion
de coordenadas no dependen explicitamente del tiempo—el Hamiltoniano es
igual a la Energia Mecanica Total. En efecto,

1 .
7

y si las ecuaciones de transformaciéon de coordenadas no dependen del tiem-
po, o sea, si
LTg = xi(Ql,(D, o ,QZ),

al derivar obtenemos

lo que al substituir en T nos da

T =g (3 g ) (8 i)

( J

Finalmente, reordenando podemos escribir

1
T=3 > D mykdji, (4.16)
7k

donde las m, son funciones de ¢ definidascomo sigue

m;r(q) = my;(q) = ;mz 90, 9ax.

1Una funcién f(z1,z2,...,25) es homogénea de grado n en las variables z1,x2, ..., Ty,
donde r < s, cuando

FOz1, Az2, . AT g1, - ) = A f (T, 22, .., T)

para todo A > 0.
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La expresiéon 4.16 muestra que la energia cinética es una funcién cuadratica
homogénea de las velocidades generalizadas.

Como V no es funcién explicita de cj’

oL _or
o4 Og;

por lo que el Hamiltoniano lo escribimos como sigue
oT
H= —q¢—-T+V.
2t
Derivando parcialmente la Ec. 4.16
oT 1 . 1 .
3_%' = 3 Zk:mik% + B Zj:mjz‘qj‘
= iji%a
J
y reemplazando en la funcién de Hamilton encontramos
H o= ) myudjgi—T+V
tog

H = 2T-T+V
H = T+V.

En resumen, el Hamiltoniano es igual a la energia mecdnica total cuando
la energia cinética es una funcion cuadrdtica, homogénea de las velocidades
generalizadas, y que se conserva si el Lagrangiano no es una funcion explicita
del tiempo.

4.7. Principio de Hamilton

Un problema clasico de matemaéticas es el calculo de variaciones. Se trata de
encontrar la trayectoria y(z) entre dos puntos (z1,y1) v (z2,y2) para la cual
tiene un valor extremo (o estacionario) la integral

x2
I=/ [y, x) de,
1
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donde 3’ = dy/dx. Se encuentra que para que esto se cumpla, la funcién
conocida f(y,y’;x) debe satisfacer la siguiente condicion diferencial
d 0f(y,y's2)  Of(y.y;2)

dx oy’ B dy =0,

conocida como ecuacién de Euler-Lagrange, de cuya integracién es posible
obtener y(z).

Se puede extender el resultado anterior al caso en que f es funcién de n
variables y;(z). Ahora, las condiciones que debe satisfacer la funcion

f=Fynyy,9 .. 52) = (7.9 )
son las siguientes

d of Of

dx 0y, Oy -

0, parai=1,2,...,n. (4.17)

Esto representa un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden
que se conocen bajo el nombre de ecuaciones de Euler. Si en este sistema,
reeplazamos f por L, y; por g;, y; por ¢; y  por t, reencontramos las ecua-
ciones de Lagrange. La conclusién inmediata es que la funcién de Lagrange
satisface las condiciones para que la integral de accién

t2
S= [ L(Gqt)dt (4.18)

t1
tenga un valor estacionario. W.R.Hamilton desarrolla estas ideas en 1834 y
las sintetiza como el postulado fundamental de la mecénica clésica: de todas
las trayectorias posibles que puede recorrer un sistema al moverse entre dos
puntos en el espacio de configuracion, la naturaleza elige aquella que hace

estacionaria la integral
to

S = Ldt.
t1
Este enunciado que se conoce como el Principio de Hamilton, contiene la mis-
ma informacién que las Leyes de Newton. Sin embargo, dada su generalidad e
independencia del concepto de fuerza, ha sido posible aplicarlo a sistemas no
mecanicos para los cuales las Leyes de Newton no tienen significado evidente.
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4.8. APLICACIONES

A4.1.- Las ecuaciones de Euler

Sean x1,x2,x3 los ejes del sis-
tema local SL que suponemos
solidario con el sélido, y que
coinciden con los ejes prin-
cipales de inercia en el ori-
gen, que elegimos en el centro
de masa. En fin, designemos
por X1, Xo, X3 los ejes del sis-
tema inercial SI respecto a
cuyas direcciones en la Fig.4.1
se indican los angulos de Eu-
ler que describen la orientacién
del sé6lido.Usando como coor-
denadas generalizadas las co-
ordenadas del centro de masa
Xi16,Xoq, Xsg v los angulos
de Euler 4, v, v, la velocidad Figura 4.1:

angular del sélido proyectada sobre los ejes del SL tiene las componentes
w1 =V costh + psen sen i
wo = —Jsent) + psen ) cos Y
wsg = pcostd + 1,
y la energia cinética se expresa como
T = %mX%G + %mX%G + %mX%G + %Ilw% + %Igw% + %Igwg.
Evaluando los términos de la Ecuaciéon de Lagrange para v

oT oT 8w1 oT aLUQ oT 6&)3
OY  Owr Onp  Owz Oy Ows O

= 13W3,

8_T _ 8T (%)1 + 8T (%)2 8T 8(4)3
8¢ N 8&)1 8¢ &ug 81,[) &ug 81,[)
= Lwi(—Vsent) + @send cos ) + Iows(—1 cosh — psenV sen 1)

= Lwiws — Ihwowr,
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y reemplazando en la Ecuacién de Lagrange, obtenemos
I3ws — [iwiwa + lawawr = Qy.

Para determinar (), imaginamos un desplazamiento virtual en que sélo varia
1; el trabajo virtual serd el de la componente 73 del torque solamente

W = 1369 = Qyd7.
Por lo tanto,
Q¢ =73

y reemplazando, llegamos a la ecuacion de Euler:
T3 = I3wsg + (IQ — Il)wle

ya encontrada anteriormente. Las otras dos ecuaciones de Fuler se reencuen-
tran si cambiamos ciclicamente los subindices.

A4.2.- El trompo simétrico con pua fija

Elegimos el sistema inercial
ST con su origen en la pda fi-
ja, y con su eje X3 paralelo a
g. El sistema local SL lo elegi-
mos con el mismo origen que
el SI; con su eje z3 ligado al
eje de simetria del trompo, y
con su eje x1 ligado a la linea
de nodos, por lo que el eje
x1 estd siempre contenido en
el plano horizontal precesan-
do en torno del eje vertical X3
con velocidad angular w. Con

Xo

RN
esta eleccién, 1) representa el 1

spin del trompo relativo al sis-

tema SL. Figura 4.2:

Las componentes de la velocidad angular del sélido, en el sistema SL son
wp = 19
wy = psend

wg = ¢cost+ 1.



16 CAPITULO 4. ELEMENTOS DE MECANICA LAGRANGIANA

La energia cinética es
T = %I(w% + w3) + %Igwg
= %I(ﬂz + ¢%sen?¥) + %Ig(ap cos ¥ + )%,
y la energia potencial

V = mgdcos 9.

La expresiéon del Lagrangiano es entonces:
1. 1 .
L= 5[(792 + ¢?sen? ¥ + 5[3((@ cos ¥ + 1) — mgd cos V.

Como L no depende explicitamente del tiempo, se conserva el Hamiltoniano.
Ademas, como V s6lo depende de ¢, y como T es una funcién homogénea
cuadratica de 19, D, w el Hamiltoniano es igual a la energia mecdanica, la que
se conserva. Por ultimo, se observa que L es una funcién ciclica de ¢ y
¥ lo que significa que los momenta conjugados p, y py se conservan. Las
constantes del movimiento son, entonces,

oL
= — = Isw3 = L3 = cte, 4.19
Py 20 3Ws3 3 ( )

que implica que se conserva la proyeccién ws de la velocidad angular del
sblido sobre el eje de simetria;

oL
Py = % = Ipsen® ) + Izwzcosd) = cte = Ly (4.20)

que es la componente vertical del momento angular,

1. 1 1
E= 5[192 + §I<,b2 sen® 1) + §Igw§ + mgdcos vV = cte (4.21)

que representa la conservaciéon de la energia mecanica.
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A4.3.- La barra BC de masa m y largo 2a cuelga de un punto fijo A, a través

de un resorte ideal AB de
un largo natural Iy y cons-
tante k. Si el movimiento del
sistema estd confinado a un
plano vertical, encontrar las
componentes de la fuerza gen-
eralizada que actian sobre la
barra.

El sistema tiene tres grados de
libertad y elegimos el largo r
del resorte y los angulos ¢ y
 como coordenadas generali-
zadas, tal como senalamos en
la Fig. 4.3. Figura 4.3:

Las fuerzas sobre la barra son: la ejercida por el resorte —k(r—Ip) 7 y la fuerza
gravitacional mg j. El desplazamiento virtual del punto B que es compatible
con las ligaduras lo obtenemos de

B =TT, por lo que
07 = ori + 160k x 7.

Luego, si llamamos Q¢r, Qey ¥ Qe @ las componentes generalizadas de la
fuerza eléstica, de acuerdo a la definicién dada por la Ec. 4.2, obtenemos

W = —k(r —lo)7 - 0B = Qer 07 + Qey 00 + Qe d¢p.
De aqui resulta de inmediato que
Qer - —k‘(?" - ZO) y Qet? = Qecp =0.

Para calcular las componentes generalizada debidas a la gravedad escribimos
el vector posicién del centro de masa

Ta =2 i+ (rcos?d + acos ) j,

luego 0rg = 0xg i+ 0(rcosd + acos ) J.

El trabajo virtual de la gravedad es

oW =mgj-o6rg =mgd(rcos?d + acosy),
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y si llamamos Qg,, Qg9 v Qg a las componentes generalizadas de la fuerza
debido a la gravedad, podemos escribir

mg(0r cos ¥ — rsent 69 — asen 9 §p) = Qgp 1 + Qgy 6V + Qgp 0.
Por lo tanto,
Qgr = mg cos ¥, Qg9 = —mgr send, Qgp = —mga sen .

Las componentes generalizadas de la fuerza neta serén
Qr = Qer + Qgr = —k(r —ly) + mg cos ¥,

Qv = Qey + Qgy = —mgr sen?,

Qp = Qep + Qgp = —mga sen p.

Otro método para calcular las componentes generalizadas consiste en ex-
presar las fuerzas en componentes cartesianas—proyectandolas sobre un sis-
tema 2, j,fc como el indicado en la figura— y reemplazarlas en la Fc. 4.3. Por
dltimo, tomando en cuenta que las dos fuerzas son conservativas podemos
expresar las energias potenciales en funcién de las coordenadas generalizadas
y obtener las componentes usando la Ec. 4.9.

A4.4.- Encontrar las ecuaciones del movimiento de Lagrange en el sistema

de la Fig. 4.4, para oscila-
ciones de pequena amplitud en
torno de la posicién de equi-

librio estable. Suponer que el J_:v»
movimiento estd contenido en
el plano vertical.

>

774

Como el sistema tiene dos gra-

dos de libertad elegimos co- G
mo coordenadas generalizadas
la posicion z de M medida
desde la posicién de equilibrio
del extremo del resorte, y el mg
angulo ¥ que forma la barra

(m,2l) con la vertical. Figura 4.4

21
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La energia cinética de la barra es

1
T, = §va+ Iwa

Para determinar vg derivamos respecto del tiempo las coordenadas carte-
sianas del centro de masa

Xg=xz+1sen?d e Yo =1 cos?d
y obtenemos:
Xo =i+ 19 cosd e Yo = —14 send.
Luego,
@ = Xi4V2
B2+ 1292+ 2059 cosd.

La expresién de la energia cinética del sistema, incluyendo la de la particula
M es, entonces

1 1 4 . .
T — §(M+m)¢2+§m(§l2792+21i'19 cosﬂ),

y la de la energia potencial
1
V= ikﬁ —mgl cos?.
Por lo tanto, el Lagrangiano del sistema es
L= §(M—|—m)x + §m(§l V7 + 2l &0 cos ) — ikx + mgl cos .
Reemplazando las derivadas correspondientes en las ecuaciones del movi-
miento de Lagrange se llega a
(M +m) i +mld cosd —mld? send + kx = 0

4 ..
gml219+mla'é cos+mglsentd = 0

En la posicién de equilibrio—en éste ejemplo—zx y ¢ son nulos, por lo que
cuando hablamos de oscilaciones de pequena amplitud 81gmﬁca que debemos
reemplazar valores pequenos de x y 9, para los cuales &, 9, i, y ¥ también lo
son. Ademéas podemos aproximar

send =9 cosd =1
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Si ahora despreciamos todos los términos que sean productos de dos o méas de
estas pequenas cantidades, o sea linealizando las dos ecuaciones del movimien-
to, obtenemos las ecuaciones aproximadas validas para oscilaciones de pe-
quena amplitud

(M +m)i+mld+kz = 0
4 .
mljé+§ml219—|—mgl19 = 0.

A estas mismas ecuaciones podemos llegar, si aproximamos el Lagrangiano,
pero reteniendo hasta términos de segundo orden, despreciando los términos
de tercer orden y superiores. En este caso, debemos reemplazar cos1 por
1-— %192. El Lagrangiano aproximado serfa

1 4,. 1 -1 1
2 Lo %990 1 L9 L 2 _ 12
(M +m)z —|—2m3l 9 +2m2lam9 2]{:3@ +mgl(1 219 ),

L=

N =

del que deduciriamos las ecuaciones anteriores.



