
Capítulo 4ELEMENTOS DEMECÁNICALAGRANGIANA4.1. Introdu

iónHasta ahora, hemos basado la dis
usión del movimiento fundamentalmenteen 
on
eptos ve
toriales 
omo fuerza, a
elera
ión, velo
idad, et
. Sin embar-go, es posible analizar todos estos fenómenos dentro de un formalismo quese basa en fun
iones es
alares de la energía. Este enfoque 
orresponde a lallamada Me
áni
a Analíti
a desarrollada por Joseph L.Lagrange (1736-1813)en su tratado Mé
hanique Analytique en 1788.Nos limitaremos a presentar el formalismo de Lagrange y algunas de susapli
a
iones, dejando de lado la formula
ión varia
ional de Hamilton y otrostemas que si bien son importantes, no 
orresponden a los objetivos de este
urso.4.2. Grados de LibertadSupongamos un sistema formado por N partí
ulas. Si su movimiento no tienerestri

iones, la posi
ión de las N partí
ulas quedará determinada por 3N
oordenadas independientes elegidas en forma 
onveniente. Este 
onjunto
~g = {g1, g2, . . . , g3N} de variables independientes que determina en formaúni
a la 
on�gura
ión del sistema, es el 
onjunto de las 
oordenadas genera-1



2 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANAlizadas del sistema.Mu
has ve
es el desplazamiento de las partí
ulas está restringido. Por ejem-plo, puede darse el 
aso en que varias de las partí
ulas del sistema esténobligadas a moverse en 
onta
to 
on una super�
ie o una 
urva dada; o bien,el movimiento del sistema puede estar 
on�nado a un volumen determina-do del espa
io; o un sólido puede estar obligado a rodar sin resbalar, et
.Cuando las restri

iones se pueden expresar mediante e
ua
iones algebrai
asentre las 
oordenadas del tipo
φi(~g, t) = 0,o dan lugar a expresiones diferen
iales de la forma

∑

j

Aji(~g, t) dgj +A0(~g, t) dt = 0que representan diferen
iales exa
tas o que pueden ha
erse exa
tas al multi-pli
arlas por fun
iones de ~g y t, se di
e que las restri

iones son holónomas.Las restri

iones se ejer
en a través de las llamadas fuerzas de restri

ión ode ligadura, 
orrespondiendo una fuerza de ligadura a 
ada e
ua
ión de res-tri

ión. Si existen R e
ua
iones de restri

ión holónomas, sólo l = 3N−R delas 3N 
oordenadas son independientes. El número de 
oordenadas indepen-dientes que en 
onjunto 
on las e
ua
iones de restri

ión determinan en formaúni
a la 
on�gura
ión del sistema se llama número de grados de libertad delsistema holónomo. Por ejemplo, una partí
ula obligada a re
orrer una 
urvadada tiene un grado de libertad; si está obligada a moverse en 
onta
to 
onuna super�
ie, tiene dos grados de libertad; y tiene tres, si puede moverselibremente. Un sólido indeformable 
on libertad de movimiento, tiene seisgrados de libertad, los que resultan de la invariabilidad de la distan
ia entresus partí
ulas; si posee un punto �jo, sólo tiene tres grados de libertad (enel 
aso del trompo 
on púa �ja, se pueden elegir los ángulos de Euler 
omotres 
oordenadas generalizadas independientes), et
.Cuando sólo l de las 3N 
oordenadas del 
onjunto ~g son independientes,se eligen arbitrariamente l 
ualesquiera de ellas 
omo 
oordenadas indepen-dientes y se designan 
omo 
oordenadas generalizadas del sistema holónomorepresentándolas por el 
onjunto ~q = {q1, q2, . . . , ql}.La posi
ión de una partí
ula puede representarse por un punto en un es-pa
io de 3 dimensiones. Análogamente, podemos representar por un puntola 
on�gura
ión del sistema de N partí
ulas libres en un espa
io de 3N di-mensiones llamado espa
io de 
on�gura
ión. Si el sistema sólo tiene l grados



4.3. TRABAJO VIRTUAL 3de libertad, el espa
io de 
on�gura
ión del sistema holónomo tendrá l di-mensiones 
orrespondiente al 
onjunto de las l 
oordenadas generalizadasindependientes ~q.4.3. Trabajo VirtualLos 
on
eptos de desplazamiento virtual y de trabajo virtual se han mos-trado de gran utilidad en el desarrollo de la me
áni
a. Se de�ne 
omo des-plazamiento virtual un desplazamiento in�nitesimal distinto de 
ero, arbi-trario y �
ti
io, no rela
ionado 
on el movimiento real que pueda tener elsistema, durante el 
ual las fuerzas y el tiempo no varán. Para no 
onfundirun desplazamiento real d~r = ~v dt, 
on un desplazamiento virtual, a este úl-timo se le representa por δ~r. Si el punto de apli
a
ión de una fuerza −→
Fexperimenta un desplazamiento virtual δ~r, se di
e que la fuerza realiza untrabajo virtual

δW =
−→
F · δ~rSi el desplazamiento virtual respeta las ligaduras que suponemos sin ro
e, lasfuerzas de ligadura no trabajan. Por ejemplo, imaginemos que una partí
u-la está obligada a re
orrer un super�
ie lisa; la fuerza de restri

ión será larea

ión normal, y 
ualquier desplazamiento virtual que respete las ligadurasdeberá ser tangente a la super�
ie; por lo tanto, el trabajo virtual δW seránulo ya que la fuerza de restri

ión y el desplazamiento virtual son ortogo-nales. De ahora en adelante, sólo 
onsideraremos fuerzas de ligadura sin ro
eque no trabajan si los desplazamientos virtuales no violan las ligaduras.4.4. Componentes de la Fuerza GeneralizadaConsideremos un sistema de N partí
ulas sin restri

iones 
uya 
on�gura
iónqueda determinada por las 
oordenadas 
artesianas ~x = {x1, x2, . . . , x3N} ytambién, por las 
oordenadas generalizadas {~g = g1, g2, . . . , g3N}. Las 
om-ponentes 
artesianas de la fuerza apli
ada son −→

F = {F1, F2, . . . , F3N}, lasque en un desplazamiento virtual realizan un trabajo virtual δW =
∑

Fj δxj .Se de�nen 
omo 
omponentes de la fuerza generalizada al 
onjunto de fun-
iones {
−→
G = G1, G2, . . . , G3N} que satisfa
en el requisito de que el trabajo



4 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANAvirtual de las fuerzas apli
adas sea igual a ∑Gi δgi. O sea,
δW =

3N
∑

i

Gi δgi. (4.1)Nótese que las dimensiones de Gi no son ne
esariamente las de una fuerza;si las dimensiones de δgi son las de un ángulo, enton
es las de Gi serán lasde un torque.Como el sistema no tiene restri

iones, las 3N 
oordenadas son indepen-dientes y las 
omponentes generalizadas de la fuerza quedan determinadasen forma úni
a. Para 
al
ular Gi basta elegir un desplazamiento virtual quehaga variar sólo gi ; enton
es Gi se obtendrá dividiendo el trabajo virtualpor el desplazamiento virtual:
Gi =

δW

δgidonde δW es el trabajo virtual realizado por la fuerza apli
ada.Si el sistema no es libre y existen R e
ua
iones de ligadura holónomas y l =
3N−R grados de libertad, sólo l de las 3N 
oordenadas ~g son independientes.Sin embargo, si llamamos ~q = {q1, q2, . . . , ql} al 
onjunto de l 
oordenadasgeneralizadas independientes, podemos de�nir sin ambigüedad al 
onjuntode l fun
iones −→Q = {Q1, Q2, . . . , Ql} 
omo las 
omponentes generalizadas dela fuerza, si elegimos desplazamientos virtuales , sin ro
e y que respeten lasligaduras. De este modo, podremos es
ribir

δW =

l
∑

i

Qi δqi. (4.2)Como en un desplazamiento virtual sin ro
e que respeta las ligaduras, lasfuerzas de restri

ión no realizan trabajo, δW representa sólo el trabajovirtual de la fuerza apli
ada. Por lo tanto, las 
omponentes generalizadasde�nidas por la E
. 4.2 están aso
iadas ex
lusivamente a la fuerza apli
ada.Luego, la 
omponente generalizada de una fuerza de ligadura es nula.



4.4. COMPONENTES DE LA FUERZA GENERALIZADA 5De ahora en adelante, sólo 
onsideraremos sistemas holónomos e imaginaremosdesplazamientos virtuales que respetan las restri

iones que suponemos sinro
e.Anali
emos enton
es un sistema de N partí
ulas 
on l grados de libertad,sobre el que a
túa la fuerza apli
ada −→
F = {F1, F2, . . . , F3N}, expresadaa través de sus 
omponentes 
artesianas. La 
on�gura
ión del sistema lasuponemos des
rita por las 
oordenadas 
artesianas ~x = {x1, x2, . . . , x3N} ytambién por las 
oordenadas generalizadas ~q = {q1, q2, . . . , ql}. Finalmente,suponemos 
ono
ida las e
ua
iones de transforma
ión de 
ooordenadas

xi = xi(q1, q2, . . . , ql, t) ≡ xi(~q, t), para i = 1, 2, . . . , 3N.Para en
ontrar Qi tenemos dos 
aminos:imaginar un desplazamiento virtual que sólo haga variar qi de modoque la 
omponente Qi de la fuerza generalizada será igual a δW/δqi,
omo indi
áramos anteriormente;o podemos expresar Qi en fun
ión de las 
omponentes 
artesianas dela fuerza apli
ada, 
omo demostramos a 
ontinua
ión.De la e
ua
ión de transforma
ión de 
oordenadas 
al
ulamos
δxi =

∂xi
∂q1

δq1 +
∂xi
∂q2

δq2 + · · · +
∂xi
∂ql

δql +
∂xj
∂t

δt.Sin embargo, el último término es nulo, pues δt es nulo ya que por de�ni
iónel tiempo no varía en un desplazamiento virtual. Luego,
δxi =

l
∑

j

∂xi
∂qj

δqj .Reemplazando en la expresión del trabajo virtual, se obtiene
δW =

3N
∑

i

Fiδxi =
3N
∑

i

Fi

l
∑

j

∂xi
∂qj

δqj =
l
∑

j

3N
∑

i

Fi
∂xi
∂qj

δqj .Comparando dire
tamente 
on la E
. 4.2 que de�ne las 
omponentes de lafuerza generalizada, y puesto que los qk son independientes y arbitrarios
∑

j

Qjδqj =
∑

j

(

∑

i

Fi
∂xi
∂qj

)

δqj ,



6 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANAobtenemos que
Qj =

3N
∑

i

Fi
∂xi
∂qj

, (4.3)que es la expresión que bus
ábamos.4.5. Las e
ua
iones de LagrangeA partir de las e
ua
iones de transforma
ión entre las 
oordenadas 
arte-sianas y las 
oordenadas generalizadas
xi = xi(q1, q2, · · · , ql)
al
ulemos la derivada de xi respe
to del tiempo

dxi
dt

≡ ẋi =
∑

k

∂xi
∂qk

q̇k +
∂xi
∂t

≡ ẋi(~q,~̇q, t). (4.4)La derivada par
ial de ẋi respe
to de q̇j se obtiene de inmediato
∂ẋi
∂q̇j

=
∂xi
∂qj

· (4.5)Ahora, 
al
ulemos
∂ẋi
∂qj

=
∑

k

∂2xi
∂qj ∂qk

q̇k +
∂2xi
∂qj ∂t

·Si 
ambiamos el orden de las derivadas par
iales se obtiene
∂ẋi
∂qj

=
∑

k

∂

∂qk

∂xi
∂qj

q̇k +
∂

∂t

∂xi
∂qj

·Pero, ∂xi/∂qj es fun
ión de ~q y t solamente, por lo que el segundo miembrode la expresión anterior no es otra 
osa que el desarrollo de (d/dt)(∂xi/∂qj).Luego,
∂ẋi
∂qj

=
d

dt

∂xi
∂qj

· (4.6)



4.5. LAS ECUACIONES DE LAGRANGE 7Por otra parte, de la 
omponente ima de la II Ley de Newton obtenemos:
d

dt
(miẋi) = Fi + F ligi ,donde Fi representa la 
omponente 
artesiana respe
tiva de la fuerza apli
a-da. De la expresión de la energ'�a 
inéti
a
T =

1

2

∑

i

miẋ
2

iobtenemos
∂T

∂ẋi
= miẋi,y reemplazando en la e
ua
ión del movimiento resulta

d

dt

(

∂T

∂ẋi

)

= Fi + F ligi .Si multipli
amos por ∂xi/∂qj y sumamos sobre i se tiene
∑

i

{ d

dt

(

∂T

∂ẋi

)

}∂xi
∂qj

=
∑

i

Fi
∂xi
∂qj

+
∑

i

F ligi
∂xi
∂qj

·En el segundo miembro, de a
uerdo 
on la E
. 4.3, la primera sumatoriarepresenta la 
omponente generalizada Qj de la fuerza apli
ada; la segundasumatoria representa la 
omponente j de la fuerza de ligadura generalizaday que es nula según lo dis
utido en la se

ión 4.4. Por lo tanto, la rela
iónanterior se redu
e a
∑

i

{ d

dt

(

∂T

∂ẋi

)

}∂xi
∂qj

= Qj . (4.7)Teniendo presente que
d

dt
(AB) =

dA

dt
B +A

dB

dt
,transformamos el primer miembro de E
. 4.7, 
on lo que resulta

∑

i

d

dt

(

∂T

∂ẋi

∂xi
∂qj

)

−
∑

i

∂T

∂ẋi

(

d

dt

∂xi
∂qj

)

= Qj.



8 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANASi reemplazamos las e
ua
iones 4.5 y 4.6 en la anterior, se obtiene
d

dt

(

∑

i

∂T

∂ẋi

∂ẋi
∂q̇j

)

−
∑

i

∂T

∂ẋi

∂ẋi
∂qj

= Qj,que es lo mismo que
d

dt

∂T (~q,~̇q, t)

∂q̇j
−
∂T (~q,~̇q, t)

∂qj
= Qj. (4.8)La rela
ión anterior representa un sistema de l e
ua
iones diferen
iales desegundo orden para un sistema holónomo 
on l grados de libertad que se
ono
en 
omo e
ua
iones del movimiento de Lagrange.Supongamos ahora, que las fuerzas apli
adas son 
onservativas y derivan deun poten
ial V = V (~x, t) que no depende de las velo
idades , de modo que

Fi = −
∂V (~x, t)

∂xi
·Enton
es, la 
omponente Qj de la fuerza generalizada, de a
uerdo 
on laE
. 4.3, será

Qj =
∑

i

Fi
∂xi
∂qj

= −
∑

i

∂V

∂xi

∂xi
∂qj

,
Qj = −

∂V (~q, t)

∂qj
· (4.9)Para este sistema se de�ne una fun
ión es
alar de la energía llamada fun
iónde Lagrange o Lagrangiano L, de la siguiente manera

L(~q,~̇q, t) = T (~q,~̇q, t) − V (~q, t), (4.10)de modo que podemos expresar las E
ua
iones de Lagrange en fun
ión delLagrangiano. Puesto que V (~q, t) no depende de las velo
idades ~̇q, se 
umpleque
∂V (~q, t)

∂q̇j
= 0.



4.6. CONSTANTES DEL MOVIMIENTO 9Reemplazando en la e
ua
ión de Lagrange, E
. 4.8, y teniendo presente laE
. 4.9, obtenemos
d

dt

∂

∂q̇j
(T − V ) −

∂

∂qj
(T − V ) = 0,o sea,

d

dt

∂L(~q,~̇q, t)

∂q̇j
−
∂L(~q,~̇q, t)

∂qj
= 0. (4.11)Esta segunda forma de las e
ua
iones de Lagrange es apli
able sólo a sistemasholónomos, 
uyas fuerzas derivan de un poten
ial que no depende de lasvelo
idades.4.6. Constantes del MovimientoSe llama 
onstante del movimiento 
ualquier fun
ión φ(~q,~̇q, t) que se man-tiene invariable durante el movimiento del sistema.4.6.1. El Momentum Generalizado ConjugadoSi el Lagrangiano no depende explí
itamente de la 
oordenada generalizada

qj, se di
e que esta 
oordenada es 
í
li
a o ignorable, y del Lagrangiano sedi
e que es 
í
li
o en qj . En este 
aso, enton
es
∂L

∂qj
= 0,y de la e
ua
ión de Lagrange, E
 4.11, se tiene

d

dt

∂L

∂q̇j
= 0,y por lo tanto,

∂L

∂q̇j
= constante.



10 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANASe de�ne el momentum generalizado 
onjugado pj de la 
oordenada gene-ralizada qj 
omo
pj =

∂L

∂q̇j
· (4.12)De a
uerdo 
on lo anterior, hemos en
ontrado que si el Lagrangiano es 
í
li
oen algunas de las 
oordenadas, los momenta 
onjugados respe
tivos son 
ons-tantes del movimiento.4.6.2. La Fun
ión de HamiltonOtra fun
ión es
alar de la energía que en 
iertas 
ondi
iones se 
onserva, yque juega un papel muy importante en el desarrollo de la Físi
a, es la fun
iónde Hamilton o Hamiltoniano H que se de�ne de la siguiente manera:

H =
∑

j

∂L

∂q̇j
q̇j − L, (4.13)o bien

H =
∑

j

pj q̇j − L. (4.14)Estudiemos la varia
ión respe
to del tiempo del Hamiltoniano. De la E
. 4.13obtenemos
dH

dt
=
∑

j

d

dt

(

∂L

∂q̇j

)

q̇j +
∑

j

∂L

∂q̇j
q̈j −

dL

dt
·Pero, L = L(~q,~̇q, t), por lo que

dL

dt
=
∑

j

(

∂L

∂qj
q̇j +

∂L

∂q̇j
q̈j

)

+
∂L

∂t
·Reemplazando esta e
ua
ión en la anterior resulta

dH

dt
=
∑

j

(

d

dt

∂L

∂q̇j
−
∂L

∂qj

)

q̇j −
∂L

∂t
,



4.6. CONSTANTES DEL MOVIMIENTO 11y 
omo las 
antidades entre paréntesis son las e
ua
iones de Lagrange, te-nemos �nalmente
dH

dt
= −

∂L

∂t
(4.15)En 
onse
uen
ia, si el Lagrangiano L no es una fun
ión explí
ita del tiempo,el Hamiltoniano es una 
onstante del movimiento.Si la energía 
inéti
a es una fun
ión 
uadráti
a homogénea1 de las velo
i-dades generalizadas�lo que o
urre 
uando las e
ua
iones de transforma
iónde 
oordenadas no dependen explí
itamente del tiempo�el Hamiltoniano esigual a la Energía Me
áni
a Total. En efe
to,

T =
1

2

∑

i

miẋ
2

i ,y si las e
ua
iones de transforma
ión de 
oordenadas no dependen del tiem-po, o sea, si
xi = xi(q1, q2, . . . , ql),al derivar obtenemos

ẋi =
∑

j

∂xi
∂qj

q̇j,lo que al substituir en T nos da
T =

1

2

∑

i

mi

(

∑

j

∂xi
∂qj

q̇j

)(

∑

k

∂xi
∂qk

q̇k

)

.Finalmente, reordenando podemos es
ribir
T =

1

2

∑

j

∑

k

mjkq̇j q̇k, (4.16)donde las mjk son fun
iones de ~q de�nidas
omo sigue
mjk(~q) = mkj(~q) =

∑

i

mi
∂xi
∂qj

∂xi
∂qk

·1Una fun
ión f(x1, x2, . . . , xs) es homogénea de grado n en las variables x1, x2, . . . , xr,donde r ≤ s, 
uando
f(λx1, λx2, . . . , λxr, xr+1, . . . , xs) = λ

n

f(x1, x2, . . . , xs)para todo λ > 0.



12 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANALa expresión 4.16 muestra que la energía 
inéti
a es una fun
ión 
uadráti
ahomogénea de las velo
idades generalizadas.Como V no es fun
ión explí
ita de ~̇q
∂L

∂q̇i
=
∂T

∂q̇ipor lo que el Hamiltoniano lo es
ribimos 
omo sigue
H =

∑

i

∂T

∂q̇i
q̇i − T + V.Derivando par
ialmente la E
. 4.16

∂T

∂q̇i
=

1

2

∑

k

mikq̇k +
1

2

∑

j

mjiq̇j

=
∑

j

mjiq̇j,y reemplazando en la fun
ión de Hamilton en
ontramos
H =

∑

i

∑

j

mjiq̇j q̇i − T + V

H = 2T − T + V

H = T + V.En resumen, el Hamiltoniano es igual a la energía me
áni
a total 
uandola energía 
inéti
a es una fun
ión 
uadráti
a, homogénea de las velo
idadesgeneralizadas, y que se 
onserva si el Lagrangiano no es una fun
ión explí
itadel tiempo.4.7. Prin
ipio de HamiltonUn problema 
lási
o de matemáti
as es el 
ál
ulo de varia
iones. Se trata deen
ontrar la traye
toria y(x) entre dos puntos (x1, y1) y (x2, y2) para la 
ualtiene un valor extremo (o esta
ionario) la integral
I =

∫ x2

x1

f(y, y′;x) dx,



4.7. PRINCIPIO DE HAMILTON 13donde y′ ≡ dy/dx. Se en
uentra que para que esto se 
umpla, la fun
ión
ono
ida f(y, y′;x) debe satisfa
er la siguiente 
ondi
ión diferen
ial
d

dx

∂f(y, y′;x)

∂y′
−
∂f(y, y′;x)

∂y
= 0,
ono
ida 
omo e
ua
ión de Euler�Lagrange, de 
uya integra
ión es posibleobtener y(x).Se puede extender el resultado anterior al 
aso en que f es fun
ión de nvariables yi(x). Ahora, las 
ondi
iones que debe satisfa
er la fun
ión

f = f(y1, y
′

1; y2, y
′

2; . . . ;x) ≡ f(~y, ~y ′;x)son las siguientes
d

dx

∂f

∂y′i
−
∂f

∂yi
= 0, para i = 1, 2, . . . , n. (4.17)Esto representa un sistema de n e
ua
iones diferen
iales de segundo ordenque se 
ono
en bajo el nombre de e
ua
iones de Euler. Si en este sistema,reeplazamos f por L, yi por qi, y′i por q̇i y x por t, reen
ontramos las e
ua-
iones de Lagrange. La 
on
lusión inmediata es que la fun
ión de Lagrangesatisfa
e las 
ondi
iones para que la integral de a

ión

S =

∫ t2

t1

L(~q,~̇q, t) dt (4.18)tenga un valor esta
ionario. W.R.Hamilton desarrolla estas ideas en 1834 ylas sintetiza 
omo el postulado fundamental de la me
áni
a 
lási
a: de todaslas traye
torias posibles que puede re
orrer un sistema al moverse entre dospuntos en el espa
io de 
on�gura
ión, la naturaleza elige aquella que ha
eesta
ionaria la integral
S =

∫ t2

t1

Ldt.Este enun
iado que se 
ono
e 
omo el Prin
ipio de Hamilton, 
ontiene la mis-ma informa
ión que las Leyes de Newton. Sin embargo, dada su generalidad eindependen
ia del 
on
epto de fuerza, ha sido posible apli
arlo a sistemas nome
áni
os para los 
uales las Leyes de Newton no tienen signi�
ado evidente.



14 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANA4.8. APLICACIONESA4.1.- Las e
ua
iones de EulerSean x1, x2, x3 los ejes del sis-tema lo
al SL que suponemossolidario 
on el sólido, y que
oin
iden 
on los ejes prin-
ipales de iner
ia en el ori-gen, que elegimos en el 
entrode masa. En �n, designemospor X1,X2,X3 los ejes del sis-tema iner
ial SI respe
to a
uyas dire

iones en la Fig.4.1se indi
an los ángulos de Eu-ler que des
riben la orienta
ióndel sólido.Usando 
omo 
oor-denadas generalizadas las 
o-ordenadas del 
entro de masa
X1G,X2G,X3G y los ángulosde Euler ϑ,ϕ, ψ, la velo
idad
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ϑ
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ϕ
ψ

~̇ϑ Figura 4.1:angular del sólido proye
tada sobre los ejes del SL tiene las 
omponentes
ω1 = ϑ̇ cosψ + ϕ̇ senϑ senψ

ω2 = −ϑ̇ senψ + ϕ̇ senϑ cosψ

ω3 = ϕ̇ cos ϑ+ ψ̇,y la energía 
inéti
a se expresa 
omo
T =

1

2
mẊ2

1G +
1

2
mẊ2

2G +
1

2
mẊ2

3G +
1

2
I1ω

2

1 +
1

2
I2ω

2

2 +
1

2
I3ω

2

3 .Evaluando los términos de la E
ua
ión de Lagrange para ψ
∂T

∂ψ̇
=

∂T

∂ω1

∂ω1

∂ψ̇
+
∂T

∂ω2

∂ω2

∂ψ̇
+
∂T

∂ω3

∂ω3

∂ψ̇
= I3ω3,

∂T

∂ψ
=

∂T

∂ω1

∂ω1

∂ψ
+
∂T

∂ω2

∂ω2

∂ψ
+
∂T

∂ω3

∂ω3

∂ψ

= I1ω1(−ϑ̇ senψ + ϕ̇ senϑ cosψ) + I2ω2(−ϑ̇ cosψ − ϕ̇ senϑ senψ)

= I1ω1ω2 − I2ω2ω1,



4.8. APLICACIONES 15y reemplazando en la E
ua
ión de Lagrange, obtenemos
I3ω̇3 − I1ω1ω2 + I2ω2ω1 = Qψ.Para determinar Qψ imaginamos un desplazamiento virtual en que sólo varía

ψ; el trabajo virtual será el de la 
omponente τ3 del torque solamente
δW = τ3δψ = Qψδψ.Por lo tanto,

Qψ = τ3,y reemplazando, llegamos a la e
ua
ión de Euler:
τ3 = I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2ya en
ontrada anteriormente. Las otras dos e
ua
iones de Euler se reen
uen-tran si 
ambiamos 
í
li
amente los subíndi
es.A4.2.- El trompo simétri
o 
on púa �jaElegimos el sistema iner
ial

SI 
on su origen en la púa �-ja, y 
on su eje X3 paralelo a
~g. El sistema lo
al SL lo elegi-mos 
on el mismo origen queel SI; 
on su eje x3 ligado aleje de simetría del trompo, y
on su eje x1 ligado a la líneade nodos, por lo que el eje
x1 está siempre 
ontenido enel plano horizontal pre
esan-do en torno del eje verti
al X3
on velo
idad angular −̇→ϕ . Conesta ele

ión, −̇→ψ representa elspin del trompo relativo al sis-tema SL.
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Figura 4.2:Las 
omponentes de la velo
idad angular del sólido, en el sistema SL son
ω1 = ϑ̇

ω2 = ϕ̇ senϑ

ω3 = ϕ̇ cos ϑ+ ψ̇.



16 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANALa energía 
inéti
a es
T =

1

2
I(ω2

1 + ω2

2) +
1

2
I3ω

2

3

=
1

2
I(ϑ̇2 + ϕ̇2 sen2 ϑ) +

1

2
I3(ϕ̇ cos ϑ+ ψ̇)2,y la energía poten
ial

V = mgd cos ϑ.La expresión del Lagrangiano es enton
es:
L =

1

2
I(ϑ̇2 + ϕ̇2 sen2 ϑ) +

1

2
I3(ϕ̇ cos ϑ+ ψ̇)2 −mgd cos ϑ.Como L no depende explí
itamente del tiempo, se 
onserva el Hamiltoniano.Además, 
omo V sólo depende de ϑ, y 
omo T es una fun
ión homogénea
uadráti
a de ϑ̇, ϕ̇, ψ̇, el Hamiltoniano es igual a la energía me
áni
a, la quese 
onserva. Por último, se observa que L es una fun
ión 
í
li
a de ϕ y

ψ lo que signi�
a que los momenta 
onjugados pϕ y pψ se 
onservan. Las
onstantes del movimiento son, enton
es,
pψ =

∂L

∂ψ̇
= I3ω3 = L3 = cte, (4.19)que impli
a que se 
onserva la proye

ión ω3 de la velo
idad angular delsólido sobre el eje de simetría;

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= Iϕ̇ sen2 ϑ+ I3ω3 cos ϑ = cte = LV (4.20)que es la 
omponente verti
al del momento angular,

E =
1

2
Iϑ̇2 +

1

2
Iϕ̇2 sen2 ϑ+

1

2
I3ω

2

3
+mgd cos ϑ = cte (4.21)que representa la 
onserva
ión de la energía me
áni
a.



4.8. APLICACIONES 17A4.3.- La barra BC de masa m y largo 2a 
uelga de un punto �jo A, a travésde un resorte ideal AB deun largo natural l0 y 
ons-tante k. Si el movimiento delsistema está 
on�nado a unplano verti
al, en
ontrar las
omponentes de la fuerza gen-eralizada que a
túan sobre labarra.El sistema tiene tres grados delibertad y elegimos el largo rdel resorte y los ángulos ϑ y
ϕ 
omo 
oordenadas generali-zadas, tal 
omo señalamos enla Fig. 4.3.

PSfrag repla
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Figura 4.3:Las fuerzas sobre la barra son: la ejer
ida por el resorte −k(r−l0) r̂ y la fuerzagravita
ional mg ̂. El desplazamiento virtual del punto B que es 
ompatible
on las ligaduras lo obtenemos de
~rB = r r̂, por lo que

δ~rB = δr r̂ + r δϑ k̂ × r̂.Luego, si llamamos Qer, Qeϑ y Qeϕ a las 
omponentes generalizadas de lafuerza elásti
a, de a
uerdo a la de�ni
ión dada por la E
. 4.2, obtenemos
δW = −k(r − l0) r̂ · δ~rB = Qer δr +Qeϑ δϑ +Qeϕ δϕ.De aquí resulta de inmediato que

Qer = −k(r − l0) y Qeϑ = Qeϕ = 0.Para 
al
ular las 
omponentes generalizada debidas a la gravedad es
ribimosel ve
tor posi
ión del 
entro de masa
~rG = xG ı̂+ (r cos ϑ+ a cosϕ) ̂,

luego δ~rG = δxG ı̂+ δ(r cos ϑ+ a cosϕ) ̂.El trabajo virtual de la gravedad es
δW = mg ̂ · δ~rG = mg δ(r cos ϑ+ a cosϕ),



18 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANAy si llamamos Qgr, Qgϑ y Qgϕ a las 
omponentes generalizadas de la fuerzadebido a la gravedad, podemos es
ribir
mg(δr cos ϑ− r senϑ δϑ − a senϕδϕ) = Qgr δr +Qgϑ δϑ+Qgϕ δϕ.Por lo tanto,
Qgr = mg cos ϑ, Qgϑ = −mgr senϑ, Qgϕ = −mga senϕ.Las 
omponentes generalizadas de la fuerza neta serán

Qr = Qer +Qgr = −k(r − l0) +mg cos ϑ,

Qϑ = Qeϑ +Qgϑ = −mgr senϑ,

Qϕ = Qeϕ +Qgϕ = −mga senϕ.Otro método para 
al
ular las 
omponentes generalizadas 
onsiste en ex-presar las fuerzas en 
omponentes 
artesianas�proye
tándolas sobre un sis-tema ı̂, ̂, k̂ 
omo el indi
ado en la �gura� y reemplazarlas en la E
. 4.3. Porúltimo, tomando en 
uenta que las dos fuerzas son 
onservativas podemosexpresar las energías poten
iales en fun
ión de las 
oordenadas generalizadasy obtener las 
omponentes usando la E
. 4.9.A4.4.- En
ontrar las e
ua
iones del movimiento de Lagrange en el sistemade la Fig. 4.4, para os
ila-
iones de pequeña amplitud entorno de la posi
ión de equi-librio estable. Suponer que elmovimiento está 
ontenido enel plano verti
al.Como el sistema tiene dos gra-dos de libertad elegimos 
o-mo 
oordenadas generalizadasla posi
ión x de M medidadesde la posi
ión de equilibriodel extremo del resorte, y elángulo ϑ que forma la barra
(m, 2l) 
on la verti
al.
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4.8. APLICACIONES 19La energía 
inéti
a de la barra es
Tb =

1

2
mv2

G +
1

2
IG ω

2

b .Para determinar vG derivamos respe
to del tiempo las 
oordenadas 
arte-sianas del 
entro de masa
XG = x+ l senϑ e YG = l cos ϑy obtenemos:

ẊG = ẋ+ l ϑ̇ cos ϑ e ẎG = −l ϑ̇ senϑ.Luego,
v2

G = Ẋ2

G + Ẏ 2

G

= ẋ2 + l2 ϑ̇2 + 2l ẋ ϑ̇ cos ϑ.La expresión de la energía 
inéti
a del sistema, in
luyendo la de la partí
ulaM es, enton
es
T =

1

2
(M +m) ẋ2 +

1

2
m
(4

3
l2 ϑ̇2 + 2l ẋ ϑ̇ cos ϑ

)

,y la de la energía poten
ial
V =

1

2
k x2 −mg l cos ϑ.Por lo tanto, el Lagrangiano del sistema es

L =
1

2
(M +m) ẋ2 +

1

2
m
(4

3
l2 ϑ̇2 + 2l ẋ ϑ̇ cos ϑ

)

−
1

2
k x2 +mg l cosϑ.Reemplazando las derivadas 
orrespondientes en las e
ua
iones del movi-miento de Lagrange se llega a

(M +m) ẍ+ml ϑ̈ cos ϑ−ml ϑ̇2 senϑ+ k x = 0

4

3
ml2ϑ̈+ml ẍ cos ϑ+mg l senϑ = 0En la posi
ión de equilibrio�en éste ejemplo�x y ϑ son nulos, por lo que
uando hablamos de os
ila
iones de pequeña amplitud signi�
a que debemosreemplazar valores pequeños de x y ϑ, para los 
uales ẋ, ϑ̇, ẍ, y ϑ̈ también loson. Además podemos aproximar
senϑ = ϑ cos ϑ = 1



20 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS DE MECÁNICA LAGRANGIANASi ahora despre
iamos todos los términos que sean produ
tos de dos o más deestas pequeñas 
antidades, o sea linealizando las dos e
ua
iones del movimien-to, obtenemos las e
ua
iones aproximadas válidas para os
ila
iones de pe-queña amplitud
(M +m) ẍ+ml ϑ̈+ k x = 0

ml ẍ+
4

3
ml2 ϑ̈+mg l ϑ = 0.A estas mismas e
ua
iones podemos llegar, si aproximamos el Lagrangiano,pero reteniendo hasta términos de segundo orden, despre
iando los términosde ter
er orden y superiores. En este 
aso, debemos reemplazar cos ϑ por

1 − 1

2
ϑ2. El Lagrangiano aproximado sería

L =
1

2
(M +m) ẋ2 +

1

2
m

4

3
l2 ϑ̇2 +

1

2
m 2lẋ ϑ̇−

1

2
k x2 +mg l (1 −

1

2
ϑ2),del que dedu
iríamos las e
ua
iones anteriores.


