Capitulo 5

PEQUENAS OSCILACIONES

5.1. Introduccién

Muchas veces, las particulas de un sistema fisico experimentan pequenos des-
plazamientos en torno de sus respectivas posiciones de equilibrio estable. El
movimiento de cada particula ser, en general, una funcién que dependera
de las coordenadas de todas las demas, por lo que se dice que el movimien-
to de la coordenada x; estd acoplado al movimiento de las otras particulas.
Este complicado movimiento se puede expresar como una superposicién line-
al de de un numero finito de oscilaciones arménicas de distintas frecuencias
wi,Ww,...,w;, ..., donde cada frecuencia w; representa un estado posible
en el que todas las particulas del sistema oscilan con esa misma frecuen-
cia w;. Siempre es posible elegir las condiciones iniciales de modo que en
el movimiento resultante todas las particulas oscilen con la misma frecuen-
cia. En este caso se dice que se ha excitado uno de los modos normales de
oscilaciéon caracterizado por la frecuencia normal w;.

5.2. Acoplamiento de dos osciladores armoénicos

Para ilustrar las ideas recién expuestas, consideremos el caso de dos os-
ciladores armonicos idénticos, acoplados por un resorte de rigidez K. Supong-
amos que el movimiento de las particulas esta confinado al eje x, y que ambas
tienen igual masa m.
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Como el sistema tiene dos gra-
dos de libertad, elegimos dos

coordenadas generalizadas x 71 T

v xo, medidas a partir de las

posiciones de equilibrio de las MU'W'W
particulas respectivas. En con- k mo m k
secuencia, las energfas cinéti-

ca Ty potencial V del sistema

son: Figura 5.1:
1 1
T= §m¢% + Em:'c%,

1 1 1
V= ik‘x% + §K($2 - 561)2 + 574556%,
y el Lagrangiano del sistema resulta ser entonces:

I 5 1 5 1 1 1
L=T-V = §mx%+§mx§—§kx%—§K(:c2—x1)2— Ek:x% (5.1)

De las ecuaciones del movimiento de Lagrange

doL 9L
dt 837@ 8$Z N

0 para ¢=1,2

obtenemos las dos ecuaciones diferenciales acopladas siguientes:
miy + (K + ]C)l‘l — Kx9 =0, (52)

mxo + (K + ]6)1‘2 — Kz, =0. (5.3)

Estamos interesados en encontrar aquellas soluciones particulares, de entre
todas las posibles, en que ambas particulas oscilan con la misma frecuencia,
o0 sea, estamos buscando los modos normales de oscilacion de este sistema.
Luego, suponemos que las soluciones son de la forma siguiente

x1 = Aj cos(wt + ),

x9 = Ay cos(wt + @),

donde admitimos que ambas soluciones tengan la misma fase si A1 y As
tienen el mismo signo, o que tengan oposicién de fase si A7 y Ag tienen
signos opuestos. Considerando que #; = —w?A; cos(wt + ¢) podemos reem-
plazar estas soluciones en las ecuaciones diferenciales recién encontradas,
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cancelando el factor cos(wt + ¢) y reordenando llegamos a las dos siguientes
ecuaciones lineales y homogéneas en las amplitudes

(K +k —mw?)A; — KAy =0, (5.4)

— KA + (K 4k —mw?)Ay = 0. (5.5)

Para descartar las soluciones triviales A1 = Ay = 0, el determinante de los
coeficientes de Ay y Ay (determinante secular) debe anularse:

K+ k —mw? —-K

-K K+ k — mw? =0

resultando una ecuacion de segundo grado (hay dos grados de libertad) en
w?, llamada ecuacion secular:

(K +k—mw?)? = K2 =0,
de donde obtenemos las dos raices
(£)°
wl — - I}
m

<2K—|—/~c)§
W = .
m

Estas frecuencias se denominan caracteristicas, o propias, o eigenfrecuencias,
o normales, o modales. Hemos encontrado, entonces, que el sistema tiene dos
modos normales de oscilacién representados por las soluciones:

modo (1){ 1 = A COS(u)lt + 301) T9 = Ay COS(u)lt + 301),

modo (2){ 11 = Al cos(wat + 2) 19 = A} cos(wat + ¢2).

Las amplitudes A; no son independientes, puesto que deben satisfacer la
Ec. 5.4 y la Ec. 5.5 para cada w. Al reemplazar wy, obtenemos

Al = A2 = A)
y al reemplazar ws, obtenemos
A =4, —B.
Por lo tanto, las soluciones para los dos modos normales son:

para w = wi, x1 = x9 = Acos(wit + ¢1), (5.6)
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y para w = ws, x1 = —x9 = Bcos(wat + p2). (5.7)

Luego, si imponemos como condicién inicial x19 = x99, las dos particulas os-
cilardn en fase con frecuencia normal wq; este movimiento representa lo que
se llama el modo simétrico de oscilaciéon. En cambio, si elegimos como condi-
ciones iniciales x19 = —x9p, las dos particulas oscilaran en oposicidn de fase
con frecuencia angular ws; este movimiento representa el modo antisimétrico
de oscilacion.

k
w1 = m
o e
— —

2K+k
Wy = m+
e ——
— e

modo antisimétrico

Figura 5.2: Modos normales

Notese que el modo simétrico es el de menor frecuencia. Esto representa una
propiedad de los modos normales de oscilacién: el de més alta simetria es el
que tiene la frecuencia més baja.

Como los modos encontrados son soluciones particulares de las dos ecuaciones
diferenciales acopladas, una solucién general de ellas serd una superposicion
lineal de los dos modos (simétrico y antisimétrico):

x1 = Cq cos(wit + 1) + Co cos(wat + ¢2), (5.8)

xo = C cos(wit + 1) — Co cos(wat + ¢2), (5.9)

donde aparecen cuatro constantes de integracion Ci,Ch, @1, ¥ o deter-
minadas por las condiciones iniciales—posicién y velocidad—de cada una
de las particulas.

EJEMPLO.- Supongamos que en t = 0 se tienen las siguientes
condiciones iniciales:

z0=A4 10 =10 90 =0 T90 =0
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Introduciéndolas en las ecuaciones 5.8 y 5.9, obtenemos

A = C(Cjcosepr + Cscospa,
0 = Chcosp; —Cycosps,
0 = —wiCyseny; —wsCssen g,
0 = —wiCisenyi + wsCysen ws.

De las dos dltimas resulta de inmediato que
senp; =0 = 1 = p2 =0,

lo que al reemplazar en las dos primeras nos da

A = Cl + 025
0 = Cl - 02)
de donde resulta 1
C1 =0y = -A.
2
Por lo tanto, la solucién correspondiente a estas condiciones iniciales
es
1
T = §A(cosw1t+ cos wat),
1
Ty = §A(cos w1t — coswat),

lo que podemos reescribir como

w1 — w2 w1 + w2
r1 = A cos t cos t,
2 2
w1 — Wy w1 + w2
r9 = —Asen 5 t sen t

Las frecuencias son muy parecidas cuando el acoplamiento entre los

osciladores es débil, por lo que %(wl + wy) = w1 &~ we es la frecuencia

aproximada de la oscilacién resultante, y cuya amplitud varia arménica
y lentamente con una frecuencia §(w; — ws).

Hemos dicho que la eleccion de coordenadas generalizadas es arbitraria.
Veamos qué pasa si elegimos como coordenadas generalizadas las siguientes

Y1 = x1 + T2 Y2 = T1 — T2

y las reemplazamos en las ecuaciones 5.2 y 5.3. Se descubre que satisfacen
las ecuaciones diferenciales

. k
y1+—y1 = 0, (5.10)
m

. 2K +k
Yot ———Y2 = 0. (5.11)
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Esto significa entonces, que, cualquiera que sea el movimiento real del sis-
tema, estas nuevas coordenadas se mueven con independencia total (no estan
acopladas); cada una oscila con movimiento armoénico simple; la coordenada

y1 varia con la frecuencia normal wy = \/% correspondiente al modo simétri-
co, y la coordenada 5 oscila con la frecuencia we = \/% Ademas, las
energias cinética y potencial y el Lagrangiano quedan expresados como sumas
de cuadrados de y1, de yo, de g1 v de ys; 0 sea, no figuran términos cruzados
entre estas variables puesto que estdn desacopladas y no interacttan; no hay
transferencia de energia entre estos dos movimientos y cada uno de ellos con-
serva su propia energia. Estas coordenadas que dan lugar a estas propiedades
tan especiales se llaman coordenadas normales. En el presente caso, si yo =0
entonces x; = x2 y el sistema oscila en el modo simétrico; si y; = 0, se tiene
que x1 = —x2 y el sistema oscila en el modo antisimétrico; en otras palabras,
cuando el sistema oscila en un modo normal, s6lo una coordenada normal es

distinta de cero.

5.3. Pequenas Oscilaciones. Caso general

Consideremos un sistema holénomo formado por N particulas con [ grados
de libertad, cuyas fuerzas derivan de un potencial, y supongamos que oscila
en torno de su posicién de equilibrio con pequena amplitud. Para encontrar
el Lagrangiano, primero debemos determinar las expresiones de la energia
cinética y de la potencial en las vecindades de la posicién de equilibrio.

Si suponemos ademés, que las ecuaciones de transformacion de coordenadas
generalizadas a cartesianas no tienen dependendencia explicita del tiempo—
o sea, si ¢; = x;(¢)—la energia cinética debe ser una funcién cuadrética
homogénea de las velocidades generalizadas. Segtin vimos en el capitulo an-

terior, Ec.4.16
1 .
J

donde

=Y, 1
MEj = My m 94, 9ar (5.13)

es una funcién de ¢. Para evaluar las funciones m;, hacemos un desarrollo
en serie de Taylor en torno de la posicién de equilibrio del sistema, teniendo
presente que q, se mide desde la posicion de equilibrio de m,; o sea que en
la posicién de equilibrio el valor de g, es g0 =0, parar =1,2,...,[. Todas
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las cantidades que evaluamos en la posicién de equilibrio llevan un subindice

cero. Luego,
omgjy,

Igr

En esta expansiéon podemos desprec1ar todos los términos en g, y productos
de las coordenadas ya que son muy pequenos y despreciables frente a m o
el que ahora es un naumero constante. Por lo tanto,

mjp = Mjko + E

My = Mkj = Mjko = Cte (5.14)

son nimeros que definen una matriz real, simétrica y positiva puesto que la
energi a cinética es positiva, y de [ x [ elementos, que se suele llamar matriz
de masa generalizada (M).

Para encontrar la energia potencial en torno de la posicién de equilibrio, en
forma andaloga al caso anterior, hacemos otro desarrollo en serie de Taylor:

ov
V(®:%+;6—%JO% ZZ@q@qJ ¢k + -

Como el nivel cero de energia potencial se elige arbitrariamente, tomaremos
Vo = 0. Ademas, en una posicion de equilibrio se cumple que

ox; oV Ox; ov
F; =0, luego =L =0=— 1 = J = 0.
’ Z 7 Oqi Z Oxj Ogy,  Oqy
0 0
Por ultimo, como las oscilaciones son de pequenia amplitud, despreciamos

todos los términos de orden superior al segundo y resulta

1
= 52;/@'1&]‘%7 (5.15)
J

donde

2
kjk = il J = kkj = Cte. (516)

9q;0qy |,

Los ntimeros kj; conforman una matriz real, simétrica, positiva puesto que
la energi a potencial es positiva en torno de la posicién de equilibrio, y de
[ x [ elementos llamada matriz de rigidez generalizada (K).
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Con estas aproximaciones, la funcién de Lagrange queda como sigue
1 .
L=>%" 5 Umgidjdr — kjkdjart, (5.17)
Jj k
y derivando, obtenemos
oL .
i miidi,
94 ; ij4j
d OL .
J
oL
8_% = - Z kijg;,
J

y reemplazando en las ecuaciones de movimiento de Lagrange resulta

Z{m”q] + kijqi} = 0. (5.18)

J

La relacién anterior representa un sistema de [ ecuaciones diferenciales li-
neales con coeficientes constantes y con todas las coordenadas acopladas. La
forma matricial de las ecuaciones 5.18 es

(M)(q) + (K)(@) =0 (5.19)

donde hemos definido la matriz de masa generalizada

mi1 Mmi2 Mmiz - My
(M) mo1 M2 MmM23 --- MY
mpp Ty Myzo o My

y la matriz de rigidez generalizada

ki1 ki kiz - Ey

ko1 koo ko -+ Ky
(K) = : : : .

kn ki kiz - Ky

Como queremos encontrar los modos normales en que todas las coordenadas
oscilan armoénicamente con la misma frecuencia, ensayamos soluciones de la
forma

q; = a; cos(wt + @) para j =1,2,...,1
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luego,
G = —w?a; cos(wt + @)
y reemplazando en Ec. 5.18, resulta
[Z{kﬁw — mijuJQ}aj] cos(wt + gO) =0.
J

Por lo tanto, dividiendo por cos(wt + ) # 0

Z{kjw — mijuJQ}aj =0 (520)
J

La relacién anterior representa un sistema de [ ecuaciones lineales y ho-
mogéneas en las amplitudes a; como las siguientes

(k11 —muw?)ar +  (ki2 —migw?ag +---+  (ky —myw?)a, =0

(ka1 — maw?)ar + (koo — mosw?)az +---+ (kg —maw?)a, =0
: + : + 4 :

(kn —mpw?)ar  + (ke —mpw?ay +---+  (ky —muw?)ay =0

Para descartar las soluciones triviales w, = 0 para r = 1,2, ..., [, el determi-
nante secular, o sea el de los factores de a;, debe ser nulo

2 2 2
k11 —mpw® kg —mpaw® - ky — myw
2 2 2
ka1 — mo1w? koo — maaw® -+ kg — mow
2 2 2
kpn —mpw® kg — mpw* -0 ky — myw

De aqui resulta la ecuacion secular que es una ecuacién algebraica de grado
I en w?. En general, hay [ raices wy,ws,...,w,...,w; que corresponden a
las [ frecuencias normales o propias del sistema. Estas raices son reales y
positivas ya que las matrices (M) y (K) son reales, simétricas y positivas.
Existen tantos modos normales como grados de libertad [, y cada modo
normal estard caracterizado por su frecuencia normal. Al reemplazar w, en
las ecuaciones 5.20 obtenemos las razones entre las amplitudes a1 : a2 : a3 :
.-+ : ap correspondientes a ese modo r™°.

Si usamos la representacién matricial, la Ec. 5.20 queda como sigue

(K)(@) =w?*(M)(@) obien ((K)—-w?(M))(@) =0 (5.21)
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de donde obtenemos el mismo determinante secular. También podemos es-
cribir

(M)~H(K)(a) = w?(a) (5.22)

que es una tipica ecuacién de valores propios. Sus valores propios son los [
valores de w? y sus vectores propios son los [ vectores (@) correspondientes.
Como a cada valor propio w, corresponde un conjunto de amplitudes (vector
propio), debemos introducir un segundo subindice que asi lo indique. Por lo
tanto, designaremos por (d,) al vector propio asociado a la raiz r™®, o sea,
asociado a la frecuencia normal w,. La coordenada generalizada j™* cuando
el sistema esté oscilando en el modo normal ™ sera

¢jr = ajr cos(wrt + @)

Para condiciones iniciales arbitrarias, el sistema oscilard en forma muy com-
pleja. La solucién general de las ecuaciones del movimiento serd una su-
perposicién lineal de las soluciones particulares que representan los modos
normales:

g = Z Ajr cos(wpt + ¢p).
.

Una propiedad interesante de los [ vectores propios es que forman un conjunto
de wvectores ortogonales. En efecto, si en la Ec. 5.21 reemplazamos dos valores
propios w;, y ws resulta

T

wi(M)(@) = (K)(ds).

S

Multiplicando la primera por la matriz traspuesta (ds) de (ds), y la segunda,
por la traspuesta (d@,) de (@) se obtiene

W (ds)(

=
~~
Bl
~—
Il
—
S
S—
—~
3
~~
Bl
~—
ot
DO
w
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por lo que la ecuacién anterior queda como

W2 (@) (M)(@s) = (@) (K)(d@s)- (5.25)

Si a esta ecuacioén le restamos la Ec.5.24 resulta

(wp — w?) (@) (M)(ds) = 0. (5.26)

De aqui tenemos de inmediato que

(@)(M)(ds) =0 para 1 # s (5.27)

o, en forma equivalente

Z Z Mjkajrags = 0 para 1 # s. (5.28)
j ok

Cualquiera de las dos ecuaciones anteriores representa la propiedad de or-
togonalidad de los vectores propios.

5.4. Coordenadas Normales

Supongamos que hemos encontrado una transformacién a un nuevo sistema
de coordenadas generalizadas @ = wuq,us, ..., u; que diagonaliza las matrices
(M) y (K). Esto significa que

1 sik=yj,

mje = Oy y ki =0pk;  donde 5Jk:{o sik#

Introduciendo lo anterior en las ecuaciones 5.12 y 5.15, las expresiones de las
energias cinética y potencial se reducen a

y el Lagrangiano queda
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Vemos que T, V' 'y L son sumas de cuadrados de u; y de 1;; no figuran produc-
tos cruzados como ujuy y jty. Por lo tanto, las ecuaciones del movimiento
de Lagrange no estan acopladas:

mbiiy + khug = 0

+ =0
m;u] + k}uj = 0
' + =0

y cada coordenada u; oscila con movimiento armoénico simple de frecuencia
normal /(k}/m}), en forma totalmente independiente de las demas coorde-
nadas. Cuando el sistema oscila en el modo normal r™° solo la coordena-
da wu, es distinta de cero. Este sistema de coordenadas @ que satisface las
propiedades recién expuestas se conoce como sistema de coordenadas nor-
males.

EJEMPLO.- Encontremos las frecuencias normales del caso inicial,
consistente en los dos osciladores acoplados, usando la representacién
matricial. Recordemos que hay [ = 2 grados de libertad y que elegimos
1y T2 como coordenadas generalizadas.

Para encontrar la matriz (M) comparamos la expresion general de
la energia cinética

1
) .. .. .2
T = E{mnﬂcl + miod1de + Mma1dady + Maods},
con la forma particular correspondiente a la presente situacién

1
T =

= 5{mg‘:§ +ma3}.

Para que ambas relaciones representen la misma cantidad se debe
cumplir que
mip = Mazg =M miz =mg1 =0

w=(3 %)

Para encontrar la matriz K, acudimos a la definicién de sus elementos
(Ec. 5.16) y obtenemos:

Luego,

0V

k1= —| =K+k
11 ax%JO + K,
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0*V
kp=—-=5| =K+k
* ax%Jo o
0*V
kig = ko1 = =—-K.
12 = R21 3$15$2J0

Luego,

(K)<I—(f;rk ;(Iik>

Por lo tanto, el determinante correspondiente a la Ec. 5.20 o Ec. 5.21
sera
K +k — mw? -K
‘ -K K+ k —mw?

=0,
y la ecuacién secular es
(K +k—mw?)? - K? =0,

de donde resultan finalmente las frecuencias normales:
( k ) H (2K + k) H
w1 = — y Wy = .
m m

5.5. La cuerda cargada

Consideremos el sistema formado por una cuerda de longitud ! con sus dos
extremos fijos. Sobre la cuerda se colocan n particulas iguales de masa m
cada una y equiespaciadas en una distacia d.

T

(o L Ui

}
1
1
1
1
ﬁ—}---& ¢ L -]
0 1 j—1 J j+1 n

Figura 5.3: Cuerda cargada

n+1
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En la Fig. 4.4 se ha indicado la cuerda cargada en su posicién de equilibrio y
en una posicién cualquiera. Despreciaremos la masa de la cuerda y la accién
gravitacional sobre las particulas; supondremos que la deformacion 1; de la
cuerda es transversal, pero de pequena amplitud. En esta aproximaciéon se
supone que estos desplazamientos, medidos desde la posicién de equilibrio de
la cuerda, son suficientemente pequenos como para suponer que la tensiéon de
la cuerda es constante e igual al valor 7 que tiene cuando esta en la posicién
de equilibrio.

Recordando que
tg ¥
V1+tg2o

y suponiendo que ¥ es pequeno, podemos aproximar

sen ¥ = :tgﬁ(l—f—tgzﬁ) %,

1
sen v = tg y cosﬂ:1—§tg219:1.

Aplicando lo anterior a la figura, obtenemos

sentyy = %,
sentdy = %

Por otra parte, proyectando en la direcciéon transversal, la segunda ley de
Newton nos da para la particula j

ZFw = —7sent — 7 sendy = mwj

Reemplazando,
. T
my; = o (Y51 — 25 + Pj41], (5.29)

que representa un sistema de n ecuaciones diferenciales y que muestra que
el movimiento de la masa m; esd solamente acoplado a las masas inme-
diatamente vecinas. Este mismo anélisis es extensible a las deformaciones
longitudinales de un resorte, obteniéndose la misma ecuacién anterior si
reemplazamos 7/d por la rigidez k del resorte.

Para determinar los modos normales de oscilacién ensayamos, como ya lo
hemos hecho anteriormente, soluciones de forma armoénica

bj = ay cos(wt + )
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que deben satisfacer las condiciones de borde
Yo = pt1 =0,

pues los extremos de la cuerda estan fijos. Esto, a su vez implica que
ag = ap4+1 = 0.

Reemplazando la solucién particular en la Ec. 5.29 ,resulta

—mw?a; — g (aj—1 — 2a; + aj+1)] cos (wt +¢) =0,

de donde se obtiene

—%aj_l + <2§ — mw2>aj - gaj_i_l =0 (5.30)

para j =1,2,... n.

La relacién 5.30 representa un sistema de n ecuaciones algebraicas, lineales
y homogéneas en las amplitudes a;, cuya soluciéon no trivial exige que el
determinante de los coeficientes sea nulo. Teniendo presente las condiciones
de borde, la expresién del determinante queda como sigue

0
0

Observamos que solo los elementos de la banda diagonal que son inme-
diatamente vecinos a la diagonal del determinante son diferentes de cero;
esto refleja que cada particula interactia con las dos inmediatamente veci-
nas. El desarrollo de este determinante corresponde a la ecuacion secular de
grado n en w?. No nos detendremos a buscar métodos para encontrar las fre-
cuencias normales ni las razones entre las amplitudes. Mas bien exploraremos
lo que ocurre cuando crece el nimero de particulas.

5.6. La cuerda continua y la ecuacién de ondas

Supongamos que el nimero de particulas crece indefinidamente, y que la
distancia entre ellas—que designamos por Az—tiende a cero de modo que
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el largo de la cuerda se mantiene constante e igual a [. Asi, la cuerda con
carga discreta se transforma en una cuerda con distribucién continua de
masa. La masa de cada particulala representamos por Am y tiende a cero
de modo que la masa de la cuerda es constante e igual a m. La densidad
lineal de la cuerda la definimos como p = AA—ZL, en el limite cuando Ax tiende
a cero. Sélo consideraremos el caso en que las particulas son de igual masa
y equiespaciadas, por lo que la densidad lineal p serd constante. En otras
palabras, nos limitaremos a estudiar el caso de la cuerda continua uniforme

(u = cte), de masa m y longitud [ en ausencia de campo gravitacional.

Suponiendo una deformacion transversal ¢(x,t), la ecuacién del movimiento
es la misma que la Ec. 5.29, pero debemos expresarla de acuerdo a la nueva
notaciéon

82
am TABD _ T L A, ) — gl t) + (e + A t) — (e 1) |
pero,
2
Y(x + Az, t) :w(a:,t)—i—%i’wa—i—%%ﬁ(Ax)Q—i--“
V(@ — Az, t) = pla t) — %A;ﬂ %%(M)Lm

y Am = pAx, por lo que al reemplazar en la ecuaciéon del movimiento y
despreciar términos en potencias de (Ax), superiores a dos obtenemos

0*P(x,t) T 821#(1',1‘,).

o2y 022
0 sea,
Phx,t) 1 Py t) (5.31)
Ox? v?2 o2 ’
en la que hemos definido
p=
v=,/— 5.32
. (5.32)

Esta ecuacién 77, que se conoce como la ecuacion de ondas en una dimension,
representa una deformaciéon o perturbacién que se propaga a lo largo de la
cuerda con una velocidad de propagacion o velocidad de fase v.
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