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Sistema de Particulas

1.1. Ecuaciones de movimiento

Esta parte de la Mecédnica, se presenta en forma bastante resumida. Se
presentan las principales definiciones y relaciones cineméticas asi como las
ecuaciones cldsicas de movimiento para un sistema de particulas puntuales
suponiendo interacciones que cumplan el principio de accién y reaccién. Las
definiciones de cantidades Fisicas cineméticas, que involucran las masas, las
posiciones, las velocidades, tales como la energfa cinética, momentum lineal,
momentum angular, son naturalmente relativas al sistema de referencia que
se escoja. Entre esos diversos sistemas de referencia, las relaciones que exis-
tan entre esas cantidades fisicas, se desprenderdn de las transformaciones de
Galileo para sistemas, vea figura (1.1), que se trasladan unos respecto de
otros con velocidad constante v

7! =7 —ut.
Mads en general para sistemas de referencia arbitrarios, admitiendo acele-
raciones y rotaciones de ellos respecto a uno supuesto fijo, las relaciones
entre velocidades y aceleraciones de particulas son méas complicadas. Podemos
adelantar que las relaciones entre velocidades y aceleraciones son

—

= U+ XF +0",

<y
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=
=]

.

Figura 1.1: Transformacién de Galileo

siendo @ = di/dt. Debe notarse que la velocidad y aceleracién relativas son
las derivadas de los vectores posicion y velocidad relativos manteniendo fijas
las direcciones de los ejes méviles, lo cual en algunos textos se indica por

= rel __

= = rel
e OT _ ovu

oot ot

1.1.1. Sistema Inercial de referencia

En la formulacién de la dindmica clésica, se supone la existencia de al me-
nos un sistema privilegiado de referencia, un Sistema inercial de referencia.
Por definicién, un sistema inercial de referencia es aquel (hipotético) sistema
relativo al cual una particula libre tiene velocidad constante o en particular
nula (vea pagina 5 de referencia [5]) . Como consecuencia de la transforma-
cién de Galileo, todo sistema que se traslade con velocidad constante respecto
a uno inercial de referencia, es también sistema inercial de referencia. La e-
xistencia de uno por lo menos, serfa materia de validacién experimental, con
las obvias dificultades que ello presenta. Se acepta que al menos aproxima-
damente, el marco de las estrellas fijas, lo es. Esta es una materia hoy en dia
de acuerdo internacional. En efecto en Agosto de 1997, la Unién Astronémi-
ca Internacional (IAU) decidi6 que a partir del primero de Enero de 1998,
el TAU sistema de referencia celestial sea el sistema (ICRS), en reemplazo
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del sistema FK5. Hay abundantes referencias en la WEB, por ejemplo en
http://hpiers.obspm.fr/webiers/general /syframes /icrsf/ICRS.html.

Definiciones y notacién

Respecto a un determinado sistema de referencia, ver fig.(1.2) (no necesaria-
mente inercial), sean

T e e los vectores posicién de las N particulas

My eeeeeaeann las masas de la particulas

v, =dry/dt ...... la velocidad de la particula .

a; =duv;/dt ...... la aceleracién de la particula .

Foo . la fuerza que actia sobre la particula ¢ producida por
agentes exteriores al sistema.

ﬁj ............... la fuerza que la particula j ejerce sobre la particula i.

P = Somiv; ... el momentum lineal o cantidad de movimiento lineal

del sistema.
Lo =Y m;7; x U; el momentum angular o cantidad de movimiento an-
gular del sistema respecto al origen O.

e =Y m;r;/M . la posicién del centro de masas del sistema.
M=>m; ...... masa total del sistema

Ferst . la fuerza externa resultante.

LEt el torque o momento de las fuerzas externas resultan-

te, respecto al origen O.

En este resumen no se pretende discutir los fundamentos de la formulacién
Newtoniana, cuya mayor dificultad radica en las definiciones (independien-
tes) de Fuerza, masa y aceleracion, asi como en los conceptos de espacio y
tiempo, que supondremos materias conocidas.

1.1.2. Ecuaciones de movimiento

Con respecto a un sistema inercial de referencia, cada una de las N par-
ticulas cumple con la llamada segunda ley de Newton

mid%:ﬁmLZf;j- (1.1)
J#i
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sistema

Figura 1.2: Sistema de particulas

Si las fuerzas de interaccién f;; satisfacen la llamada ley de accién y reaccién,
es decir

fij + [5: =0, y  fiyx(ri—15)=0,
puede demostrarse a partir de las NV ecuaciones de movimiento, las siguientes
dos importantes ecuaciones

dP -
’r = Fert, (1.2)
dlfO Pex
7 — FOt. (13)

La primera de ellas es bastante evidente. Para demostrar la segunda, basta
considerar que

. L1 .

erz x fi = ZZT; x fii = 522@—@) x fi; = 0.

JF JFi J#i

Las ecuaciones (1.2) y (1.3) son, en general, insuficientes para determinar
las posiciones de las particulas siendo la excepcién mds notable un sistema
rigido de particulas, que tiene justamente 6 grados de libertad, o en otras
palabras, que su posicién puede especificarse con solo 6 coordenadas o pa-
rdametros. La segunda de las ecuaciones anteriores, toma la misma forma en
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un sistema especial, no necesariamente inercial, con origen en el centro de
masas G y tal que sus ejes no roten. Es decir, demostraremos que

dLg =,
W — FGt. (14)

Entre el sistema inercial y ese otro mencionado con origen en G, pueden
demostrarse las siguientes relaciones (relaciones de Koenig), consecuencias
simples de la transformacién de Galileo

» TEOREMA 1.1
Teoremas de Koenig

Lo = Mfgxﬁg—FEG

1
K = §MU2G+KG

siendo K¢ y L¢ la energia cinética y momentum angular relativos al sistema
con origen en G.

DEMOSTRACION 1
En efecto, si usamos la transformacion de Galileo, podemos escribir (si los
ejes moviles no rotan)

i = Ti—Tg,
v; = 1_);‘—176%

de modo que resultara

-

Lo = Zmi(ﬁ'+77a) X (0 + vg)

—/ = — 7/ 7/ — — —
= E mi( TP XU +Te X U+ T X Ug + Tg X Ug),

E mﬂ_‘;’/ =0, E mﬁz" =0,

de donde sigue el primer resultado. Similarmente

pero

1
K = §E mi (0 + Ug) - (0 + Ug)
1
= 52 m; (0 - U + U - 0 + Vg - U + Ug - Ua),

de donde sigue el segundo resultado.
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1.1.3. Torque en punto arbitrario

En general, si se considera otro sistema con origen en un punto A, cuyos
ejes no roten, definimos

= . N d . .
LA:Zmi(n—TA) X %(Ti—TA), (1.5)

entonces considere el siguiente desarrollo
— = E m (7 —7T4) X — (75 — 7
dt (Fi = 7a) X G (P = Ta)

= ) m( = 7a) X (G — d@a)
= Y mi x (d; — Ga) — Y miTa X (@ — da)

dL ,
= d—t()—MFGxaA—FAXZF;em—I—MFAX@A
= 3 (Fi = 7a) x B 4+ M(Fy — ) X da.
es decir
dL, =
d—;‘:rgﬂ—Mch’:xaA, (1.6)

de modo que, la relacién entre derivada del momentum angular y torque, es
valida para puntos (A) que cumplan una de las siguientes condiciones:

5 5 —_—
A=G, as =0, a4 paralela a AG.
Usted puede demostrar que ademés se tiene en general.
- . . — . =
LO:MTAxvg+MAGXUA+LA (17)

Aplicaciones de (1.6) pueden verse en [4].

1.1.4. Teorema Energia Trabajo

De las ecuaciones de movimiento es posible escribir una primera integral
de ellas en la forma que sigue, donde, sin perder generalidad, se separan las
fuerzas externas en sus posibles partes conservativa y no conservativa. Ade-
mas se supone que las fuerzas de interaccién son derivables de un potencial de



1.1 Ecuaciones de movimiento 7

interaccion dependiente de la distancia entre las dos particulas y posiblemen-
te de pardmetros propios de ellas dos (masas, cargas, etc.). En el caso de un
sistema rigido de particulas, la tltima suposicién no es necesaria, por cuan-
to el trabajo que realizan las fuerzas de interaccién es nulo, al mantenerse
constantes las distancias entre particulas. Este teorema es

AK +V 4V = Wpre,, (1.8)

donde el trabajo no conservativo (nc) externo (ext) es la integral de linea

2

nc __ _’e;z:t,nc —
152 = / F -dr,

1

V' es la energia potencial asociada a la posible parte conservativa de la
fuerza externa y V™ la energfa potencial de interaccién. Si el lado derecho,
el trabajo realizado por la posible parte no conservativa de la fuerza exterior
es cero, entonces se conserva la energfa mecdnica total del sistema. En el caso
importante de un sistema rigido de particulas, al no variar las distancias entre
las particulas, puede tomarse V" = 0.

EJjercIiciO 1.1.1 Demuestre que la suma de los trabajos internos es cero si
las distancias entre las particulas son invariables.

EJERCICIO 1.1.2 Demuestre el teorema 1.8.

1.1.5. Sistema de dos particulas

El problema definido por el conjunto de ecuaciones (1.1), es en general
no solucionable analiticamente, si N > 3. La principal dificultad consiste en
la imposibilidad de separar variables. El sistema de dos particulas interac-
tuando a través de una fuerza conservativa es un caso soluble de sistemas de
particulas. Tomando en cuenta la validez del principio de accién y reaccion,
las dos ecuaciones para ese caso son
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Esas ecuaciones son facilmente desacoplables utilizando como nuevas varia-
bles las posicién del centro de masa 7¢ y la posicién relativa 7 = 7 — 75
resultando

Midg
a

0,

(7),

siendo 1 la masa reducida del sistema de dos particulas, es decir

Entonces, el problema se ha reducido a resolver el problema de una particula
de masa reducida p en presencia de una fuerza central, con centro de fuerza
en una de las particulas. Este resultado es sorprendentemente simple consi-
derando que el origen (la posicién de una de las particulas) esta acelerado.

EJjercicio 1.1.3 Demuestre que las relaciones de transformacion de varia-
bles pueden escribirse:

T :rG+—M7‘,
9o =Tg — ﬁ?".

EJERCICIO 1.1.4 Demuestre que la energia cinética de un sistema de dos
particulas puede escribirse:

1
Muv} + E,twg.

1
K==
2
EJERcCICIO 1.1.5 En el choque de dos particulas, compruebe la equivalencia
entre conservacion de energia y coeficiente de restitucion unidad.

EJeERrCICIO 1.1.6 Suponga un asteroide esférico de 1 Km de didmetro que tie-
ne una rapidez de 60 [Km/s], con una densidad (como el agua) de 1 [gm/cc].
Determine la energia que deberia liberar una explosion interna para dividir
al asteroide en dos trozos iguales, cada uno formando un dngulo de un grado
respecto a la direccion de la velocidad original.
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1.2. Campo Central de Fuerza

Consideraremos una particula de masa j sobre la cual actia una fuer-
za central conservativa cuya direccién es paralela al vector posiciéon 7. Mds
adelante, al estudiar scattering entre dos particulas consideraremos méds en
detalle la presencia de los dos cuerpos y la transformacion entre coordena-
das relativas y coordenadas del laboratorio Por ahora, el vector posicién 7
representara el vector posicién relativo entre las dos particulas. Si escribimos

la fuerza central como dV( )
— T R
f(f&) - dT T?

y se deducen de aqui, (demuéstrelo)

» TEOREMA 1.2
Se conserva el momentum angular lp = pr X v.

» TEOREMA 1.3
La trayectoria estd sobre un plano fijo, perpendicular al vector constante lo.

Por lo tanto, es suficiente utilizar coordenadas polares (r,6) en el plano del
movimiento. En esas coordenadas, las ecuaciones de movimiento seran

u (% - 7“92) - —d‘;(f) (1.9)

Yy .
lo = ur*f = constante. (1.10)

Eliminando 6 es posible escribir una ecuacién radial para r(¢) y su primera
integral que corresponde a la conservacion de la energia E. Es decir

, <@ B > V()

dt?  p2rs dr
y
L + o + V(r) = E = constante
— r) = E = constante.
ot 2pur?

Si llamamos potencial efectivo para la coordenada radial a

2

l
U =2 +Vv
2/1/7,2 + <T)7
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este es diferente de cero para una particula libre. El efecto del primer término
es siempre repulsivo lo cual se puede entender, para el caso de una particula
libre que se mueve en linea recta, simplemente porque la distancia r al origen
pasa siempre por un minimo. Para potenciales V' (r) atractivos (negativos),
en general pueden haber maximos y minimos de la distancia r, los llamados
puntos de retorno.

1.2.1. Ecuacién diferencial para la 6rbita

La dependencia de las variables polares en el tiempo es compleja. Es
mds simple encontrar la dependencia de la distancia con el éngulo, es decir
encontrar la érbita. En efecto, haciendo uso de la conservacion del momentum
angular, es posible eliminar el tiempo de la ecuacién radial (1.9) mediante
d dod 12 d

At~ dtdo  prrde’

resultando para s = 1/r la siguiente ecuacién diferencial (ecuacién de Binet):

d*s pdV(1/s)
@ 0T T ds

Para un campo de fuerza inverso al cuadrado de la distancia, la integracién
de la tltima ecuacién es simple. Es decir si

siendo K > 0 para el caso atractivo y repulsivo en caso contrario, entonces
la ecuacién se reduce a

d*s 0
— +s= =K,
d6? B
cuya solucién general, en términos de dos constantes e y « es
K
s = 'UT(l —ecos(f — a)),
%)
o bien 2
1
,— ‘O

- uK1—ecos(d —a)’
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directriz

p+rcos@

eje polar

Figura 1.3: Seccién cénica

con e la excentricidad de la érbita y « la orientaciéon del semieje mayor
de la cénica resultante, que son constantes por determinar en términos de
condiciones fisicas conocidas, inicialmente o en un punto de la trayectoria. Si
se considera la definicién de una cénica en términos de un foco y su distancia
a la directriz p, como el lugar geométrico de los puntos del plano tales que
la razén de las distancias al foco y a la directriz es una constante e, la
excentricidad de la cénica, se obtiene una ecuacion de la misma forma. En

efecto, con respecto a la figura (1.3), puede obtenerse
r pe

—— == r=——".
p+rcosf 1 —ecost

En el caso atractivo, K > 0, la trayectoria es entonces una elipse si 0 < e < 1,

parabola

Figura 1.4: Tipos de conicas

una parabola si e = 1 y una hipérbola si e > 1. Valores de e negativos no
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son necesarios de considerar, pues ellos corresponderfa simplemente a rotar
la érbita en 180 grados, lo cual es preferible hacer con un valor adecuado de
a, ver fig.(1.4).

En el caso repulsivo, K < 0, la solucién deberfa escribirse

1% 1
r= :
plKlecos(d —a)—1

es decir, en este caso, las trayectorias son hipérbolas.

EJERCICIO 1.2.1 Demuestre que la excentricidad e en términos de la energia
E estd a dada por

2E1%

Pk

=1+

EJERCICIO 1.2.2 A pesar que la energia E es negativa para orbitas cerradas,
demuestre que el lado derecho en el problema anterior es no negativo.

EJERCICIO 1.2.3 Para el caso de orbita eliptica, demuestre que los semiejes
mayor y menor de la elipse estan dados respectivamente por

21 21

CTUKT— e CpKJT—e2

EJERCICIO 1.2.4 Demuestre la ley de Kepler de los periodos, es decir de-
muestre que el periodo en el caso de movimiento eliptico T estd dado por

Tsz/%a .

EJERCICIO 1.2.5 Una particula estd en orbita circular de radio a en torno
a la tierra, supuesta esférica, en reposo, de masa total M, de radio R, y
sin considerar roce con el aire. Demuestre que si la velocidad de la particula
es repentinamente cambiada por un factor f, la excentricidad de la drbita
resultante es

Nlw

e:|f2—1|.

EJERCICIO 1.2.6 Respecto a la situacion del problema anterior, determine
el factor [ para que la particula pase tangente a la superficie terrestre.
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1.2.2. Expresion integral para la trayectoria

Una forma alternativa para obtener la ecuacion de la érbita o trayectoria,

consiste en considerar
2 [2
fz\/:\/E—V(r)— o
1 2412

o= lo
wr

de donde, eliminando el tiempo, se puede obtener

r(0)
lo 1

o J r2\/E —V(r)—1%/2ur?)

0 = 0 + dr. (1.11)

expresion integral para la trayectoria r(6).

1.3. Sistemas de masa variable

Con algunas consideraciones pueden tratarse sistemas que ganan o pier-
den masa en forma auténomo. Para ello considere un anilisis diferencial de
lo que ocurre cuando un sistema de masa inicial m(t) con una velocidad ¥/(t)
es actuado por una fuerza externa F () e incorpora una cantidad infinitesi-
mal de masa dm(t) la cual tiene, justo antes de incorporarse, una velocidad
u(t). Transcurrido un tiempo dt, las masa del sistema es m(t) + dm(t). La
cuestion es jcudnto ha variado la velocidad del sistema en este proceso? Para
este efecto considere que el sistema total es de masa constante, por lo tanto
podemos usar el hecho que el cambio de la cantidad de movimiento total es
producido por la fuerza F(t) solamente, es decir

—

F(t)dt = (m(t) + dm)(v(t) + dv(t)) — (dmu(t) + m(t)v(t)),
de aqui, despreciando infinitésimos de segundo orden, se establece el resultado

Ft) = m(t)%t) () — 17(t))drg—t(t). (1.12)



14 Sistema de Particulas

Aun cuando el andlisis ha sido hecho para sistemas que ganan masa, el mismo
resultado se obtiene para sistemas que pierden masa, pero en este tltimo
caso u(t) representard la velocidad de los elementos de masa justo después
de abandonar el sistema.

EjEMPLO 1.3.1 Una cadena flexible de longitud total L y de masa total M
se suspende de modo que su extremo inferior estd justo al nivel del suelo y
se suelta. Determine la reaccion que ejerce el suelo sobre el monton que se
acumula mientras la cadena cae. (Se supone que los eslabones son infinitesi-
males y que no rebotan en el suelo).

Solucion. Sea el sistema de masa variable el montén acumulado, de modo
que aqui, en la direccién vertical

v(t) =0, u(t) = —gt, F(t) = R(t) — myg, m = f§gt2.

Por lo tanto, la ecuacién (1.12) nos da

dm
) —mg = —u—
y finalmente
3M
t) = =—g?t%.
R(t) =579
A

EJEMPLO 1.3.2 Una cadena flezible de longitud total L y de masa total M
viene deslizando sobre una superficie horizontal lisa con rapidez v,, en la di-
reccion positiva del eje OX. Al llegar al origen se encuentra con un bloque
de masa M inicialmente en reposo. Determine la posicion del bloque en fun-
cion del tiempo mientras la cadena se acumula contra el. (Se supone que los
eslabones son infinitesimales y que no rebotan en el bloque).

Solucién. Sea x la coordenada del bloque. La masa total del sistema,
bloque maés trozo acumulado sera

m(t) =M+ %(Uot - ZL‘),
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ademds u(t) = vg, v(t) = &, F(t) = 0, de modo que la ecuacién (1.12) conduce
a la siguiente ecuacién diferencial

0= (M+ %(vgt — a:)) i — %(Uo —i)?,

o bien, en términos de una variable auxiliar z = L + vot — x

0 =23+ 3%

. Lug
Z=—,

con condiciones iniciales z(0) = L, 2(0) = v,. Integrando dos veces se obtiene
1
z 2

1
22 = 5[/2 + LUOt,

y finalmente

x =L+ vgt — /L2 + 2Lyt sit < L/vp.

Mis tarde, el sistema contimia moviéndose con la rapidez constante alcanzada
al agotarse la cadena. (Ello ocurre cuando (vot —x)M /L = M, o bien z = 2L)

A

EJEMPLO 1.3.3 Una cadena flexible de masa distribuida uniformemente A
kgm™! estd amontonada en el suelo y se aplica a uno de sus extremos, una
fuerza constante hacia arriba F. Determine la altura de la cadena levantada
en funcion del tiempo.

Solucién. Sea y la altura. Aqui ©v = 0, v = 3, m = Ay, de modo que la
ecuacién de movimiento serd

1 [ di?
F— Ayg = \yij + M2 = =\ <y—y + 2g2)
2 dy

la cual puede ser integrada mediante un factor integrante y. Asf resulta

d
2Fy — 2079 = A—(y*9?),
y y’g dy(yy)

entonces F' — %)\yg = \? de donde se obtiene

. JF 2 Y dy
y_ /\ 3yg> 0 )

— 399

~
I

>

wino
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F 1,

Aunque parezca paradojal, la rapidez inicial del extremo de la cadena después
de aplicada la fuerza no es cero, es 1/ F/\ cuestién que se explica pues se ha
aplicado una fuerza finita, a un elemento infinitésimo de masa. Ademas puede
observarse que la cadena se detiene cuando F' = %)\yg, y para ese instante
el largo levantado tiene un peso \yg = gF , mayor que la fuerza aplicada.
Naturalmente después bajard hasta que finalmente sea A\yg = F.

A

y finalmente

EJEMPLO 1.3.4 Un depdsito cilindrico con base circular de drea A tiene li-
quido (agua por ejemplo) inicialmente hasta una altura ho. Al nivel del suelo
liso, se hace un pequeno agujero circular de drea a por el cual sale agua ho-
rizontalmente. Determine la aceleracion del depdsito producto de la pérdida
de masa.

Solucidén. Sea h(t) la altura del agua en el depdsito, p su densidad. Si
suponemos que la aceleracién no afecta demasiado la superficie del agua,
podemos primero estimar la forma en que decrece la masa del liquido en el
recipiente si a < A, para el depdsito estacionario. La rapidez de salida por el
orificio (relativa al recipiente) serd de magnitud v/2gh, de modo que el caudal
mésico de salida serd p/2gh a. Entonces la masa del liquido disminuye de la
forma

d
d—T: = —py/2¢gha,

m = pAh

Ahora planteamos la ecuacién de movimiento suponiendo que la velocidad
relativa del agua que sale es

u—v=—+/2gh

0 = mn®W oy 2,

0 = pAhdz—(;)—(—\/%_h) (—p\/2gh a),

dv(t)
dt

y

0 = A

—2ga



1.4 Ejercicios 17

y finalmente
dv a

L 99—
at A
mientras quede liquido en el recipiente.

A

1.4. Ejercicios

EJERCICIO 1.4.1 S7 cada particula de un sistema es atraida hacia un punto
fijo 0 con una fuerza proporcional a su masa y a su distancia al punto 0,
demuestre que el centro de masas se mueve como st fuera una particula del
sistema.

EJjercicio 1.4.2 Un conjunto de particulas de masas m, pueden deslizar
libremente sobre alambres paralelos y se atraen una a otras con fuerzas pro-
porcionales al producto de sus masas y a sus distancias. Demuestre que las
particulas efectian oscilaciones armdnicas del mismo periodo relativas a un
plano perpendicular a los alambres y que pasa por el centro de masas supuesto
en reposo.

EJjercicio 1.4.3 Dos particulas iguales se atraen con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de su distancia. S7 las particulas deslizan
sobre correderas lisas en dngulo recto, demuestre que el centro de masas des-
cribe una conica con su foco en la interseccion de las correderas.

EJjERrCICIO 1.4.4 Dos particulas deslizan sobre correderas lisas perpendicu-
lares que se interceptan en 0. Demuestre que si las particulas. se atraen y
ellas parten desde el reposo de posiciones cualquiera sobre las correderas,
ellas llegardn simultdneamente a la interseccion.

EJjErcICcIO 1.4.5 Dos particulas de masas iguales a m se mueven sobre las
correderas lisas perpendiculares OX y OY y se atraen con una fuerza propor-
cional a su distancia siendo K la constante de proporcionalidad. Inicialmen-
te:

z(0) =a, y(0)=a,

#(0) =—-Vy, 9(0)=0,

a) Determine x(t) , y(t).
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b) Determine la ecuacién cartesiana de la trayectoria del centro de masas
del sistema.

EJERCICIO 1.4.6 Dos particulas de igual masa estdn unidas por un resorte
de constante K y largo natural a. Ademds actia entre ambas particulas una
fuerza amortiguadora proporcional a la rapidez de la variacion de la distan-
cia entre ellas. El sistema se coloca en movimiento ddandole a una de las
particulas una velocidad Vy perpendicular a la linea que une las particulas.
Determine Vy si después de un tiempo muy largo, el largo del resorte es 2a.

EJERCICIO 1.4.7 Dos particulas A y B de idéntica masa m, estdn unidas
entre si por una cuerda inextensible de largo a. La particula A se mueve por
una corredera horizontal lisa OX, mientras que la particula B se mueve por
una corredera vertical lisa OY, ambas en un plano vertical. Inicialmente B
estd en O y OA = a, con el sistema en reposo. Si 0 es el angulo en B:

Y
X
o A
L. m
0
[C
Bl m

a) Calcular en funcién de las reacciones que ejercen las correderas sobre
las particulas.

b) Calcular la tensién en la cuerda en funcién de 6.

EJERCICIO 1.4.8 Se tiene el sistema de dos particulas my y my de la figura
en que el resorte, de constante k no tiene masa. Determinar el valor minimo
de la compresion X del resorte, medido respecto de su largo natural, para que
al soltar my se despegue my .
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EJERCICIO 1.4.9 Tres particulas iguales estdan inicialmente en linea recta
wgualmente espaciadas sobre un plano horizontal liso y unidas por dos hilos
de largos “a*. La particula del medio inicialmente estd en reposo y a las
particulas externas se les da una velocidad Vo perpendicular a la linea que

las une. Calcule la velocidad con que chocan las particulas.

1.4.1. Sistemas de masa variable

EJjercicio 1.4.10 Una cadena de longitud L y masa total M se suspende
verticalmente de modo que su extremo inferior estd justo a nivel del suelo. St
la cadena se suelta, determine la reaccion la accion contra el suelo mientras
la cadena se deposita cayendo por su propio peso.

EJERcCICIO 1.4.11 Una cadena de longitud L y masa total M estd amonto-
nada sobre el suelo. Si la cadena se levanta de un extremo aplicando una
fuerza constante F hacia arriba, determine la altura que sube la cadena en
funcion del tiempo. Discuta sobre la altura mdxima que alcanza la cadena,
supuestamente muy larga de tal modo que siempre queda cadena depositada.

Ejercicio 1.4.12 Una gota esférica de agua atraviesa una capa de nube
en reposo. Suponiendo que se condensa agua por unidad de tiempo sobre la
gota, proporcionalmente a su superficie con constante de proporcionalidad K
conocida, determine como crece el radio de la gota con el tiempo y como varia
la altura de ella a medida que transcurre el tiempo.
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EJjercIiCciO 1.4.13 Un carrito, inicialmente de masa M y en reposo sobre un
plano horizontal liso, comienza a moverse debido a que es impulsado por un
chorro continuo de masa que se le va incorporando. Dichas masas salen desde
el punto de partida (como de una ametralladora) con rapidez Uy y a razén de
A unidades de masa por unidad de tiempo y se incrustan en el carrito cuando
lo impactan. Determine la forma en que varian la aceleracion, la velocidad y
la posicion el movil con el tiempo.

Ejercicio 1.4.14 Un cohete de masa total M de la cual una fraccion fM,
con f menor que uno, es de combustible, descansa verticalmente antes de
encender los motores. Si se encienden los motores que arrojan masa a razon
de unidades de masa por unidad de tiempo y con rapidez relativa al cohete
Uy, establezca la condicion que debe cumplirse para que el cohete comience
a despegar de inmediato. Para este caso, determine la mdxima altura que
alcanza, suponiendo aceleracion de gravedad constante y despreciando el roce
con el aire.

EJjercicio 1.4.15 Una cadena de largo total M y longitud L, flexible, es
sostenida colgando de modo que su extremo inferior estd justo al nivel del
suelo. Si el extremo superior de la cadena se suelta, determine la reaccion
del suelo contra la parte depositada, en funcion del tiempo.

EJERCICIO 1.4.16 Una cadena flexible tiene masa total M y longitud L. La
cadena estd inicialmente amontonada en el suelo. Una cuerda se hace pasar
sobre una polea lisa, uno de los extremos unido a un extremo de la cadena
y el otro extremo de la cuerda a un particula de masa M. Si la particula se
suelta partiendo del reposo

a) escriba la ecuacién de movimiento para el extremo de la cadena.

b) determine la rapidez del extremo de la cadena en funcién de su posicion.

EJERCICIO 1.4.17 Una particula describa una orbita circular en un, campo

de fuerzas dado por
K

r2

F(r) =

Demostrar que si k disminuye bruscamente a la mitad de su valor inicial, la
orbita la particula se hace parabdlica.
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EJjercicio 1.4.18 Calcular explicitamente la media temporal (o sea, la me-
dia en un periodo completo) de la energia potencial de una particula que se,
mueve, sobre una drbita eliptica en un campo central en el que la fuerza obe-
dece la ley de inversa del cuadrado de la distancia. Expresar el resultado en
funcion de la constante de proporcionalidad de la fuerza y del semieje mayor
de la elipse. Efectuar un cdlculo similar para la energia cinética. Comparar
los resultados y comprobar el teorema del virial en este caso.

EJERCICIO 1.4.19 Dos particulas iguales que se mueven bajo la influencia
atraccion gravitacional mutua, describen orbitas circulares una en torno de
la otra con. un periodo . Si repentinamente se detienen y caen una sobre la.
otra, demostrar que chocardn después de un tiempo

-
42
EJERCICIO 1.4.20 Dos masas que se atraen, my y my (my+ mp= M), estin

separadas una distancia ry y se las suelta a partir del reposo. Demostrar que
cuando la distancia sea r menor que ry, las velocidades serdn

vt =ma /3 (G — )
vy =mi[3F(E - 1)

EJERCICIO 1.4.21 Demuestre que la velocidad areolar es constante en, el
caso de una particula se mueva bajo la accion de una fuerza atractiva dada
por F(r) = —Kr . Calcule las medias temporales de las energias cinética y
potencial y comparar con los resultados que da el teorema del virial.

EJERCICIO 1.4.22 FEstudiar el movimiento de una particula repelida por un
centro de fuerzas de acuerdo con la ley F(r) = kr. Demostrar que la orbita
solo puede ser hiperbolica.

EJERCICIO 1.4.23 Una particula se mueve bajo la influencia de una fuerza

central dada por
K
F(r)=——.
(==
Demuestre si la orbita es circular y pasa por el centro de fuerzas, entonces
n=>o.
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EJERCICIO 1.4.24 Suponga un cometa que describe una orbita parabdlica en
el mismo plano que la orbita terrestre. Si la menor distancia del cometa al
Sol es vR; donde R; es el radio de la drbita de la Tierra (supuesta circular)
< 1, demostrar que el tiempo que el cometa pasa dentro de la orbita terrestre
viene dado por

2(1 —y)(1 + 2v)/37 anos

¢ Cudntos dias estard el cometa en la orbita terrestre, si se acerca al Sol
hasta distancia del perihelio de Mercurio?

EJERCICIO 1.4.25 FEstudiar el movimiento de una particula en un campo de
fuerzas centrales que sigue la ley de proporcionalidad inversa del cuadrado de
la distancia, si ademds se superpone otra fuerza de magnitud inversamente
proporcional al cubo de la distancia entre la particula y el centro de fuerzas.

Es decir,

F(?‘):—E—i

2 3
con K > 0.Demuestre que la trayectoria es una elipse que rota o precesa

EJERCICIO 1.4.26 Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral dada porr = k0,
siendo k una constante.

EJERCICIO 1.4.27 Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral logaritmica dada por
r = Ke® siendo k y a constantes.

EJErCICIO 1.4.28 Una particula de masa unidad se desplaza desde el infi-
nito a lo largo de una recta que, de sequir, haria que la particula pasase a
una distancia bv/2 de un punto P. Si la particula es atraida hacia P con
una fuerza proporcional a T% y el momento angular respecto de P es vk /b,

demuestre que la trayectoria estd dada por
r = beoth(6/v/2).

EJjerciciO 1.4.29 Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerzas
con una fuerza proporcional a la distancia de la particula del centro. Demues-
tre que la trayectoria es una curva plana que puede ser representada por las

ecuaciones:
xr = Acos(nt + ),

y = Bsin(nt + f3).
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EJjErcIiCIO 1.4.30 Determine la fuerza central si la drbita es una circunfe-
rencia y el centro de fuerza estd situado sobre la circunferencia.

EJjerciciO 1.4.31 Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerza 0
por una fuerza de forma K/r*. La particula es lanzada desde un punto P con
una velocidad. de magnitud Vo en un dngulo o respecto de OP. Demuestre
que la drbita es una elipse st OP < 2K/V. Determine ademds en términos
de m, K, Vy ,a , y OP = ry la excentricidad de la orbita y la inclinacion del
eje mayor respecto de OP.

EJERCICIO 1.4.32 Admitiendo que la tierra es una esfera fija de radio R y
despreciando la resistencia del aire, considere el lanzamiento de un proyectil
con rapidez inicial Vo formando un dngulo &, con la vertical del lugar. Si

V2 2GM
* R ’
donde G es la constante de gravitacion, M la masa terrestre y Vo < Vi ,

demuestre que la excentricidad y la ecuacion de la trayectoria del proyectil
son:

e = /1 — (sin?(28) sin?(&,))
R/r = (1 - ecos(f — o)) /2sin®(3) sin(&,)

stendo
. _ VO
sinf§ = £

sina = sen?Bsen(2€,) /e

EJERCICIO 1.4.33 Con respecto al problema anterior, Vy < V,/\/2 demues-
tre que el dngulo de disparo para tener un alcance maximo estd dado por:

siné, = —
RN (VAR
y el dngulo mdximo por
. (Vo/V2)?
0/2) = ————
sin(60/2) S TATAE

5 Qué ocurre si Vo >V, /2 ?
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EJERCICIO 1.4.34 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio R con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversamente
proporciona al cuadrado de la distancia de la particula al centro. Si repenti-
namente la rapidez se reduce a la mitad, determine en términos de Ry y Vj:
la ecuacion de la nueva orbita, su excentricidad y la distancia minima de la
particula al centro durante el movimiento siguiente.

EJjerciciO 1.4.35 Una particula de masa m = 1 es atraida por una fuerza
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia a un punto fijo 0y se
mueve describiendo la elipse:

100

’r‘:—
1—%0089

St en el punto mds alejado de su trayectoria, la rapidez de la particula es
V. =1, determine la constante de la ley de fuerza. St en el punto mds
alejado, la rapidez de la particula es duplicada, determine la ecuacion de la
nueva orbita.

EJERCICIO 1.4.36 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio Ry con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro. St
repentinamente la rapidez de la particula se aumenta a V = \/aVy siendo
a >1. Demuestre que si o > 2 la particula se aleja hasta el infinito. En
cambio st a < 2, determine la ecuacion de la nueva orbita en términos de
Ry, Vo y «.

EJERCICIO 1.4.37 Determine las posibles leyes de fuerza central si una par-
ticula describe bajo su accion una circunferencia, con el centro de fuerzas en
el interior del circulo.

EJjercicio 1.4.38 Considere una particula que se mueve en un campo cen-
tral atractivo K/r* con K < 0, Demuestre que para un momentum angular
dado, la minima energia que puede tener la particula es:

mK?
212

EJERCICIO 1.4.39 Un cohete de masa m es disparado desde un punto de la
superficie de la tierra con una rapidez inicial Vy haciendo un dngulo &, con

E=—
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la vertical del lugar. Despreciando la rotacion terrestre, la resistencia del aire
y el movimiento de la tierra, demuestre que la excentricidad de la trayectoria
estd dada por:

2 =14 R2Visen®¢, ( 2 _ QG_M)

G2 M?2 0 R )’
y la trayectoria es:
R?*VZsen?¢,
GM(1—ecos(d —a))

Aqui R es el radio terrestre, M la masa de la tierra y G la constante de
gravitacion. ;Cudl es la ubicacion del eje polar?

r =

EJERCICIO 1.4.40 Respecto al problema anterior, suponga que Vo = /GM/R
y &y = 30°. Demuestre entonces que el proyectil caerd de regreso a la tierra en
un punto situado a una distancia Rm/3 del punto de partida, medida sobre la
superficie de la tierra. Demuestre ademds que la altura mdzima del proyectil
sobre la superficie terrestre es de alrededor de 0,866 R.

EJjErcICIO 1.4.41 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio Ry con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro. Si
repentinamente la velocidad se reduce a la mitad, determine en termino de
Ry y Vi la ecuacion de la nueva orbita.

EJERCICIO 1.4.42 Un satélite estd en drbita ecuatorial geo estacionaria, es
decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados, la
masa terrestre M, la constante de gravitacion G, §2 la velocidad angular te-
rrestre. Determine la ecuacion de la nueva orbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente aumentada al doble.

EJsErCICIO 1.4.43 Un satélite de masa m esta en orbita circular de radio 2R
en torno a la tierra supuesta esférica, de masa M y radio R, en reposo y sin
atmdsfera si la velocidad se altera en un punto de la drbita en un factor f,
determine:

a) la ecuacion de la nueva drbita.

b) el rango de valores de f para los cuales el satélite chocard con la tierra.
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c) el rango de wvalores de f para los cuales el satélite se aleja indefinida-
mente.

EJjERCICIO 1.4.44 Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria, es
decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados, la
masa terrestre M, la constante de gravitacion G, 2 la velocidad angular te-
rrestre . Determine la ecuacion de la nueva orbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente reducida a la mitad.

EJeErcicio 1.4.45 Considere la tierra como esférica, en reposo de masa M y
radio R, sin atmdsfera. Se lanza un proyectil con rapidez inicial Vy formando
un dngulo B respecto a la horizontal. Determine el arco que el proyectil recorre
hasta llegar al suelo (si lo hace). Discuta las condiciones bajo las cuales el
proyectil cae nuevamente al suelo. La constante de gravitacion es G.

1.4. Los problemas resueltos

1.4.1. Sistema de particulas

EJERCICIO 1.4.1 S% cada particula de un sistema es atraida hacia un punto
fijo 0 con una fuerza proporcional a su masa y a su distancia al punto 0,
demuestre que el centro de masa se mueve como si fuera una particula del
sistema.

Solucion. Para cada particula
m;d; = —Kmr;

es decir que cada particula se mueve de acuerdo a

a; = —Kr;.
Pero ~
= > Mt
CM —
M
L > md;
deM = Ty

de modo que si sumamos todas las ecuaciones, obtenemos

Mdey = —KMrey
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0 sea
acy = —Krom

misma ecuacién de movimiento que la de cada particula.

A

EJjERrCICIO 1.4.2 Un conjunto de particulas de masas m, puede deslizar li-
bremente sobre alambres paralelos, atrayéndose unas a otras con fuerzas pro-
porcionales al producto de sus masas y distancias. Demuestre que las parti-
culas efectian oscilaciones armonicas del mismo periodo relativas a un plano
perpendicular a los alambres y que pasa por el centro de masa supuesto en
TePOSo.

Solucién. Supongamos que las correderas estdn en direcciéon OX y con-
sidere dos de ellas de indices i, j. La ecuacién de movimiento de la m; en la
direccién OX serd

m;T; = Z Kmym;d;; cos 0;;
J#
donde d;; indica la distancia entre las de indice 7, j, y 0;; es el dngulo que
forma la linea de la fuerza con el eje OX.

Entonces podemos escribir
J#
Por otro lado la posicién X del centro de masas es

domir, Y@
Tom = M = N y
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entonces incluyendo ¢ = j se tiene

¥ = KmZ(acj — ;)
J
= KmNZL’CM—KmNIZ‘,

es decir
ZCl + AK—WL]\[(Z'Z - (L‘CM) = O,

prueba lo pedido, porque
w? = KmN

es independiente de 1.

A

EJjErCICIO 1.4.3 Dos particulas iguales se atraen con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de su distancia. Si las particulas deslizan
sobre correderas lisas en dngulo recto, demuestre que el centro de masa des-
cribe una conica con su foco en la interseccion de las correderas.

Solucién. Considere la figura. Sea © = d cosf, y = dsin § entonces tene-
mos por aplicacién de la segunda Ley de Newton que

C
d
0
k k
mr = —FCOSQz—ECOSQZ—ﬁx
my = —FSinﬁz—ﬁsjngz_ﬁy

d? d?
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por otro lado oy = 5y You = %, rToM = g entonces podemos escribir
. k
Tem = —8—3$CM )
mréoy
. k
Yom = T Youm,
Mrén
que equivale a
. koo
acm = —8—37“ CM-

O sea el centro de masas es atraido hacia el origen con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de su distancia al origen. Problema que se
estudia en campo central de fuerzas y se demuestra alli que la trayectoria es
necesariamente una seccién conica.

A

EJjErciciO 1.4.4 Dos particulas de igual masa deslizan sobre correderas lisas
perpendiculares que se interceptan en 0. Demuestre que si las particulas se
atraen y ellas parten desde el reposo desde posiciones cualquiera sobre las
correderas, ellas llegardn simultdneamente a la interseccion.

Solucién. Con una figura andloga a la del problema anterior, tenemos
que

mit = —Fcos@z—F%
maij = —FsinH:—F%

de donde
mizy — meyx = 0.

Como las masas son iguales entonces
d
a(iy —yz) = 0.

Entonces 2y — yx es constante e igual a cero porque las particulas partieron
del reposo, o sea
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o bien

SHRSD
< |

que puede integrarse dando

Iny = Inc+Inx,

Yy = cx
o sea si x = 0 entonces simultdneamente y = 0.

A

EJERCICIO 1.4.5 Dos particulas de masa m cada una se mueven sobre las
correderas lisas perpendiculares OX y OY y se atraen con una fuerza propor-
cional a su distancia, siendo K la constante de proporcionalidad. Si inicial-
mente:

z(0) =a, y(0)=a,

#(0) = =Vo, 9(0) =0,
a) Determine z(t) , y(t) y b) Determine la ecuacion cartesiana de la trayec-
toria del centro de masa del sistema.

Solucién. Similarmente tendremos

mi = —Fcost =—Kdcosh =—Ku
mj = —Fsinf) =—Fdsinf =—Ky
de modo que
x(t) = Acoswt+ Bsinwt,

= w(—Asinwt + Bcoswt),

)

) = Ccoswt+ Dsinwt,

)

) = w(—Csinwt+ D coswt)

y colocando las condiciones iniciales dadas

a = A,
a = C,
_‘/0 = MB,

0 = wD
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entonces

a)

v
#(t) = acoswt — — sinwt,
w

y(t) = acoswt.

b) Las coordenadas del centro de masas son

Vo .
oy = :—acoswt—Q—smwt,

2 w

N oS

Yyom = = §acoswt,

de donde debemos eliminar ¢, obteniendo

que se puede escribir asi

% 1%
21 _02 —9 2: _02'
P+ ()2 g a2 = (L)

Esto es se trata de una elipse.

A

EJERCICIO 1.4.6 Dos particulas de igual masa estdn unidas por un resorte
de constante k y largo natural a. Ademds actia entre ambas particulas una
fuerza amortiguadora proporcional a la rapidez de la variacion de la distan-
cia entre ellas. El sistema se coloca en movimiento dandole a una de las
particulas una velocidad Vi perpendicular a la linea que une las particulas.
Determine Vg si después de un tiempo muy largo, el largo del resorte es 2a.

Solucién. Mirado desde el centro de masas, que por viajar a velocidad
constante vg = %‘/0 es un sistema inercial, tenemos que las particulas al
comienzo y al final (una vez que las oscilaciones terminan) giran en circun-

ferencias alrededor de el. Asf al comienzo

1. a 1. a
L. = m=v.2 1y 8
a = malog +mghg
1
= —mWja.

2
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Al final, si V' son las rapideces respecto a (G, entonces
Loa=mVa+mVa=2mVa.

Como el momentum angular es constante
1
V=-V.
170

Ademsds, para el movimiento circular de cada particula
2

mV— = K(2a — a),

a
luego
v Ka?
m
y finalmente
| K
Vo =4V = 4day| —.
m

A

EJjercICIO 1.4.7 Dos particulas A y B de idéntica masa m, estdn unidas
entre st por una cuerda inextensible de largo a. La particula A se mueve por
una corredera horizontal lisa OX, mientras que la particula B se mueve por
una corredera vertical lisa OY, ambas en un plano vertical. Inicialmente B
estd en O y OA = a, con el sistema en reposo. Si 0 es el dngulo en B:

Y
X

o &

e~ m

0

(
Bl m
problema

a) Calcular en funcion de 0 las reacciones que ejercen las correderas sobre
las particulas. b) Calcular la tension en la cuerda en funcion de 6.
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Solucién. Llamemos N4, Np, las reacciones normales de las correderas
sobre las particulas y 7' la tensién de la cuerda. Tenemos

T4 = asind, yp = —acos b,
de alli calculamos
@4 = afcosh, U = afsin,

y conservacién de energfa da
1 52 S
E= 5ma 0 cos” 0 + 5ma 0 sin“ 6 — mga cosf = 0,

de donde despejamos

. 2
92 ) cos .
a

La segunda ley aplicada a cada particula da

mis = —T'sinb,
0 = Ny—mg—Tcosb,
0 = Np+Tsinf

miyg = T cosh —myg
de la primera
m . m d> 0
=— Ta=— —asin
sing” sin 6 dt? ’

como se conoce 6 estas derivadas se hacen resultando
T = 3mgcos?,
y entonces

Ny = mg+ 3mgcos®0,
Np = —3mgcosfsinf.

A
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EJERCICIO 1.4.8 Se tiene el sistema de dos particulas my y ms de la figura
en que el resorte, de constante k no tiene masa. Determinar el valor minimo
de la compresion X del resorte, medido respecto de su largo natural, para que
al soltar my se despegue my .

problema

Solucién. Llamemos y a la coordenada de m;. Inicialmente
y(0) =l ——— X,  y(0)=0.

Esto porque el peso de m; ya comprime el resorte en 4. Sea N, la reaccién
del suelo sobre ma, entonces las ecuaciones de movimiento (antes que ms
despegue) son

miji = —mig+k(lo —y),
0 = —k(lo —y) —mag + Na.
Debemos integrar la primera que la reescribimos asf

. k kly
h+t—y=—-g+—,
m1 mq

que tiene solucién particular

y solucién homogénea

k k
Yin = Acosy|—t + Bsiny [ —t,
mi mi
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luego la solucién general es

k k
y(t):lo—w-l—Acos\/—t—I—Bsin\/—t.
k ma mi

Como la velocidad inicial es cero debe ser B = 0, luego

y(t) Ilo—%‘i‘ACOSw/milt,

imponiendo condicién inicial resulta

mig mig
lp——+A=j—— - X
0 2 + 0 2

de donde A = —X entonces

mag k
et —_— —0.
y(t) =lo p X COS”mlt

Ahora podemos evaluar la reaccién normal en funcién del tiempo

Ny = k(lo —y)+mayg

= /{:(@—kXcos\/ﬁt)qugg
k ma
| k
= (m1+ma)g+ kX cosy/—t,
my

que muestra que N, comienza a disminuir con el tiempo y que se anularia
con el miimo valor de X si

(ml + m2)9 - kal’n = 07

luego
Xmin - (ml —;—m2)g

A

EJERCICIO 1.4.9 Tres particulas iguales estdn inicialmente en linea recta,
tqualmente espaciadas sobre un plano horizontal liso y unidas por dos hilos
de largos * a* . La particula del medio estd inicialmente estd en reposo, y a las
particulas externas se les da una velocidad Vo perpendicular a la linea que

las une. Calcule la velocidad con que chocan las particulas.
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Solucién. Al partir si x es la direccién perpendicular a la linea que une
las particulas entonces

P, = 2mVy
1 2 1 2
= mVg.
Justo antes del choque, Las tres particulas tienen la misma componente de

velocidad en x, llamémosla u, y dos particulas tienen la misma rapidez v en
el eje y entonces

P, = 3mu
= i’)lmu2 + 21mv2
) 2
Conservacién de P, y K implica
2
==V
u 3 0
Y 32
5(5‘/0)2 +U2 — %2
entonces )
v = —\/gVO.
3
A

1.4.2. Sistemas de masa variable

EJERrcICIO 1.4.10 Una cadena de longitud L y masa total M se suspende
verticalmente de modo que su extremo inferior estd justo a nivel del suelo.
Si la cadena se suelta, determine la reaccion del suelo, mientras la cadena se
deposita cayendo por su propio peso.

Solucién. Tenemos para el eje Y vertical

dv dm
Fy = m% — (U —’U)g
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Si tomamos el montén depositado como sistema, entonces los eslabones que
se incorporan tienen una velocidad

u = _gtv

la masa m(t) después de transcurrido un tiempo ¢ serd

= ——gt?
m ng7
dm-_ M,
a LI

luego

M1
N = —=¢*?
7290
3M .,
222 22
219

A

EJjErcICIO 1.4.11 Una cadena de longitud L y masa total M estd amonto-
nada sobre el suelo. Si la cadena se levanta de un extremo aplicando una
fuerza constante F hacia arriba, determine la altura que sube la cadena en
funcion del tiempo. Discuta sobre la altura mdrima que alcanza la cadena,
supuestamente muy larga de tal modo que siempre queda cadena depositada.

Solucioén. La densidad lineal de masa de la cadena es

A=—.
L

Sea y el trozo levantado en tiempo . Tenemos

dv dm
F—mg—mg—(u—v)g,
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siendo u = 0, m = Ay, de manera que

dmv
F=mg = ==

d .
F—)yg = @(Ayy)

Para integrar, multiplique por ydy, resultando

i i 1,.
Fydy — M\ygdy = Ayyd(yy) = Ad(§y2yQ),

que al ser integrada da

2 3 2
simplificando
2
[ Aggy — AR

o bien

y finalmente

P R

de donde se despeja

6V () — Mgt
D)

_ (@%)t

La altura maxima corresponde a y = 0 lo que da

_3F
ymax - 29)\'
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A

NoTA 1.1 Usted puede extranarse que el peso maximo levantado es mayor
que la fuerza aplicada y ademds que y(0) = /F/X a pesar que la cadena
partié del reposo. Hay una singularidad pues en el instante inicial, una fuerza
finita [’ es aplicada a un elemento infinitésimo de masa y ello provoca un
cambio repentino de velocidad. Ademds por la inercia, la cadena sobrepasa
la posicién de equilibrio.

Ejercicio 1.4.12 Una gota esférica de agua atraviesa una capa de nube
en reposo. Suponiendo que se condensa agua por unidad de tiempo sobre la
gota, proporcionalmente a su superficie con constante de proporcionalidad K
conocida, determine como crece el radio de la gota con el tiempo y como varia
la altura de ella a medida que transcurre el tiempo.

Solucién. Sea R el radio de la gota, S su superficie, m su masa. Tenemos

dm
— = K&.
dt
Si p es la densidad tenemos
4
m = §7TR3p,
dm dR
— = 4rR*—p= K4nR?
dt TP T A
entonces
ar _ K
dt  p’
si el radio inicial Ry es despreciable, entonces
Kt
R(t) = —.
p
La ecuacién de movimiento de la gota que cae, con u = 0, serd
dv ( >dm d (mov)
—-mg=m— — (u—v)— = —(mv
I= " at dt
donde la masa es conocida pues
4 Kt, 4 K3
m(t) = §7T(7) P=3T
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de manera que se puede integrar

/t4 K33 g L K3 y
mv=— [ =T = —-m—gt",
03 27 3" 27

de donde se obtiene

Asi resulta finalmente

EJjErcIiCciO 1.4.13 Un carrito, inicialmente de masa M y en reposo sobre un
plano horizontal liso, comienza a moverse debido a que es impulsado por un
chorro continuo de masa que se le va incorporando. Dichas masas salen desde
el punto de partida (como de una ametralladora) con rapidez Uy y a razén de
A unidades de masa por unidad de tiempo y se incrustan en el carrito cuando
lo impactan. Determine la forma en que varian la aceleracion, la velocidad y
la posicion del movil con el tiempo.

Solucién. Supongamos que el carrito partié del origen con rapidez nula
y sea x lo que recorre. La masa del carrito estd dada por

At

= M+ 2 (Ut —
m + Uot(Uot x)

= M+ i(U t—x)

- 7 Uo _

(El chorro de masa tiene una masa total At y tendria una longitud Uyt,
pero todo lo que exceda z se ha incrustado).
La ecuacién de movimiento es

dv dm
0 = ma—Uo—v)7r
A dv A
= M+ —Upt —x))— — (Uy —v)—(Uy — v).
(M + F-(Ut = 2)) 5 = (Uo = 0) 5 (U — )
Preferible dejar una ecuacién para la masa porque
) A
m = ﬁO(UO - U)
. A dv
o

_FO$’
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luego
Ui Ui
0 = —mTOm - Tom%
mim 4+m? = 0,
ecuacién que es facil integrar
d 1
m%imQ = —m2 —
drm? dm
.—2 - _2—7
m m
de donde Ly
m
In 2 21In i
0 sea
m M
Aoom]
mdm = \dt,
m?— M? = 2\t
y luego
A
m:M—FF(Uot—I) = \/M2+2)\t,
0
y asf

M + Xt — /(M2 + 2X)

r = U[) \ )
dx (M2 +20) — 1

v = i .
dt " (M + 2M)

A

EJERCICIO 1.4.14 Un cohete de masa total M, de la cual fM, con f me-
nor que uno, es de combustible, descansa verticalmente antes de encender los
motores. Si se encienden los motores, que arrojan masa a razén constante o
(0 = —dm/dt) con rapidez relativa al cohete de magnitud Uy, establezca la
condicion que debe cumplirse para que el cohete comience a despegar de in-
mediato. Para este caso, determine la mdxima altura que alcanza, suponiendo
aceleracion de gravedad constante y despreciando el roce con el aire.
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Solucioén. Tenemos
m(t) = M — ot.

Si el cohete no ha despegado, existe una reaccién normal en el suelo y ademéds
la velocidad es nula. Entonces

dm
N—mg = —(u—v)%

= —(=U)(=0)
0 sea
N =mg — Uyo.

Si queremos que el cohete despegue en t = 0, debe ser N = 0 en ese instante
lo que lleva a

UoO' = Mg
Si se cumple, entonces el cohete acelera siendo ahora
dv
g =m ~ (~U)(~0),
0 sea P
v
 — Mag-—
m dt g —mg,
con m = M — ot de lo cual
dv My

E—.M—Ut_g7

que puede integrarse

M M M
v(t) = / It — gt = I 1n — gt,
0

M — ot o M — ot

siendo esto valido hasta

M
g 1M
o
para ese tiempo
—In(1—
o

Después sigue con la aceleracion de gravedad y se deja para el lector su
continuacion.
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A

EJjerciciO 1.4.15 Una cadena de largo total M y longitud L, flexible, es
sostenida colgando de modo que su extremo inferior estd justo al nivel del
suelo. Si el extremo superior de la cadena se suelta, determine la reaccion
del suelo contra la parte depositada, en funcion del tiempo.

Solucién. Sea y la distancia recorrida por el extremo superior y el sistema
de mas variable es el montén depositado. Como eslabones van en caida libre

1
= Zqgt?
297
= _gta
1752M
m = —gt'—
29" T
dm _
a L
luego, si R es la reaccion
dv dm
R — =m— — (u—v)— =0,
mg mdt (U )dt’ v Y
dm
R = — u—
mg udt
1 oM 0 oM 3M 4,
= PP+ PP =2 g
A AR A W

EJERCICIO 1.4.16 Una cadena flexible tiene masa total M y longitud L. La
cadena estd inicialmente amontonada en el suelo. Una cuerda se hace pasar
sobre una polea lisa, uno de los extremos unido a un extremo de la cadena
y el otro extremo de la cuerda a un particula de masa M. Si la particula se
suelta partiendo del reposo

a) escriba la ecuacion de movimiento para el extremo de la cadena.

b) determine la rapidez del extremo de la cadena en funcion de su posicion.
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Solucién. Sea y la longitud levantada por la tensiéon 1" producida por la

particula. Tenemos que

m
dm
dt
U
de manera que
T —mg
Mg—T

sumando las dos

Mg —mg

M
Mg — —
g Lyg

o sea la ecuacién de movimiento es

_ M
- Ly’
_ M.
- Ly’
m 4 &
dt dt’
dv
M—
dt’
dv dm
(M—Fm)a +UE,
M dv M,
(M + fy)g + 7Y

gL — gy = (L+ y)i + ¥°.

Para integrarla hay que hacer algin truco. Como usted sabe

i

entonces multiplique por L + y

1d .
gL —y*) = (L+y)l’s—9* +

que es la derivada de un producto

g(L* — o) =

1d
a5 v,
2 dy

L 2
>0y (L +y)y,

d 1
— (L 22

como inicialmente y(0) = ¢(0) = 0 integramos

1.
(L+ y)2§y2 = g(L%y —

L)

3
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y finalmente

2g(L%y — £)
(L +y)?

A

1.4.3. Movimiento en un campo central de Fuerza

EJERcICcIO 1.4.17 Una particula describe una orbita circular en un campo
de fuerzas dado por

k

r2’

F(r)=

Demostrar que si k disminuye bruscamente a la mitad de su valor inicial, la
orbita de la particula se hace parabdlica.

Solucidn. Sea kg el valor inicial de la constante. Para una érbita circular

’U2 ]CO
m— = —
r r2’
1 k k
= —mv®— o 0 < 0.

r2r
Si k£ disminuye a la mitad, la energfa cinética queda igual

K= ko
2r

y la energia potencial sera
ko
2r’
luego la energia es cero, por lo tanto la érbita es parabdlica.

A

EJjercicio 1.4.18 Calcular explicitamente la media temporal (o sea, la me-
dia en un periodo completo) de la energia potencial de una particula que
se mueve sobre una orbita eliptica en un campo central en el que la fuerza
obedece la ley inversa del cuadrado de la distancia. Fxpresar el resultado en
funcion de la constante de proporcionalidad de la fuerza y del semieje mayor
de la elipse. Efectuar un cdlculo similar para la energia cinética.
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Solucion. Tenemos

Ademas

pero

entonces

12 1
mk1l—ecosf’
lo = mr20.

=S |

1 1 .
2) = §m7“2 + §m7“292

(dr) 9 + 1m7’ 20
2
l2
r2 | m

dr I2esin 6

do mk (1 — ecosf)?

3
<

N~ N~ N

7-4

\g

mk
= ———esinfhr?

l2

1 2f:2 1Y 22
K:§(ml4 e?sin® 0 + >

0 m

1 (T 1 [V
T/O T/O P

_Z_/%;de__l_o 2n
TJyo 1—ecos — Ty1—e2

Similarmente para la energia cinética resulta

< K >=—

2

T/, o 2Tm
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A

EJERCICIO 1.4.19 Dos particulas iguales que se mueven bajo la influencia
de la atraccion gravitacional mutua, describen orbitas circulares una en torno
de la otra con un periodo T. Si repentinamente se detienen y caen una sobre
la otra, demostrar que chocardn después de un tiempo

-
442
Solucién. Si k representa la constante de la ley de fuerza, y 2a la distancia
inicial, entonces inicialmente

v? k
m— = -—
a 4a?’
k
-
dma’
de modo que el periodo es
2ma dma
T=— =2ma\/ —.
v k

Si se detienen, caen una hacia la otra de manera que

k
mit = et 7(0) =0, r(0) = a.
Podemos integrar porque
1 d )
F=——r
2dr

luego

separamos variables
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entonces

o VE G-

sear =az

EJERCICIO 1.4.20 Dos masas que se atraen, my y mg (mi+ mg = M), estdn
separadas una distancia ry y se las suelta a partir del reposo. Demostrar que
cuando la distancia sea v menor que 1y, las velocidades serdn

2G,1 1
U = Mg _M<;_r_0)’

2G,1 1
Vg = My —<;—T—O)

Solucion. Tenemos, para un origen en el centro de masa

. Gmimy
miry = — 2 )
r
.. Gmyms
mary = —— 5
r
donde r =1y +12y
Mo my
r = —MT', To = —MT,
de manera que las dos ecuaciones se reducen a una sola
.. GM
7= —
r2’
como
1 d )
7= ——1",
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integramos la ultima obteniendo

y de aquif se obtiene

i ma . Mo 1 1 2 1 1
" M M ¢ (r r()) mQ\/M (T 7‘0>’

. my . my 1 1 2G (1 1
2 M M ¢ (r r()) ml\/M (T 7‘0>’

que prueban el resultado.

EJjERrRCICIO 1.4.21 Demuestre que la velocidad aerolar es constante en el
caso de una particula que se mueve bajo la accion de una fuerza atractiva
dada or F(r) = —kr. Calcule las medias temporales de las energias cinética
y potencial y comparar con los resultados que da el teorema del virial.

Solucion. Lo primero es cierto para todas las fuerzas centrales porque se
conserva l_(;. Para obtener las drbitas es preferible usar coordenadas cartesia-
nas siendo

mi = —kux,
de donde las soluciones son
= Acos(wt — a),
= DBcos(wt — ),
ademds
T = —wAsin(wt — a),
y = —wBsin(wt — B),

con w = \/k/m. El periodo serd T = 21 /w y los promedios solicitados serdn
1 1
< V>= 5[( <r?>= 51{: < A% cos®(wt — ) + B? cos®(wt — B) >,

1 1
< K>= om < v? >= om < w?A?sin®(wt — a) + w? B? sin(wt — () >
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pero

< cos? wt >=< sin®wt >= %,
resultando
< VﬁxziMA?+B%,
< K>= imuﬂ(Az + B =<V >.

Las constantes A y B pueden relacionarse con la energia E de acuerdo a

E = %mcf(Az sin®(wt — a) + B?sin*(wt — 3)) + %k(A2 cos?(wt — ) + B? cos*(wt — B))

= %k(Az sin?(wt — a) + B%sin?(wt — B)) + %k(%ﬁ cos®(wt — a) + B? cos?(wt — 3))
1

1
= —kA®*+ ZkB®
2" Ty

de modo que finalmente

1
<K>:<V>:§E

A

A

EJERCICIO 1.4.22 FEstudiar el movimiento de una particula repelida por un
centro de fuerzas de acuerdo con la ley F(r) = kr. Demostrar que la érbita
solo puede ser hiperbilica.

Solucién. Aqui también conviene usar coordenada cartesianas

mi = krcost = kx,

my = krsinf = ky.
Ambas pueden integrarse siendo k/m = p en la forma

= AeP' + Be P,
= (el + De P,
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Para determinar la trayectoria, debemos eliminar ¢ entre esas dos ecuaciones.
Para ello las escribimos

Ae’Pt —geP' + B = 0,
Ce?' —ye* + D = 0,

y resolviendo ecuaciones de segundo grado tenemos

ot v+ Va2 —4AB  y++/y? —4CD
N 24 N 20 ’

y haciendo algo de dlgebra

T y  \y*—4CD /2> —4AB
24 20 20 2A ’
lzy D 1,/(y*—4CD) /(s> —4AB) B
24C C 2 C A A’
reordenando

2BC + 2AD — xy = —/(y? — 4CD)+/ (2% — 4AB)
elevando al cuadrado y reordenando

4ABy? + 4CDx* — A(BC + AD)zy = —4 (AD — BC)?,

que es la ecuacién de una hipérbola porque el lado derecho es negativo.

A

EJERCICIO 1.4.23 Una particula se mueve bajo la influencia de una fuerza

central dada por
k
F(r)=——.
()=~
Demuestre que si la orbita es circular y pasa por el centro de fuerzas, entonces
n =>o.

Solucién. La ecuacién de Binet para u = 1/r es

d*u mF($)
az T Bu?
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Si la particula describe una circunferencia de radio R donde esté el centro de
fuerza, la ecuacion puede escribirse

r =2Rcos?,

0 sea
1

v= 2R cosf’

derivando

du 1 .
4~ 2Rcos2f 2
d?*u 1 1
0% 2R cos * Rcos3 6
1 1 —cos?6
2R cos + Rcos3 0
1 1
" 2Rcosf + Rcos? 0
= —u+8R*?,

sin” 6

de aquf sigue
mEF(L)

u

8R*u® = —
Bu?

1 SR2[2
20,
u m
SR22

mrd

A

EJERCICIO 1.4.24 Suponga un cometa que describe una orbita parabdlica en
el mismo plano que la drbita terrestre. Si la menor distancia del cometa al
Sol es yRy donde Rr es el radio de la 6rbita de la Tierra (supuesta circular)
y v < 1, demostrar que el tiempo que el cometa pasa dentro de la orbita
terrestre viene dado por

2(1 —v)(1 4+ 2v)/37 anos
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Solucién. La ecuacién de la érbita del cometa serd de la forma (una

pardbola)

c
’[”:—
1 —cosf’

pero debe ser

C
min — 7§ — R7
r 5 YL

0 sea
2vRr

T 1—cosf

Los puntos (¢, y 2 — 61) donde la 6rbita del cometa cruza la érbita terrestre
estdn dados por

Q’VRT
Rpr=———+—
71 Zcoshy’
de donde
cosfy =1— 2.

Por otro lado, el elemento de drea barrida por el cometa es

1 l
dA = 5 |7 x 7] dt = ﬁdt,
donde )
0
— =27R
L yivr,
y
L o
dA = —r*df,
2

de modo que

1

~r2df = l—odt,

2 2m
de aqui sigue

gt = gy — b (—L )20
A  mk2'1 — cosd ’
luego el tiempo serd
Lok /2”91( 1 g = [§ 11+ 3tan® 30,
mk? [y, 1 —cosf mk?3  tan® 26,
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El factor que multiplica lo anterior esté relacionado con el periodo terrestre.

En efecto 2
m—ok = 2YRy = ly = \/mk2vRy,

Im2vR 12vR
ka 7 T 7 TQVRT,

y el periodo terrestre esta dado por

27TRT
Tr = vV Rr,
T ,—GMS T

entonces

luego

L 2TT11+3tan 19,

=7 7 T 3 tan 3 591
pero
0, 1—cosf, 2y
0 =1-—2v, tan— = =
oSt T Ay \/1 + cos 0, \/2 — 2y
y reemplazando tan L resulta finalmente
2(1—7)
t=Tr (14 2y) ——.
7 ( ) 3
A

EJERCICIO 1.4.25 FEstudiar el movimiento de una particula en un campo de
fuerzas centrales que sigue la ley de proporcionalidad inversa del cuadrado de
la distancia, si ademds se superpone otra fuerza de magnitud inversamente

proporcional al cubo de la distancia entre la particula y el centro de fuerzas.

Es decir,

F(r):—ﬁ—i

2 3
con k > 0.Demuestre que la trayectoria es una elipse que rota o precesa.

Solucién. La ecuacién de Binet para la érbita serd

d?u mF(%) m
0% tuo= - Bu?  [2u? (ke + dar’)
mk  Am

—5 T 3 u
60
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De aqui sigue

d*u T(1- )‘_mM _ mk
do* P
cuya solucion es
1 mk Am
=—-=——+4+A 1——-)0
U= T E A )0

y si ’\l—gm < 1 corresponde a una curva parecida a una elipse pero que no se
cierra en una vuelta completa.

A

EJERCICIO 1.4.26 Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral dada por r = k6,
siendo k una constante.

Solucién. De nuevo, la ecuacién de Binet es la clave

d2u+ B mE()
ar T T TR
siendo
11
TR TR
du- 1
o ke*
2
d 126 = lg = 2k%u3,
do ko
por lo tanto
mF(%) 2,3
22 = 2k"u’ + u,
despejando
F(l) = —ﬁ(2k2u5+u3)
u m ’
22k 1

F(?”) = ———(F‘Frg

m



56 Sistema de Particulas

A

EJERCICIO 1.4.27 Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral logaritmica dada por
r = Ke® siendo k y a constantes.

Solucion. Es andlogo, donde ahora

1 1 —ab
= e
du a _.
- — —— a
db K
d2’U, a2 —ab 2
W = ?6 =au,
por lo tanto
mF(%) .
l%uQ =a"u—+u,
despejando
1 0, 2 3
F(-) = —— 1
() = 2+,
o) = —Ba2 1)
r)y = ——(a —.
m r3
A

EJERrRCICIO 1.4.28 Una particula de masa unidad se desplaza desde el infi-
nito a lo largo de una recta que, de sequir, haria que la particula pasase a
una distancia bv/2 de un punto P. Si la particula es atraida hacia P con
una fuerza proporcional a T% y el momento angular respecto de P es 'k /b,

demuestre que la trayectoria estd dada por
r = beoth(0/v/2).

Solucion. La ecuacién de Binet sera

i mE(L)
d6° 22
_ ku® 2
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O sea d?
u
W +u— b2ud = 0.

O la resolvemos, problema dificil, o comprobamos que
1
u=7 tanh(0/v/2),

es solucién. Comprobaremos:

du 1 2 L q 2u?
@:m(l—tanh (0/\/5))—13\/5(1 b*u”),
d*u 1 1

i ﬁ<_2bu)@(l — V) = u (—1+b*?),

que prueba que se trata de una solucién. Faltaria probar que la asintota de
la trayectoria pasa a distancia bv/2 del origen. Notemos que 7 = 0o = u = 0
0 = 0 sea la asintota es una recta paralela al eje OX (el eje polar). La
distancia al origen de esa recta se obtiene haciendo # — 0 en rsinf esto es
la distancia es

. 0 .
d= é%(b coth 7 sin ) = bv/2.

A

EJERrRCICIO 1.4.29 Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerzas
con una fuerza proporcional a la distancia de la particula al centro. Demuestre
que la trayectoria es una curva plana que puede ser representada por las
ecuaciones:

x = Acos(nt+ «),
= Bsin(nt + ()

Solucién. Las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas se-
ran

mi = —kuz,

que tienen soluciones de la forma dada si k/m = n?



58 Sistema de Particulas

A

Ejercicio 1.4.30 Determine la fuera central si la drbita es una circunfe-
rencia y el centro de fuerza estd situado sobre la circunferencia.
Solucion. En realidad este problema estd repetido. La ecuacion de Binet

para u = 1/r es

d*u mE()

—m U= 705

do l§u
St la particula describe una circunferencia de radio R donde estd el centro
de fuerza, la ecuacion puede escribirse

r =2Rcos®,

0 seq
1

v= 2R cosf’

derivando

1 ging,

do 2R cos? 0
d*u 1 N 1 ey
— = in
d6? 2Rcos)  Rcos?0
1 N 1 — cos?4d
2R cos 0 Rcos3 6
1 1

—~ +

2Rcosf®  Rcos30
= —u+8R*?,

de aqui sigue

S8R’ = —
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EJercicio 1.4.31 Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerza 0
por una fuerza de forma k/r*. La particula es lanzada desde un punto P con
una velocidad. de magnitud Vo en un dngulo &, respecto de OP. Demuestre
que la orbita es una elipse si OP < 2k/(mVZE). Determine ademds, en térmi-
nos dem, k, Vo &y , y OP = 1y la excentricidad de la orbita y la inclinacion
del eje mayor respecto de OP.

Solucién. Evaluamos segiin las condiciones iniciales

1 k
E = -mV@——
2m 0 7’0’
l[) == m’l“o‘/o sinfo.
La excentricidad es
2E12
2 0
=1
e + i
L 2ame =
mk?
La ¢rbita serd una elipse si £ < 0, es decir si
1 k 2k
—mVg ——) <0 =1y < ——.
(27” 0 7’0) To mvg

Si ademés reemplazamos [y se obtiene

2(imV2 — E)mr21/2 gin?
e:\/H (3mV — £)mrggsin® &,

k2

La ecuacién de la érbita es

2 1
T —_
mk 1 —ecos(d — )
mraVsin® &, 1
k 1—ecos(f —a)’
y el dngulo o queda determinado de
mriViZsin? &, 1
To = )
k 1 —ecosa

que es una ecuaciéon que dejamos planteada por si alguien quiere resol-
verla.
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A

EJERCICIO 1.4.32 Admitiendo que la tierra es una esfera fija de radio R y
despreciando la resistencia del aire, considere el lanzamiento de un proyectil
con rapidez inicial Vo formando un dngulo &, con la vertical del lugar. Si
V2= QG_M7
R
donde G es la constante de gravitacion, M la masa terrestre y Vo < V. |

demuestre que la excentricidad y la ecuacion de la trayectoria del proyectil
son:

e = \/1 — sin?(2) sin?(&,),
(1 —ecos(f — «))

B = Sar )
stendo
sinff = Vo/V%,
sina = sin® Bsin(2£,)/e.

Aqui: « representa la inclinacion del semieje mayor, £, dngulo de lanzamiento
respecto a la vertical.

Solucion. Podemos usar los resultados del problema anterior pero colo-
cando k = GMm y ro = R. Asi tenemos

\/1 | (1 =28 m Ry sint

G2M2m2
N U i
AG?M?
A(VE — V)V sin®
i

Ve VE .
= \/1 —4(1 - V_OQ)V_OQ sin? &,
= \/1 — 4(1 — sin? B) sin® Bsin® &,
e = \/1 — sin? 23 sin? &,
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Pura algebra. Ademés

B 2R*Wg§sin®§,
mk 2GM
2RV sin? ¢,
= 2Rsin® Bsin’§,,

por lo cual la ecuacién de la trayectoria sera

2R sin? Bsin® &,
r =
1 —ecos(d — a)

Aqui « representa la inclinacién del semi eje mayor de la cénica.
Para0=0,r=R
© 2 g2
_ 2sin” Bsin” &

1
1 —ecosa
— 2sin” Bsin = ecosa
L= 2sin® Bsin” &
1 — 2sin? Bsin? &,
cosa =
V1 —sin?23sin? &,
o — 1 (1 — 2sin® Bsin? £;)?

1 —sin?23sin® &,
1 —sin?285sin% £, — (1 — 2sin? Bsin? £,)?
o2

bastante dlgebra--- =
4sin? Bsin? £, cos? &,

sinfa = 5 ,
(&
_ sin? Bsin 2¢,
S ¢ = _—.
e
A

EJERCICIO 1.4.33 Con respecto al problema anterior, Vo < Ve/\/§ demues-
tre que el dngulo de disparo para tener un alcance mdaximo estd dado por:

siny, = —= — (V()/Ve)f
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y el dngulo para la altura mdzima por

sin(a) = —o/Ve)”
1—(Vo/Ve)*

5 Qué ocurre si Vo >V, /\/2 ?

Solucion. Debemos mazximizar

, sin? B sin 2¢,
sinoqg = ———,
e

respecto a &, siendo

e= \/1 — sin? 283 sin? &,

Derivamos
d sin 2¢,, B
d€o \/1 — sin? 2B sin’ ¢, ’
A

es bastante trabajo, pero resulta

. 1 1
siné, = = :
%o V2 cos 8 \/5\/1_‘/02/‘/3
El méximo resultard al reemplazar en

sin? 3 sin 2¢,,

/1 — sin? 23 sin’ 507

sina =

con mds algebra resulta

sin® 8 V§/V2
cos? 3 1-Vg/V?

sino =

EJERCICIO 1.4.34 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio R con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversamente
proporciona al cuadrado de la distancia de la particula al centro. Si repenti-
namente la rapidez se reduce a la mitad, determine en términos de Ry y Vj:
la ecuacion de la nueva drbita, su excentricidad y la distancia minima de la
particula al centro durante el movimiento siguiente.
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Solucion. Para la 6rbita circular

2
Y _ K

mRO_ﬁg’

- |k
0~ mRo

que reducida a la mitad implica

Ll bk
2 4mR0 Rg
7k

8 Ry

1 k 1
lo = Y = ~/mRok
0 mR02 mR, 5 mRok,

entonces

E =

luego

2 gmRek 1
mK mk 4
luego la nueva 6rbita es (tomando o = 0)

L, 1 R
4 01—%0089 4 —3cosh’

r =

A

Ejercicio 1.4.35 Una particula de masa m = 1 es atraida por una fuerza
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia a un punto fijo 0 y se

mueve describiendo la elipse:

100

= —.
1—%0059

St en el punto mds alejado de su trayectoria, la rapidez de la particula es
V =1, determine la constante de la ley de fuerza. Si en el punto mds alejado,
la rapidez de la particula es duplicada, determine la ecuacion de la nueva

orbita.
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Solucién. Aqui como m =1

i _ 100
kf - 9
el punto mas alejado es
100
Tméx = T = 200,
l—3
luego
loy = |mifxv]=200—=
(Io)> 2002
k = = 400.
100 100

Si en el punto mds alejado la rapidez se hace V' = 2,calculamos

lo = |mrx ] =200 x 2 =400,
1 1 4
E = —mv2—E:— —ﬂ20—>
2 ro 2 200
e = 1,
12 (400)?
— = = 400
mk 400 ’

de modo que la nueva orbita es

R
1 —cos(f —a)’

Il
o

una pardbola. Para determinar el éngulo « consideramos que en ¢
r = 200 de modo que

200 — _ 400
1 — cos(a)
de donde oo = 7 y finalmente
. 400
~ 14cos(f)

A
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EJERCICIO 1.4.36 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio Ry con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro. St
repentinamente la rapidez de la particula se aumenta a V = \/aVy siendo
a > 1, demuestre que si o > 2 la particula se aleja hasta el infinito. En
cambio st a < 2, determine la ecuacion de la nueva orbita en términos de
Ry, Vo y a.

Solucién. Tenemos para la érbita circular

k
V=
0 mR07
la nueva rapidez
k
V:
Va Y
1 k k
E = —g— _ 2
2Ry Ry
k
lo = mRO\/a .
mR()

La excentricidad es

ok~ H)mRovay/Fr
= (a — .

Entonces

que es una pardbola o hipérbola si a > 2. Si a < 2 resultard
2 1
mk 1 — (a—1)cosf
Roa
1—(a—1)cost
A

EJjERrcIc1O 1.4.37 Determine las posibles leyes de fuerza central si una par-
ticula describe bajo su accion una circunferencia, con el centro de fuerzas en
el interior del circulo.
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Solucién. Si el origen estd sobre un didmetro a distancia d del centro, la
ecuacion de la circunferencia serd (teorema del coseno)

R* =12 4+ d* — 2dr cos 0,
de

dr ) dr
0 = r@ + drsinf — dcosﬁﬁ,

@ drsin 0
d0  dcosh —r’

ﬁ_i drsin 6
d9?  dfdcosh —r

r=dcosf +/(d?cos? 0 + R? — d?),

de aqui
1 1

U= -

" dcosf + V(@ cos? 0 + R2 — d?)

Lo dejaremos hasta aqui, por ser demasiada el dlgebra necesaria. Calcule

du d*u
do’ do*’
expréselas en términos de u y reemplace en la ecuacién de Binet.

A

EJERCICIO 1.4.38 Considere una particula que se mueve en un campo cen-
tral atractivo k/r* con k < 0. Demuestre que para un momentum angular
dado, la minima energia que puede tener la particula es:

mk?

="
22

Solucion. Sabemos que la energia es

1 )
E=Sm(?+ r20%) — é

lo = mr?0,
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de modo que la energia puede escribirse

1 1 2 k
E=_mr?4+ -9 _Z
""" +2m7“2 r’

a la distancia r1 donde r es minimo 1 = 0 y entonces

12 k 12
_ R 0 — —_
mr}  r? =k
y luego
g lGmk o mk  mk?
" om 18 12 202
A

EJERcICIO 1.4.39 Un cohete de masa m es disparado desde un punto de la
superficie de la tierra con una rapidez inicial Vi haciendo un dngulo &, con la
vertical del lugar. Despreciando la rotacion terrestre, la resistencia del aire y
el movimiento de la tierra, demuestre que la excentricidad de la trayectoria

estd dada por:

e2=1+

G2?M? R

y la trayectoria es:
R*V2sen?¢,
GM(1 —ecos(d —a))

r =

R?*V?2sen?¢, (V2 QGM)
R N 7y

Aqui R es el radio terrestre, M la masa de la tierra y G la constante de

gravitacion. ;Cudl es la ubicacion del eje polar?
Solucion. Tenemos que

lo = mVyRsiné,,
1
B =g -—f
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de donde
62 . (m%2 o 2G§\%/[m)m2vb2R2 sin2 50
mG?M?*m?
VZR?sin? ¢ 2G M
- e W)
Ademds
B mPVER?sin®E,  R*V{sin®§,

mK ~ GMm®* —  GM

que prueban lo solicitado.
A

EJERCICIO 1.4.40 Respecto al problema anterior, suponga que Vo = /GM/R
y &y = 30°. Demuestre entonces que el proyectil caerd de regreso a la tierra en
un punto situado a una distancia Rw/3 del punto de partida, medida sobre la
superficie de la tierra. Demuestre ademdas que la altura mdzima del proyectil
sobre la superficie terrestre es de alrededor de 0,866 R.

Solucion. Particularizamos a Vo = /GM/R y &, = 30° resultando

RZsin®>Z G2M2

2 _ 6
€ = 1- G2 M2 ( R2 )7
3
— 1_'212_
sin 5= 1
12 .o R
0 _ R L _ =
mK e T
luego
R 1
r=—

1—21v/3cos(0 —a)’
en 0 =0,r =R luego

R 1 )
= — T = a = 307,
41— 3v/3cos(a)

evidentemente el proyectil caerd de nuevo a la Tierra en 0 = 5 = 60° y eso
corresponde a un arco R%. Ademds el mdximo r serd

R 1
r=———
41-143
y eso corresponde a una altura mdxima de 1.866 03R — R = 0,866 03 R

= 1.866 03 R,
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A

EJjErciciO 1.4.41 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio Ry con rapidez Vi atraida hacia el centro con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro. Si
repentinamente la velocidad se reduce a la mitad, determine en términos de
Ry y Vi la ecuacion de la nueva orbita.

Solucién. Sabemos que

k
V pum
0 mRO )
luego
k=mRy\VZ,

la nueva energfa serd

1 1., mRV§ T

B=gmiVe——p =g
el nuevo momentum angular
1%
lp = mRO?O,

luego .

214 —ngO?mzRgvfo _ 9

m(m2R2VyH) 16’

luego

(mRo%)2 1

" m2RoVi 1 — 3 cosd
_ il
- . ,
1 —4cost
A

EJERCICIO 1.4.42 Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria, es
decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados, la
masa terrestre M, la constante de gravitacion G, Q) la velocidad angular
terrestre, determine la ecuacion de la nueva drbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente aumentada al doble.
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Solucién. Si €2 denota la velocidad angular terrestre entonces érbita geo

estacionaria significa
Vo = QT’O

ademds de (problema anterior)

con estas se puede obtener:

(GMQ),

jﬁ

w{OI

Vo = G Q .
Sea por un momento vy = 2, /%Y la velocidad inicial. Entonces

5 _ 1m4GM_GMm
2 To To

_ GMm
To

M
lo = mr02 —G
To

entonces " 2. 2GM
m
2GS AT

mG2M?2m?2

entonces

2,.2GM
dmerg== - 1

mGMm 1 —3cos(d — )
4’]“0
1 —3cos(f — )

Si el dngulo polar se mide desde donde cambié la velocidad entonces debe
ser a = 7 y finalmente

47‘0

1+ 3cosf

4 1
- 3 (GMQ)—7—
Q (@ )1+3cos«9
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A

EJERcICIO 1.4.43 Un satélite de masa m estd en orbita circular de radio 2R
en torno a la tierra supuesta esférica, de masa M y radio R, en reposo y sin
atmdsfera. Si la velocidad se altera en un punto de la drbita en un factor f,
determine: a) la ecuacion de la nueva orbita. b) el rango de valores de f para
los cuales el satélite chocard con la tierra. ¢) el rango de valores de f para los
cuales el satélite se aleja indefinidamente.

Solucién. Para la 6rbita circular

GM
2R’

[GM
v=f ﬁ,

v =

la nueva rapidez es

la nueva energia es

1 L,GM  GMm 1 f2-2
E=omi S ~2r — "M
el nuevo momentum angular es
GM
= m(2 il
lo=m(2R)f\/ 3 7
la excentricidad serd dada por
212 2
2 -1 0 — 2 1
‘ * m(GMm)? (f )"
de donde
e= ’f2 — 1’ )
ademads
GM\2
g _mCRNE

mk mGMm
de manera que la nueva orbita es
B 2Rf?
11— |f2—1]cos(f — )

r
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Si el cambio de la rapidez ocurre en # = 0 debe ser

B 2R f*
1 —|f2—1|cos(a)’

2R

de donde

1— }fQ — l}cos(a) = 2

_ o 1-r
cosa = m
Si f <1= cosa =1 entonces
. 2R f?
1—(1—f?)cosf
Si f>1= cosa=—1 entonces

~ 2Rp
"= 1+ (f2=1)cost

El satélite puede chocar con la Tierra sélo si f < 1 y para saberlo hay que
ver si la ecuacion

2Rf? B
1—(1—f?)cosf

7” o
tiene o no solucién. Esta es

2f2=1—(1— f?) cos¥,

despejando
1-2f2
cost = 1_7;; > —1,
debe ser
1-2f2>f*—1
de donde

f<\/g.

Para este caso, el satélite chocard con la Tierra. Por 1ltimo, el satélite no
regresa si e = |2 — 1| > 1 o seasi f > v/2.
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A

EJERCICIO 1.4.44 Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria, es
decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados, la
masa terrestre M, la constante de gravitacion G, Q la velocidad angular te-
rrestre, determine la ecuacion de la nueva orbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente reducida a la mitad.

Solucién. Tenemos

1 EGM B GMm

E = -m
2 4 To To
- 7TGMm
= 3 o
1 /GM
lo = mro=y/—
2 To
entonces 7GMmN1. 2 2GM
ooty 2w i, 9
mG2M2m? 16
entonces
Lo
mGMm 1—3cos(d — )
1 1
- ZTol—%COS(G—a)
1, 1
= VM)

A

EJERrRCICIO 1.4.45 Considere la tierra como esférica, en reposo de masa M y
radio R, sin atmdsfera. Se lanza un proyectil con rapidez inicial Vi formando
un dngulo 3 respecto a la horizontal. Determine el arco que el proyectil recorre
hasta llegar al suelo (si lo hace). Discuta las condiciones bajo las cuales el
proyectil cae nuevamente al suelo. La constante de gravitacion es G.

Solucién. La energia es

1
B=gmVs - =5
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el momentum angular es

lo = mRVj cos 3,
la excentricidad serd

2(3mVi — EE)ym2 R2ViE cos® B

=1 m(GMm)?
. (V@ — 2GTM)R2VO2 cos? 3
a (GM)? 7

5 m’R*Vjcos® 8 R*V§cos®f
mk  mGMm GM
de modo que la trayectoria es

_ RV cos’ B 1
B GM 1—ecos(f —a)

Para la notacion, introducimos la velocidad de escape

[2GM
‘/e = Y
R

4(VE = V2V cos’

de manera que

2 _
ec=1-— Vi ,
1§ 2RV{cos®f
mk V2 ’
de modo que la trayectoria es
2RV cos® 3 1
r =

V2 1—ecos(f—a)

e

Sir(0) = R hay necesariamente dos puntos donde la trayectoria intersecta a
la superficie de la Tierra. Esos dngulos son # = 0y 0 = 2a, ademés de e < 1.
Entonces

2RVE cos? 3 1
V2 1—ecosa’

2RV cos? 3 1
V2 1—ecos(f; —a)’

e

R:

R =
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de donde se deduce que
0, —a=a=— 0, =2a,

y de cualquiera de las anteriores
2V2 cos? 3
l—-ecosa = ———,

O sea

cosa =

cosa =

1_ 4(VE—V2)VZcos? B
‘/'64

Esta expresion la hemos visto de diversas forma en otros problemas. Si
2=V Ve

entonces 9
1—2zcos*f3

\/1— 1—2 200826

COS &x =

que puede escribirse

1 —2zcos?f3
cosa =
V(1 —2zcos? )2 + 22sin? 213
1 —2zcos?f3 1

|1—22c0825|\/1+ 2sin?28

(1—2z cos? B)2
Hay dos casos
a) Sil—2zcos? >0, o sea

1
<—
2cos? 3’

dangulos de disparo grandes, entonces

Cos =

_ 22sin%28 '
\/1 + (1—2zcos? B)2
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b) Si1l—2zcos?3 <0, o sea
1>z2>—F+
: 2 cos? 3

dngulos de disparo pequenos, entonces

Cosx =

2 2 26 )
\/1 + (1 Z2,:1(r:1082 B)?
Note que si 1 — 2z cos? 3 =0
cosa = 0,

esto es el semieje mayor estd a 90° del punto de lanzamiento, y el proyec-
til cae diametralmente opuesto por la Tierra al punto de lanzamiento.

A




CAPITULO 2

Rotaciones

2.1. Rotaciones de un sistema

Se estudiaran las rotaciones de un sistema. El sistema a rotar puede ser el
objeto fisico, lo que se denomina punto de vista activo, o el sistema de coor-
denadas, punto de vista pasivo. Ambos puntos de vista difieren simplemente
en el sentido de la rotacién.

2.1.1. Rotaciones de un sistema de coordenadas

Entre los cambios de posicion o desplazamientos que puede experimentar
un sistema de coordenadas, o un cuerpo rigido, son importantes los casos
particulares conocidos como traslaciones paralelas y rotaciones. En una tras-
lacion, todas las posiciones cambian en un mismo vector desplazamiento T
de modo que

7l=7F+T, (2.1)

Por otro lado, una rotacion, mantiene inalterada las posiciones de todos los
puntos pertenecientes al llamado eje de la rotacién. Al respecto, cabe destacar
el siguiente teorema debido a Fuler:

» TEOREMA 2.1
Todo cambio de posicién de un sistema que mantiene un punto fijo, puede
ser logrado en forma equivalente mediante una rotacion.

Un enunciado equivalente es:
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» TEOREMA 2.2

Al cambiar de posicién un cuerpo rigido (infinitamente extenso) manteniendo
fijo uno de sus puntos, existe otro punto del cuerpo que recobra su posicién
original.

Una demostracién simple de este teorema se encuentra en el libro de Mecdnica
de Synge y Griffith.[6]

Figura 2.1: Rotacion de un sistema

Consideremos un sistema cartesiano de ejes z; (o z, y, ) con vectores unita-
rios ortogonales é; y otro con el mismo origen (el punto que no ha cambiado
de posicién) de ejes x} (o @', y', 2') con vectores unitarios ortogonales é; .
El indice ¢ variard entre 1 y 3, ver figura (2.1). Debido al teorema de Fuler,
existe una rotacién equivalente al cambio de posicién del sistema original al
nuevo sistema.

Cosenos directores

Los cosenos directores de las direcciones €, se definen como sus proyec-
ciones sobre los vectores unitarios originales ¢; y se denotardn por «; (3
v, (1 =1,2,3), asi

I
A~ A~ A~ A~
€ = ey + 9eg + Q3€3,

€y = 161+ Paéa + Psés

A~ ~ ~ ~
€3 = Y161 + V262 + V363,



2.1 Rotaciones de un sistema 79

0, en notacién matricial

a ~
€1 a1 Qo QO3 €1
7 B A
e | =1 81 By Bs €2
N ~
€3 Y1 Y2 V3 €3

De los nueve cosenos directores hay solo 3 independientes porque la orto-
gonalidad entre los vectores unitarios conduce a seis relaciones entre ellos.
Explicitamente, dichas relaciones son, escritas matricialmente

a1 Q9o Q3 o 61 Y1 1 00

By By Bs ay By 72 =010 ) (2.2)

Y1 T2 Vs as By 73 001
que ademds pueden escribirse

iy + B8 + Vi = diy,
siendo 4, ; el delta de Kronecker. Preferiremos usar la notacién
ay = i, ag = B3y, azi =,
0 sea
aij = & - &,
de manera que la relacién (2.2) puede escribirse
AAT =1, con A={a;}. (2.3)

La matriz A llamada la matriz de rotacién, por la propiedad anterior, es una
matriz ortogonal.
Rotacién pasiva de un vector

Aqui se consideran las rotaciones desde un punto de vista pasivo, es decir
se rota el sistema de coordenadas, y en consecuencia el vector permanece
inalterado pero se modifican sus componentes, es decir

i i
de donde, por la ortogonalidad de los vectores unitarios, se puede obtener

/ P .. .
T = E AT
J
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Figura 2.2: Rotacién en torno de un eje

Rotacion activa de un vector

Aqui se consideran las rotaciones desde un punto de vista activo, es decir
se rota el vector permaneciendo inalterado el sistema de referencia. Esencial-
mente se tiene el mismo resultado, pero ahora

To= E xiéi7

Note que se modifican las componentes pero se mantienen los mismos vectores
unitarios. La idea es que el vector rotado tiene sus componentes en el sistema
original, iguales a las del vector original en un sistema rotado en sentido
contrario. De modo que
=Y aju;,
J

donde se ha considerado que R~! = RT.

Rotacién en torno de los ejes cartesianos

Una rotacién del sistema en torno de los ejes cartesianos, en sentidos
contrario a los punteros de un reloj, mirando hacia el eje, ver figura (2.2) es
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realizada por las siguientes matrices:

1 00 00 O
R0 = (010 ] +smo| 00 -1 |+
0 01 01 0
0 0 O
(I—cosf) 0O -1 O
0 0 -1
1 0 0

= 0 cosf —sinf
0 sinf cos@

Similarmente se encuentran

cos® 0 sinf
R,(0) = 0 1 0 ,
—sinf 0 cosf

cosf) —sinf 0
R.(0)= | sinf cosf O
0 0 1

Rotacién de un vector en un dngulo ¢ respecto a un eje especificado
por n

Considere una rotacion activa de un vector 7 en torno de un eje n en un
angulo ¢ en el sentido de avance de n. (Esto equivale a una rotacién pasiva
con un éngulo de —¢. ) De la figura (2.3) es posible demostrar que el vector
rotado 7’ puede escribirse

7' =7+ (sing)n x 7+ (1 —cosp)n X (2 X 7). (2.4)

La expresion (2.4), puede escribirse en notaciéon matricial. Para ello considere
la siguiente forma de realizar un “ producto cruz”

. ayb, —a.b, 0 —a. ay b,
axb=1| ab,—ab, | = a, 0 —a, by ,
agb, — ayb, —a, Qg 0 b,



82 Rotaciones

Figura 2.3: Rotacién activa de un vector

0>

o sea, en forma matricial, el producto cruz es realizado mediante multiplica-
cién por una matriz 3 x 3 que llamaremos (@x)

0 —a, aqa
(@x) = a, 0 —a, |,
—ay Ay 0

de modo que, en términos matriciales

7' = 1[I+ (sing)(nx) + (1 — cosp)(nx)?] 7, (2.5)
por lo cual, la matriz de la rotacién (activa) es

Ri(¢) = [I + (sing)(nx) + (1 — cos @) (Ax)?], (2.6)

donde las matrices estdn dadas por

0 —-n, mny
(nx) = n, 0 —n, |, (2.7)
Ny Ny 0
con traza ceroy
2 2
) —n; —n, nQymC ) NNy
(nx)* = Ny Ny —nS —n; NNy ,
NNy N7y _”12; —n2

con traza —2.
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Angulo y eje de la rotacion

Dada la matriz de rotacién R;(¢), podemos obtener expresiones para ob-
tener el angulo y el eje de la rotacién. Si tomamos la traza de (2.6) obtenemos

Tr(Ri(¢)) =3+ (1 —cosp)(—2) =1+ 2cos ¢, (2.8)

de donde se obtiene el dangulo.
Si trasponemos la ecuacién (2.6) obtenemos

R (¢) = [I — (sing)(nx) + (1 — cos ¢)(nx)?] (2.9)

luego
Ra(¢) — R (¢) = 2sin ¢(ivx),

de donde si ¢ # 7, obtenemos (1x) y de alli 7.

Rotaciones infinitesimales y sus generadores

Considere la siguiente descomposicién:

0 —a. ay 00 O 0 01 0 -1 0
a, 0 —a, | =a,| 0 0 —1 |+a, 0 00 ]+a, | 1 0 O
—a, a; 0 01 0 -1 0 0 0 0 O
Si se definen
00 O
Ilzlx: O 0 —1 y
01 0
0 01
I =1,= 0O 0 0],
-1 0 0
0 -1 0
Iz3=1,=11 0 0 |,
0 0 O
puede probarse directamente que
[]h[j] = L]j - []Iz == 5ijk:]k . (210)

Las matrices I; se denominan generadores de rotaciones infinitesimales y
ellas obedecen la denominada &lgebra de Lie, definida por la relacién bésica
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Figura 2.4: Angulos de Euler

(2.10). En efecto, si el dngulo de rotacién es infinitésimo, la relacién (2.5)

puede escribirse
7' =7+ ¢(nx)r,

es decir
7= [I + ¢(nx)]r.

Si un dngulo finito ¢ es descompuesto en n partes, puede obtenerse la expre-
sién para una rotacion finita activa al tomar el limite

O sea

o sea tenemos otra expresion formal para la matriz de rotacién finita

Ri(¢) = ™), (2.11)

2.1.2. Angulos de Euler

Una de las diversas formas de parametrizar una rotacién de un sistema,
es mediante los dngulos de Euler que definiremos de acuerdo a lo siguiente,
ver figura (8.2).
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= Primero una rotacién en dngulo ® en torno del eje z original.
= Segundo una rotacién en dngulo © respecto al nuevo eje = (eje n) y

» finalmente una rotacién en dngulo ¥ respecto a la posicién del eje z de
la rotacién anterior y que es por lo tanto el eje z (7 ) final.

El mismo efecto puede ser logrado haciendo una sucesién de tres rotaciones
en esos mismos angulos pero respecto a los ejes originales. La demostracion
analitica se deja como problema, aqui se establece el resultado desde un punto
de vista intuitivo

de modo que la matriz de la rotacién (activa) resultante sera

cos® —sind® 0 1 0 0 cosU —sinV¥ 0
sin® cos® O 0 cos® —sin® sin¥ cos¥ O
0 0 1 0 sin® cos® 0 0 1

Note cuidadosamente que se trata de rotaciones de un punto de vista activo
(rotar el sistema fisico). Si ellas son rotaciones de un punto de vista pasi-
vo (rotar el sistema de coordenadas), todos los dngulos involucrados deben
cambiarse de signo.

2.2. Velocidad angular

2.2.1. Descomposiciéon del movimiento

Un cambio de posicién arbitrario de un sistema o de un cuerpo rigido,
puede ser en general logrado en forma equivalente mediante una traslacion
pura, que lleva alguno de sus puntos A a su posicién final A’, seguido de una
rotacién pura en torno de un eje que pasa por el punto A’, en un cierto angulo.
Entonces el cambio de todo vector posicién de un punto P perteneciente al
cuerpo rigido, podra escribirse:

— —_— —_
0OP = 50Atraslacién + 5AProtacién . (213)

Si el cambio de posicién es finito, nada podemos decir de las posiciones in-
termedias que ocupé el cuerpo para pasar de su posicién inicial a la final.
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Sin embargo, si el intervalo de tiempo transcurrido entre ambas posiciones es
infinitésimo, dt, entonces la descomposicién anterior, nos describe en forma
continua las posiciones que ocupa el cuerpo mediante

— — —
dOP = dOA + dAP,
O sea
— — —
dOP = dOA +do 7 x AP,

que si se divide por dt, constituye una relacién entre velocidades de dos
puntos A, P del cuerpo rigido, es decir

dg

Up = T4 + — it x AP
= —_— X .
UP AT

Si definimos
i ,
dt '’

la denominada velocidad angular instantdnea del cuerpo rigido, se obtiene

0=

(2.14)

—
Up=04+@ x AP | (2.15)

Lo anterior es algo enganoso. La existencia del dngulo de rotacién y de su
eje, estd garantizada por el teorema de Euler, sin embargo en la préactica, su
determinacién no es obvia. En este contexto, es ttil el llamado teorema de
adicién de velocidades angulares.

2.2.2. Teorema de adicién de velocidades angulares

Si se tienen dos sistemas de referencia, Sy y S; con origen comiin, y ademas
un cuerpo rigido (CR) que mantiene un punto fijo en el origen comiin, ver
figura (2.5), se deja como ejercicio probar el siguiente teorema que relaciona
velocidades angulares relativas (rel):

» TEOREMA 2.3
La velocidad angular puede descomponerse de la siguiente forma

WOR rel Sg = WCOR rel S1 T WSy rel So (2.16)
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Aso

CR v

Figura 2.5: Adicién de velocidades angulares

2.3. Problemas

EJjERCICIO 2.3.1 Demuestre que una transformacion lineal con una matriz
ortogonal, transformacion ortogonal, conserva el producto escalar entre dos
vectores y sus magnitudes.

EJERCICIO 2.3.2 Demuestre que (@x)* = — |a@|* (@x) .

EJERCICIO 2.3.3 Demuestre que las componentes de la velocidad angular de
un sistema rigido, en términos de los dngulos de Euler, estdn dadas por:

CAsO 1 En el sistema de ejes moviles:

wy = 0Ocosth+ psinbsiny,
Wy = —0sin + ¢sinfcosp
wy = 1+ ¢cosh.

CASO 2 en el sistema de ejes fijos:

wy = thsinfsing+ 0cose,
Wy = —tpsinfcos ¢ + Osin @,
w, = 1cosb+ .
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EJERCICIO 2.3.4 Si se considera un vector de magnitud constante 7(t) obte-
nido mediante una rotacion R(t) del vector inicial 7(0), demuestre que existe
una matriz antisimétrica Q(t) tal que

y que ello equivale a
dr(t)
dt

donde &(t) es llamado el vector velocidad angular.

=w(t) x 7(t),

EJERCICIO 2.3.5 Determine las componentes del vector &(t) del problema
anterior, en términos de las componentes de la matriz R(t).

EJjeERCICIO 2.3.6 Si las velocidades de tres puntos de un rigido son conoci-
das, demuestre que:

.
si (5 — 54) - AC' £ 0.

EJjErCICIO 2.3.7 Obtenga una expresion para la ’Ueloﬂad angular &, en el
caso en que no se cumpla la condicion (Vg — Ua) - AC' # 0 del problema

. . i PR - — 5 _— —
anterior. Indicacion: Si (Up — Uy) - AC = 0, entonces J x AB - AC =0, lo
que quiere decir que la velocidad angular estd en el plano ABC'. Se puﬁg
emfi(wes expresar la velocidad angular como una combinacion lineal de AB
y AC con coeficientes determinables, obteniéndose

(G — T4) - (AB x AC)AB + (4 — @) - (AB x AC)AC

‘—> —>)2

W=

AB x A

EJERCICIO 2.3.8 Demuestre la equivalencia establecida en la ecuacion (2.12).

2.3. Los problemas resueltos

EJERCICIO 2.3.1 Demuestre que una transformacion lineal con una matriz
ortogonal, transformacidon ortogonal, conserva el producto escalar entre dos
vectores y sus magnitudes.
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Solucién. Tenemos que ATA =1,  con A= {a;}. Luego la transfor-
macioén es para dos vectores con componentes {d;}, {¢;} (suma sobre indices

repetidos) serd

, —_
di = a;dj,
, — .. .
€, = Q45¢4,

luego la magnitud serd
did;, = a;jdjady,
= aijaikdjdka
= ajTZ-aikdjdk,
= (AT A);rd;dy,
Ojkdjdy = djdj,

esto es

Similarmente

N
de;, = aijdjaikek,
= aijaikdjek;
_ T
= (A A)jkdjek,
= djej,
O Ssea

d-é=d-e

A

EJERCICIO 2.3.2 Demuestre que (@x)* = — |a@|* (@x) .

Solucién. Preferible considerar vectores y el desarrollo trivial

@x (@x (@xb))=—|a®(@xb),
de donde sigue que
(@x)* = —af* (ax) .
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EJERCICIO 2.3.3 Demuestre que las componentes de la velocidad angular de
un sistema rigido, en términos de los dngulos de Fuler, estin dadas por:

a) En el sistema de ejes moviles:

wy = BOcosth+ ¢psinfsing,
Wy = —fsine) + ¢sinf cos 1y,
wy = 1+ ¢pcosh.

b) En el sistema de ejes fijos:
wy, = vsinfsing+0cosd,
Wy = —1psinfcos ¢ + Osin
w, = tcosh+ .

Solucién. De la figura y del teorema de adicién de velocidades angulares
tenemos

Figura 2.6: Angulos de Euler

& = On + k' + ok,
donde n corresponde a la linea origen del dngulo zb Debemos reducir a una
base comiin. Por ejemplo

>

= cos Ok + sin O(cosj + sin i),

= cosi’ —sin7,

>»
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& = 0(cos i’ — sin1p]) + Ok + ¢(cos Ok’ + sin O(cos1j + sin i),
que prueban
wy = Bcosth+ dsinfsine,
Wy = —fsint) + ¢sinfcosy,
Wy = @b + qbcosé’.
Similarmente reduzca a la base fija.

A

EJERCICIO 2.3.4 Si se considera un vector de magnitud constante 7(t) obte-
nido mediante una rotacion R(t) del vector inicial 7(0), demuestre que existe
una matriz antisimétrica Q(t) tal que

dr(t)

y que ello equivale a
dr(t)

— = a(t) x F(t),

donde @(t) es llamado el vector velocidad angular.

Solucién. Tendremos
r(t) = R(t)r(0),
derivamos respecto al tiempo
dri(t . .
) _ k(o) = wyp~ @),

pero la matriz rotacién es ortogonal, es decir R~! = RT de manera que
Qt) = R(ORT (1),

y falta probar que es antisimétrica. Considere
QF(t) = R()R" (1),

y sume

Q) + Q7 (1) = BIORT(E) + R()ET (1) = %(RRT) _ %I 0.
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A

EJERCICIO 2.3.5 Determine las componentes del vector &(t) del problema
anterior, en términos de las componentes de la matriz R(t).

Solucion. Tendremos

0 Wy —Wy .
Q = | -w 0 w. |=RHR"
wy —w, 0

Rll Rn Rl3 Rii Ryy R
= Ryy Ry Ry Ris Ry Rs
R31 R32 R33 R13 R23 R33

de donde identificamos

Wy = Ri1 Ry + RiaRys + RisRas,

y similarmente las otras.

A

EJERCICIO 2.3.6 St las velocidades de tres puntos de un rigido son conoci-
das, demuestre que:

0=
(U — Ua) - AC
Solucién. Considere la relacién bésica
—
g — U4 = WXAB,
—
(Vo —Ua) = dxAC,
luego
—
("7B_77A) X (Uc—UA) = ( B_UA) X (WXAC)
—
= ((Up — va) - AC)d,

y de allf sigue el resultado.
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EJjercicio 2.3.7 Obtenga una expresion para la velo@)ad angular &, en el
caso en que no se cumpla la condicion (Vg — vUa) - AC' # 0 del problema
anterior. Indicacion: Si (Vg — Uy) - AC = 0, entonces & x AB - AC' =0, lo
que quiere decir que la velocidad angular estd en el plano ABC'. Se puﬁ?
enﬂzces expresar la velocidad angular como una combinacion lineal de AB
y AC' con coeficientes determinables, obteniendo

—_— — —

(G — T4) - (AB x AC)AB + (4 — #) - (AB x AC)AC
— ——2
‘ABXAC’

0 =

Solucién. De acuerdo a lo explicado podemos escribir
. — —
W= MAB + \AC,
. . é % .
multiplique cruz AB y luego cruz AC' obteniendo

— —
AB x @& = MAB x AC,
WxAC = )\1A_B) X A_C),

O sea

o (170—17,4)(14 XA)
A= — —2
)A XA‘
(G4 — ) - (AB x AC)
A= —_—  —2
‘A xA)
A

EJERCICIO 2.3.8 Demuestre la equivalencia establecida en la ecuacion (2.12).
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Solucion. Considere

n = Rz(q))

>
A
I
=
>
—~
©)
SN—
x>
I
=
oy
A
=
=
©)
~—
>

por lo tanto se tiene

R = Ra(©)R.(V)Ra(—O)R,(O)R.(D)

pues rotaciones en torno a un mismo eje conmutan.

A




CAPITULO 3

Sistema rigido de particulas

3.1. Cantidades cinematicas

Las cantidades cinemaéticas, que dependen de las velocidades de las parti-
culas del cuerpo, adquieren una forma especial cuando se trata de un sistema
rigido de particulas. De acuerdo a lo estudiado en el capitulo sobre rotaciones,
la descripcion del movimiento de un cuerpo rigido puede hacerse en térmi-
nos de tres coordenadas que den cuenta de los desplazamientos de un punto
del cuerpo y de tres dngulos o pardametros que den cuenta de las rotaciones
del cuerpo. Por esa razén existen en general solo seis variables necesarias en
la descripcién del movimiento de un cuerpo rigido y por lo tanto, es sufi-
ciente considerar solamente las seis ecuaciones escalares (1.2) y (1.3), o bien
reemplazar alguna de ellas por el teorema de conservacion de energia, si ello
corresponde. Aqui solamente indicaremos las consideraciones especiales que
permiten expresar tanto la energia cinética y el momentum angular de un
cuerpo rigido, en términos de su velocidad angular y la matriz de inercia.
Las ecuaciones dindmicas aplicables son aquellas recién citadas de un siste-
ma de particulas. Considerando la relacién bésica entre las velocidades de
dos puntos de un cuerpo rigido, ver fig.(3.1)

U="74+0XT,



96 Sistema rigido de particulas

podemos expresar el momento angular de un sistema rigido de particulas que
mantiene un punto O fijo como

EO:ZmiFi X (0 x 7%), (3.1)
i
o bien, para un cuerpo rigido continuo que mantiene un punto O fijo

Eo:/dmfx (@ x 7). (3.2)

V=V +o XT
A

=L

-l

Figura 3.1: Velocidades de un rigido

Si se considera la siguiente forma de realizar un producto cruz (ver rotacio-
nes)

. O _a/z a/y b:v N
axb= a, 0 —ag b, | = (ax)b,
—ay Ay 0 b,

cualquiera de las dos expresiones (3.1) o (3.2) puede escribirse, al usar nota-
cién matricial, de la siguiente forma

Lo = Hol.

donde Hp es una matriz 3 x 3, la denominada matriz de inercia del sistema
relativa al origen O y que, para el caso de un cuerpo rigido continuo, por
definicién es

Hp = —/dm(FX)z.
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y para un sistema rigido de particulas
Ho =~ m;(Fix)*.
3.1.1. Energia cinética y momentum angular

Se deja como ejercicio, en este resumen, probar que:

EJjERrCICIO 3.1.1 En el movimiento general de un sistema rigido de particu-
las, pruebe que:

Lo = Mg x g+ Hod,
Le = Hed,

1, 1.
K = §MUG+§M'HGw

EJERCICIO 3.1.2 En el caso que un punto 0 se mantenga fijo, pruebe que:

LO = MFG X UG + HGcU = Hocv,
[_:G == HGC‘U7
K U4M}*H* 1*H*
= -Mv W W= ZW- Hyw.
DD S R

3.1.2. Algunas propiedades de la matriz de inerci

La expresion explicita de la matriz de inercia (sus componentes), depende
del origen elegido, asi como de la orientacion de los ejes. Sus componentes
las indicaremos de acuerdo a

I:r:r I:L"y ]:vz
H = Iyr Iyy Iyz )
Iza: Izy Izz

siendo los elementos de la diagonal llamados momentos de inercia y los de
fuera de la diagonal, productos de inercia

Ixa: = /dm(y2—|—z2), Iyy :/dm($2+22), etc.

Iy, = I,= —/mydm, etc.
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Por ser la matriz de inercia una matriz real simétrica, ella puede ser dia-
gonalizada. Las direcciones para las cuales ella es diagonal, se denominan
direcciones o ejes principales de inercia del cuerpo, en el punto seleccionado.
Cuando hay dos valores propios repetidos, todos los ejes del plano corres-
pondiente a esos dos vectores propios, son ejes principales de inercia. Si los
tres valores propios son iguales, todo eje es en ese punto es principal de iner-
cia. En cualquier caso, siempre es posible escoger tres direcciones principales
de inercia ortogonales entre si. Las propiedades de simetria de un cuerpo,
cuando existen, ayudan en la determinaciéon de las direcciones principales
de inercia. Para lo que sigue, consideraremos cuerpos rigidos homogéneos de
modo que las propiedades de simetria del cuerpo coinciden con sus simetrias
geométricas. Pueden entonces probarse los siguientes teoremas:

3.1.3. Teoremas

» TEOREMA 3.1
Todo eje de simetria, es principal de inercia en todos sus puntos.

» TEOREMA 3.2
Un eje perpendicular a un plano de simetria de reflexion, es principal de
inercia donde se intersectan.

» TEOREMA 3.3
Un eje paralelo a un eje de simetria, es principal de inercia donde lo corta
perpendicularmente el plano que contiene al centro de masas.

3.1.4. El elipsoide de inercia

Las consideraciones anteriores admiten una visualizacién gréfica. La for-
ma cuadratica
7T Hof =1,

o bien desarrollada explicitamente en la forma
221, + y2Iyy + 221, + 2y + 21,02 + 20, yz = 1

representa en general, un elipsoide centrado en el origen seleccionado del
cuerpo pero rotado respecto a los ejes elegidos, ver figura (3.2). Los semiejes
del elipsoide serdn en consecuencia los ejes principales de inercia del cuerpo en
ese origen, puesto que para esos ejes, la forma cuadrética no tiene productos
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de inercia. Este elipsoide puede degenerar desde un cilindro de seccién eliptica
si algin momento de inercia es cero, hasta una esfera si los tres momentos
de inercia son iguales. Esta superficie, llamada elipsoide de inercia, que esta
fija en el cuerpo, debe por lo tanto tener las mismas propiedades de simetria
del cuerpo. Por ejemplo, si uno de los ejes elegidos es de simetria de rotacion
del cuerpo en el origen seleccionado, ese eje debe ser uno de los semiejes
del elipsoide, es decir un eje de simetria es principal de inercia en todos sus
puntos. Igualmente, si el origen estd en un plano de simetria de reflexion del
cuerpo, el elipsoide debe tener ese mismo plano como plano de simetria de
reflexion. Es decir dos semiejes del elipsoide estdn sobre ese plano y el tercero
es perpendicular a ese plano. En consecuencia todo eje perpendicular a un
plano de simetria de reflexién es principal de inercia donde se intersectan con
el plano. Otra consecuencia que se entiende con claridad cuando se piensa en
el elipsoide de inercia es la siguiente. Si el origen estd en un eje de simetria
de rotacién en un dngulo distinto de 180°, el elipsoide debe tener esa misma
propiedad, por lo tanto los dos semiejes del elipsoide que son perpendiculares
a ese eje deben ser iguales, o sea esos dos correspondientes momentos de
inercia deben ser iguales.

Figura 3.2: Elipsoide de inercia
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Rotaciones de los ejes.

Si la matriz de inercia H es conocida en componentes para un siste-
ma ortogonal de ejes en un punto de un cuerpo rigido, podemos obtener la
matriz en componentes para ejes rotados ortogonales €1, €5, €3 en el mismo
punto simplemente proyectando la matriz de inercia sobre estos nuevos ejes
de acuerdo a

AT ~
leye, =€, - Hey .

Debemos remarcar que la matriz de inercia en un punto de un cuerpo rigido
es Unica. Lo que cambia al cambiar ejes en un punto, son sus elementos o
componentes.

Traslaciones de los ejes, Teorema de Steiner

Si se consideran traslaciones (paralelas) de los ejes, la relacién de trans-
formacién de la matriz de inercia es particularmente simple si uno de los
origenes es el centro de masas G. Tal relacién de transformacién, conocida
como teorema de Steiner sigue del siguiente anélisis. Considere que

Ho = —/dm(fx)2,

siendo
2 _ 2
-y -z Ty Tz
SN2
(Fx)” = Yz —x? — 2? yz
2 2y —x% — 2

Si consideramos coordenada (2,1, 2') relativas a G con origen en el punto
(a, b, c) entonces

r = x/+a,
=y +0,
2z = 2+,

si consideramos ademds que

/x'dm = /y'dm = /z’dm =0,
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entonces podemos no considerar los términos que resulten lineales en
/ . A . oL . . .
o Z'. Asf entonces (= significa equivalente bajo la integral)

vy = (' +a)(y +0b) =2y + ab,
Y422 = )+ )P E W)+ )+ +

por lo tanto

T Y —xz
—(Fx)? = —yz 2+ —yz

—Zx —2Yy x? + y2

y/2 + 212 —x’y’ —x

é —y’z’ CL’IQ + 2’2 —y'z’ +

— ! —z’y/ 2 + y/2

A 4+b  —ab —ac
—ba a*+c*  —be ,
—ca —cb  a®+1?

de donde se obtiene el teorema

A+ —ab —ac
Ho=Hg+ M —ba >+ —bc ,
—ca —cb  a®+1?

donde a, b, ¢ son las coordenadas cartesianas de G respecto al origen O.

oy

EJjercICIO 3.1.3 Se tiene un solido homogéneo en forma de un cono recto
circular de altura h, radio basal a, masa m y semi dngulo en el vértice .

Demuestre que:

a) En el vértice sus momentos principales de inercia son A = B =

(a2 + 4h?), O = e,

b) En el centro de su base son A= B = %(3a®> 4+ 2h?), C = 3’%’2.

. . . 2
¢) El momento de inercia en torno de una generatriz es I = %
£ sec? ) sin® av.

(1+
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3.2. Ecuaciones dinamicas

Como se estableci6, ver ecuaciones (1.2, 1.3, ??) y més generalmente en
(??7), las ecuaciones dindmicas aplicables a un sistema de particulas y en
particular a un cuerpo rigido son

E — ﬁext
dt ’
para el movimiento del centro de masas, y
dLo =
— Fe;ct
dt 0
0
dLg =
— Fe:ct
dt @

es decir para punto fijo O de un sistema inercial, el centro de masas G o0 un
punto A arbitrario, siendo entonces
AL Feor - 4G x . (3.3)
dt
Aunque no es comun utilizar la ltima forma, en una seccién mas adelante
mostraremos que bajo ciertas condiciones su uso simplifica muchos proble-
mas.

3.2.1. Movimiento Plano

Cuando todas las velocidades de un cuerpo rigido son paralelas a un plano
fijo, por ejemplo el plano zy, se tiene un movimiento plano. La velocidad
angular del cuerpo serd de la forma

W = wk,

y en consecuencia el momentum angular en GG estard dado por
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a sin(wt)

aA‘

Figura 3.3: Péndulo cuyo punto de suspension oscila

Si se trata de una lamina (z = 0) o bien simplemente si los ejes son principales
de inercia entonces

) Liw Ly O 0 )
Lo=| Lw I, 0 0 | =L.wk.
0 0 L.) \w

Presentaremos algunos ejemplos de dindmica plana de un cuerpo rigido, los
cuales permiten ademads una soluciéon més simple si se usa la relaciéon general
(3.3). La utilizacién de la ecuacién (??) normalmente involucra calcular el
torque de alguna fuerza desconocida que debe ser finalmente eliminada utili-
zando la ecuacién de movimiento de centro de masas. Compare ese método,
con el método utilizado en los siguientes ejemplos.

EjEMPLO 3.2.1 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension
A oscila verticalmente de la forma y4 = asinwt.

Solucién. Para este caso tenemos
; L .
]A9 = —MgESiHQ—MO?G —7::4) X C_iA . k‘,

~

pero puede fécilmente verse que (7 — 74) X G4 - k = —Law?sinwtsind

2
obteniendo en dos pasos

140 = _M‘QE sin 0 + Maauﬂ sin wt sin 6.
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a sin(ot)

Figura 3.4: Péndulo forzado

A

EJEMPLO 3.2.2 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension
A oscila horizontalmente en la forma x4 = asin wt.

Solucién. Para este caso
; L .
IAQ = —MggsinG—M(FG —7::4) X C_iA . k,

2

pero similarmente (g —74) X @4 -k = —Zaw? sin wt cos § entonces obtenemos

en dos pasos

140 = —Mg§ sinf + M§aw2 sinwt cos 6.

A

EJEMPLO 3.2.3 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension A
se mueve sobre una circunferencia vertical de radio R con velocidad angular
constante w.

Solucidon. Para este caso tenemos

. I .
140 = —Mggsinﬁ—M(FG—FA) X dy -k,
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Figura 3.5: Problema de barra

L

pero (Tg — Ta) X @a - k= —an2 sin(§ — wt + ) obteniendo

. L L
140 = —Mg§ sinf + Mgaaﬂ cos(wt — 0).

A

EJEMPLO 3.2.4 Movimiento de rodadura de una rueda excéntrica de radio
R y masa M sobre un plano horizontal. En este caso la aceleracion del punto

de contacto A del cuerpo con el suelo es de magnitud a, = RO hacia arriba.

Solucién. Suponiendo que el centro de masas estd a distancia h del centro
geométrico, tenemos

(’FG —7::4) X _)A . ];‘ = ’FG —FA\RQQSin(b,

pero
sin ¢ sin ¢

h o |I‘G_I‘A|7

entonces .2
(FG — FA) X C_iA -k = R0 hSiIltg,

y finalmente
140 = —Mghsing — MR®’hsiné.
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Figura 3.6: Disco que rueda

El momento de inercia puede ser obtenido mediante el teorema de Steiner
Iy = Ig + M(h* + R? — 2hr cos ).
A

EJEMPLO 3.2.5 El mismo ejemplo, pero la rueda es actuada por una fuerza
horizontal constante de magnitud F sobre su centro.

Solucién. Simplemente agregamos el torque de F' obteniendo
146 = —Mghsin® — FR — MR hsin 6.
A

EJEMPLO 3.2.6 Movimiento de rodadura de una rueda excéntrica de radio a
sobre un cilindro fijo de radio R.

Solucién. En este caso, demuestre primero que la aceleracién del punto
A del cuerpo en contacto con el cilindro es de magnitud as = aRw?/(R +
a) hacia el centro de la rueda. Aquf la velocidad angular de la rueda estd
relacionada con el éngulo § mediante w = (R+a)f/a y RO = a¢. Si el centro
de masa estd a distancia h del centro geométrico, podemos obtener

(Fg—FA)XaA'I% = CLAhSiIlgb
aRw?

= R+ahsingb,
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Figura 3.7: Rueda tirada con una fuerza.

Figura 3.8: Rueda sobre cilindro.
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Figura 3.9: Rueda sobre plataforma movil.

entonces
. : aRw? |
Ija = —Mg(hsm(9+¢)—asm9)—MR+ah81nd),
2
. 0 2
R+alA9 = —Mghsin(l—}—E)@—l—MgasinQ—MaR h(R+a) sinﬁe,
a a R+a a? a
. a . R+a, Mga*sinf 2 . R
140 = —Mgh 0 — M RO hsin—60
A MR ™ a + (R+a) S

A

EJEMPLO 3.2.7 Movimiento de rodadura de una rueda de masa M y radio
R, sobre una plataforma que oscila de la forma asinwt.

Solucién. Aquf la aceleracién del punto A tiene dos componentes, aw? sin wt,
;2 . . . . ., - -
RO pero solo la primera importa, dando por simple inspeccién (7g — 74) X
a4 -k = Raw?sinwt lo cual conduce a

IAé = — M Raw? sin wt.

A

PROBLEMA 3.2.1 Repita los ejemplos anteriores, pero momentando respecto
al centro de masas, es decir haciendo uso de la ecuacion dLg/dt = TE?".
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3.2.2. Un ejemplo en mas dimensiones, la bola de billar

Considere una esfera homogénea de masa M, radio R, que se mueve sobre
un plano horizontal con coeficiente de roce cinético p sometida a su peso y a
la reaccién del plano, ver fig.(3.10). Hay dos situaciones, el punto de contacto
P desliza o no lo hace. La matriz de inercia con origen en el centro de masas
es diagonal y tiene sus tres momentos de inercia iguales (I = 2M R?/5).
Supondremos que inicialmente hay deslizamiento. Para ejes fijos OX,0Y y
0Z vertical, las ecuaciones dindmicas son

—

MaG’ - f>

dLa di L

= _— = (=

o o (=RFk) x f,
Z

Figura 3.10: Esfera sobre un plano horizontal

y ademds la fuerza de roce f estd dada por f = —uMgvp, siendo vp =
Ug + & X (—Rk). Si derivamos la dltima ecuacién respecto al tiempo y reem-
plazamos en ella dg y did/dt, se obtiene

dip 1 MR\ - MR\ Gp
ket S (] _ 1 P
at M(+ i )f ’“‘g(+ T )vp’

la cual nos dice, obviamente, que la direccién de ¥p no cambia con el tiempo
y en consecuencia se tiene que

dUp MR2
L= g1
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que se integra trivialmente

vp = vp(0) — g (1 M IR2> : (3.4)

Si indicamos por é la direccién fija de vp, podemos escribir

—

g = L —1ge,
M

que también es sencillo integrar dos veces, resultando

T = T6(0) — pgét

r .
re =7c(0) + U(0)t — §/~bg€t27
siendo la direccién de é determinables por las condiciones iniciales
¢ = vp(0) = U (0) — &(0) x (Rk).

En resumen, el centro de masas describe, en general, una parabola. El anélisis
realizado vale hasta el instante en que vp, se anula, es decir hasta que la
bola comienza a rodar sin deslizar. Ese tiempo puede ser determinado de la
ecuacion (3.4) y esta dado por

76(0) — 3(0) x (Ri%)) = g (1 + MIR2> '

de allf en adelante, es facil ver que G sigue moviéndose en linea recta con velo-
cidad constante. Note que el tiempo que tarda la bola en comenzar a rodar es
cero si la condicién de rodadura sin deslizamiento es satisfecha inicialmente,
y que al contrario, el tiempo es infinito si p = 0.

» Estudio. Varios casos de esferas moviéndose sobre superficies pueden ser
estudiados en el libro, Dynamics of Rigid Bodies, de William Duncan

([7])-
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3.3. Movimiento en tres dimensiones

3.3.1. Ecuaciones de Euler

Consideremos primero, un cuerpo que se mueve sostenido de uno de sus
puntos, bajo la accién de la reaccién en el punto de suspensién y alguna otra
fuerza que realice algiin torque respecto al punto fijo. Ademads considere ejes
principales OXY Z moviles fijos al cuerpo rigido con origen en el punto fijo
0. Como sabemos, podemos escribir

dLy =
— =T 3.5
dt 05 ( )

pero, en ejes principales
Ly = Iw,i + Iyywy] + I w.k,
y su derivada serd

dL - g

d_to Lppwqt + Iyywy ) + Iow.k +
W X Eo,

de modo que si tomamos las componentes de la ecuacién (3.5) se obtendra

con algin trabajo las llamadas ecuaciones de Euler

gty — (Iyy — L )wyw, = Ffft
Ly — (L, — Lip)wow, = F;xt
Lo, — (Lyw — Ly)wew, = T

Estas ecuaciones determinan completamente las componentes de la velocidad
angular del cuerpo si el torque es conocido.

3.3.2. Torque nulo

Consideremos segundo, un cuerpo que se mueve sostenido de su centro de
masa fijo, bajo la accién de la reaccién en el punto de suspensién solamente,
de modo que el torque de las fuerzas externas respecto al punto de suspensién
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es nulo. Ademds considere ejes principales méviles fijos al cuerpo rigido con
origen en el punto fijo O. Ahora tenemos que

]yywy - (IZ

z a:a:)wzwx = 0

gty — (Iyy — L)wyw, = 0
-1
— Iy )wwy, = 0.

Ademés es de utilidad considerar que lo anterior es el reflejo de Ly =
constante. O sea

Ly = Lawyi + Iyywy ]+ I.w.k = constante.

Si ademads no hay roce, se conserva la energia cinética de modo que

1 1 1
K = §Imwi + §Iyyw§ + §Izzw§ = constante. (3.6)

También sigue de las ecuaciones anteriores que
Lo - @ = 2K = constante,

de modo que la velocidad angular permanece sobre un plano fijo perpendicu-
lar a Ly. Ademss la magnitud del momentum angular es constante, lo cual
agrega otra condicién (no es independiente)

L} = I2 W + I? w? + I? w? = constante. (3.7)

¥ yyy 2z z

EJERrcICIO 3.3.1 A partir de las ecuaciones de Euler pruebe las ecuaciones
3.6y 3.7

Pensemos ahora como se ven las cosas para un observador que se mueve
junto con el cuerpo rigido. Para €l las direcciones de los ejes permanecen fijas
y observa que la velocidad angular varfa en esos ejes. De acuerdo a él, la punta
del vector velocidad angular se mueve en un punto que es la interseccién de
dos elipsoides fijos al cuerpo.

[mwi + [yywz + ]Zzwz =2K

=12 + 2w+ 2w = L2,

T x yy=y 2z z
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el primero de los cuales se denomina elipsoide de Poinsot. Ademds, como
explicamos, la punta de vector velocidad angular permanece sobre un plano
fijo. Notemos ademds que la normal al elipsoide de Poinsot donde esta J es
= Ipawat + Lyywy,j + Izzwzlz: o sea precisamente el momentum angular, de
modo que el plano invariable es tangente al elipsoide de Poinsot. El cuadro
que sigue de aqui es que el elipsoide de Poinsot, que se mueve junto con el
cuerpo, rueda sin deslizar sobre el plano invariable. Este movimiento, bas-
tante complicado, representa el movimiento de un cuerpo rigido con torque
nulo. Desafortunadamente las ecuaciones para w,, w,, w, resultan elipticas
(complicadas) por lo cual no ahondaremos més aqui. Si se interesa vea [6,
(pag.378)]. Sin embargo, el problema se simplifica si el sélido rigido es de
simetria de revolucién.

3.3.3. Cuerpo simétrico

Supondremos ahora que el cuerpo tiene simetria de revolucién de modo
que

Iy = Iyy:A7
I, = C.

Ahora las ecuaciones de Euler se simplifican a

Av, — (A= Cyw, = 0
Avy — (C - Aw,w, = 0

Cw, =
de donde se desprende que
w, = constante,
wi + wi = constante.

Si denotamos por « el éngulo que & forma con el eje z, ver figura (3.11) sigue
que
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Figura 3.11: Cuerpo rigido simétrico.

w = 4/wi+w?+w?= constante,

W, = wcosaq,
W, = 4Jw:+w2=wsina
- x Yy ’
tanf = —tana
C

de modo que si se coloca
Wy = W,_COSQ,
wy = w_sing,
cualquiera de las dos primeras ecuaciones de Euler conduce a

—Aw,_sin ¢ — (A — C)w, sin ¢w, = 0,

0 sea
. — A
b OoA,
— A
Qb = <CA )Wzt
de modo que
Wy = W COS(C_A)wt
x - L A zY
(C—A)
Wy = W, sl w,t.
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Movimiento en el espacio

De acuerdo a los resultados anteriores, se conoce como varfa la velocidad
angular del cuerpo respecto a ejes fijos al cuerpo. El movimiento del cuerpo
en el espacio, al menos en su descripcién cualtitativa se deduce del hecho
que el momentum angular es constante. La direccién del eje z, el momentum
angular y la velocidad angular permanecen sobre un plano formando dngulos
constantes entre ellos, de manera que ese plano debe girar en torno a la linea
del momentum angular, con cierta velocidad angular que llamaremos 2. Se
forman entonces dos conos. El cono que describe & al girar en torno a [_:0,
llamado cono del espacio porque es un cono fijo. El cono que describe & en
torno al eje z, llamado cono del cuerpo, porque se mueve de la misma manera
que el cuerpo. Las figuras siguientes ilustran esos conos para los dos casos,

A>CyA<C.

Figura 3.12: Conos del espacio y del cuerpo

Entonces, mirado desde un sistema inercial, & precesa en torno de L,
formando un cono fijo en el espacio. Ademsés el cono que forma & en torno a
z, rueda sin deslizar sobre el cono fijo al espacio. Rueda sin deslizar porque

todos los puntos del cuerpo rigido a lo largo de & tienen velocidad nula, ver
figura (77).
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Cono fijo y del espacio.
Tenemos entonces, un problema de cinemdtica. Sea (2 la velocidad angular
de z en torno a L, entonces

vp=Q-PM =w-PQ

pero
PQ :
o = Sino,
% = sinf,
por lo tanto
PQ sin a
=Y = mw,

pero tan § = (A/C) tan « y puede obtenerse

a — sin ay/1 + tan? 3

= w
tan 3 ’
2
_ ¢ 2 .2
= w4/ —3 Cos*« + sIn” «
A2
o bien con periodo
2T

T =
2 .
w\/% cos? a + sin® o

.Es el movimiento del cuerpo periédico?

Con respecto a la figura anterior, la velocidad angular del cuerpo puede
descomponerse de la siguiente manera

& = ok + Qko
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donde kg es unitario en la direccién de Ly. De modo que
Gok=¢+ k- k
0 sea

¢ = Qko-k—&-k
sin «
= ——wcosS —wcosa

sin 3
sin «

= W — WCos
tan 3

Cc-A
= w Cos a,

A

como ya sabfamos.
Como explicamos el eje de simetria del cuerpo da una vuelta en un tiempo

2T

?

w\/— cos? o + sin? «

pero en ese tiempo el plano que contiene z, Lo y W ha girado respecto del
cuerpo un angulo

(C—A) (C—A) 27 cos «v
—w,l =

A A \/— cos? o + sin?

que no es necesariamente un multiplo de 27. Supongamos o = 7/6, A =
TMR? C = 1MR? resulta

o=

o 4
T = SRV

w\/—cos2a+sm Q 13“}

2 2
6 = 4 TRt = T VBV13 = 0,960 769
A c2 13

= cos? a + sin? «

0,08135 x 2 = 0,162 7
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Otro modo de averiguar sobre el giro del cuerpo sobre su eje

El como del cuerpo rueda sin deslizar sobre el cono del espacio. El punto
(@ describe una circunferencia de perfmetro

21GQ sin(f — ).

Cono fijo y del espacio.
Este perfmetro debe igualar a ¢ veces el radio de la circunferencia del cono
del cuerpo cuyo radio es

GQ sin a.
Al igualar se obtiene
¢wsina = 2nwsin(f — «a),
t = =t
an - an o

que junto con tan 3 = %tan a, conduce a (haga el desarrollo)

(C—A) 27 cos «
A \/i—j cos? a + sin?

Q=

)

salvo un signo que es irrelevante.

3.3.4. Trompo

Este caso del movimiento de un cuerpo rigido simétrico con un punto
fijo, y a diferencia del iltimo caso, sometido al torque que ejerce su peso.
Considere entonces un trompo simétrico (I, = I,,) que mantiene su puia
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fija. Para los éngulos 6, ¢, 1) indicados en la figura (3.13), siendo M su masa,
h la distancia de la puda al centro de masa y I, = I,, = A, 1., = C, los
momentos de inercia, para un eje perpendicular al eje de simetria y respecto
al eje de simetria, en el punto fijo, origen del sistema de coordenada. En el
capitulo de ecuaciones de Lagrange, este tema serd tratado de otra forma.
Aqui, las ecuaciones de movimiento serdn

Mae = R+ Mgk,

i

dt

Los ejes méviles son z el eje de simetria, x en el plano que contiene z y zg, y
en el plano horizontal.La velocidad angular es

G = ¢ko—0j+ Pk
é(cos Ok + sin 07) — 07 + bk
— —éj—i—qbsinei—l—@cosg‘i‘@b)if

Rext
reet,

el momentum angular
Lo = —A0j+ Apsinbi+ C(¢pcosd + )k,

el torque
['¢" = —Mghsin 0).

La derivada del momentum angular puede hacerse con algo de manipula-
cién algebraica. Sea s = ¢ cos 6 + 1), entonces

M = —Af)— AQQ + A¢sin 01 + Al cos 07 +
dt dt
o di N dk
Agsin 9% + C(5)k + C(s)%.

Las derivadas de los vectores unitarios son

% = (—0j+ (dpcosB)k) x i
dj . . R . a N
- = (¢sin i + (¢ cosO)k) x )
dk

il (—éj-l—qbsiné’i)xl%,
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Z
AO
N z
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N
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Figura 3.13: Trompo simétrico

que se reducen a

di TR .
prili Ok + (¢pcosh)]
dj TS R
= = ¢sin Ok — (¢ cosb)i
le—lz = —0i— (qb sin )3,
de modo que
dLo . S X . . R
— = —A0) — AQ(¢sin Ok — (¢ cos 0)i) + Apsin 0i + Apl cos 0i +

Apsin(0k + (¢ cos)j) + Cik + Cs(—0i — psin b)),
= —Afj+ Adsin i + 2400 cos i +
A¢sin 0 cosbj + Csk + C’s(—éi — $sin 07),
entonces las componentes de la ecuacién del torque son
Adsind + 2A¢f cosd — Csh = 0
— Al + Apsinfgcosd — Cspsind = —Mghsin0
cs = 0.

De la primera se obtiene

%(Agb sin® + Cscosf)) =0
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f(u)
caso genérico

7 | /u
\ u \

Figura 3.14: Raices de f(u)

de modo que se tienen dos cantidades conservadas

s ¢ cos 0 + 1) = constante,

A¢sin® 0 + C's cos § = constante.

«

Ahora, en vez de trabajar la segunda ecuacién es preferible considerar que la
energfa se conserva, entonces

1 . 1 . 1
E= EAHZ + §A(sin2 9)¢2 + 50(3)2 + M gh cos 6 = constante.

Al eliminar ¢ a través de « en la ecuacién de la energfa. Si se define u = cos 6,
se obtiene (ver apéndice)

9 N 1—u? a—Csu’
W = f(u) = (2F — Cs* — 2M ghu) Y " :

polinomio ctibicoen u, cuyas dos raices entre —1 y 1 tienen importancia en
la determinacion de la inclinacién del eje del trompo en su movimiento. En
las figuras siguientes se muestran tres casos particulares donde la forma de
f(u), la cual esta determinada por las condiciones iniciales, determina el tipo
de movimiento que se realiza.

En el primer caso, hay dos raices en el intervalo —1, 1 y la tercera, como
es lo usual es mayor que uno. El eje el trompo oscila entre las inclinaciones
dadas por esas dos raices.

El segundo caso corresponde a una inclinacién constante 6y del eje del
trompo, caso llamado de precesién uniforme que se caracteriza por ser f(ugy) =
0y f'(uo) = 0.

El 1ltimo caso corresponde al caso de trompo dormido estable, es de-
cir donde el eje del trompo permanece vertical y estd caracterizado por ser
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f(u)
precesion uniforme

-1
| | o

Figura 3.15: Precesién uniforme.

f(u)

trompo dormido

Figura 3.16: Trompo dormido.
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precesion positiva

Figura 3.17: Precesién positiva.

movimiento cuspidal

Figura 3.18: Movimiento cuspidal.

f(1) =0y f'(1) = 0.0tras caracteristicas del movimiento del trompo se vi-
sualizan mejor siguiendo el movimiento del centro de masas, el cual se mueve
sobre una esfera, como se indica en la figura siguiente para tres casos posibles.
En el primero (;5 >0

en el segundo qb se anula en el punto mas alto y en el tercero gz5 se anula y
por lo tanto cambia de signo entre las inclinaciones méaximas y minimas del
eje del trompo.

La soluciéon completa para condiciones iniciales arbitrarias es complica-
da pero esbozaremos lo que se necesita hacer. Las condiciones iniciales de
posicién y velocidad del trompo determinan las constantes F, s y a. La in-
clinacién del eje polar € se obtendria integrando la ltima ecuacién que tiene

la forma
du

dt = ,
f(u)
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movimiento con loops

Figura 3.19: Movimiento con loops.

y que conduce a funciones elipticas. En efecto f(u) que es un polinomio
cibico puede escribirse

) = 2B = ) = ) — ),

donde supondremos que hemos ordenado las raices de acuerdo a
—l<u <up <1<us.

Sea ademés z = \/u — u; de modo que 2zZ = 1 entonces

h
flu) = 2]\29 (22)(2% +uy — ug) (22 +up — us),

du = 2zdz

de modo que

24 dz
Mgh /(22 = (uy = ) (22 = (us — ur))’

que nos proponemos reducir a la forma canénica (ver apéndice)

dt =

(%) =(1-yH(1 -k, (0<k*<1).

Para ello la escribimos

. (%) = (2 = ur) = 2)((uy — wy) — ),
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sea ademds z = /(ug — u1)w entonces

Mgh(i:l— ) (%)2 =(1—w?)(1-

Uz — U1

w2),

Uz — Uy

de aqui, puede obtenerse
w = sn(p(t — to),
donde p y el médulo de la funcién eliptica sn estdn dados por

2 Mgh(uz —uy)

P = oA )
2 — Ug — U1
U3—U1.

As{ finalmente la solucién serd

cosl = wuy+ 2?
=y + (us — ug)sn*(p(t — to).

3.4. Ejemplos

EJEMPLO 3.4.1 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados M
y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en 7/2. Con un movimiento
de spin s. Determine la precesion inicial ¢p(0) = Q para el trompo pase por
0 =0.

Solucién. Podemos evaluar las constantes

¢ cos 0 + 1) = constante,

5 =
o = Apsin?0+ Cscosf = AQ
1 . 1 . 1
E = 5,492 + S Asin? 0)¢" + Mgh cos 6 + 505’
1o, 1 0
= = —AQ
203 + 5

entonces

F(u) = (AQ? — 20 ghu) L) (AQ - OS“)2 |

A A
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Una raiz es
Uy = 0,

y la otra debe ser u = 1 por lo tanto
AQ —Cs=0.
A

EJEMPLO 3.4.2 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados M
y h se coloca en movimiento con su eje vertical hacia arriba. Con un mouvi-
miento de spin s solamente. Determine la condicion para que el movimiento
sea estable.

Solucién. De acuerdo a las condiciones iniciales podemos evaluar las
constantes

s ¢ cos 0 + 1) = constante,
o = A¢sin?0+ Cscos =Cs,

1. 1 . 1
E = §A02 + §A(sin2 9)¢2 + Mgh cos 6 + 56’32

1
= Mgh+ 5032,

entonces

_UZ s — LUsu 2

F) = Mg —2Mgh B - (S
—u?) (%P

S P CR KL

~ (1_—Au)2 <2Mgh(1 +u) — 0252) .

1—u)?,

A
O sea hay dos raices repetidas u = 1, y la tercera raiz es
(C?s?
T oM ghA B
Si la tercera raiz fuera menor que 1 entonces el eje del trompo se moveria

entre 6 = 0 y el valor de cos § = uz. Para que ello no ocurra, trompo estable,
debe ocurrir que uz > 1 y eso impone

C?%s?
2MghA

us

2.
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A

EJEMPLO 3.4.3 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados M
y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en dngulo @ = 7/2, Con un
movimiento de spin s y precesion inicial gb(O) = ) solamente. Determine la
condicion para que en el movimiento 6 no varie.

Solucién. Nuevamente, de acuerdo a las condiciones iniciales podemos
evaluar las constantes

s ¢ cos 0 + ¢ = constante,
a = A¢psin®0 + Cscos = AQ,

1 .2 1 . 1
E - 5,492 + S A(sin® 0)¢° + Mgh cos 6 + 505’
1 1
= CAQ? 1 0
5 + 2C’s ,

entonces

) = (AQ2—2Mghu)(1_u2) B (AQ—Csu>27

A A
2 2
= (AQ* - 2Mghu)¥ — (Q - %u)

Obviamente una solucién es u = 0 correspondiente a = /2. Para que 6 no
varie, f(u) debe ser negativo en la vecindad de u = 0 y eso requiere que f(0)
sea un maximo relativo. Entonces la condicién es

f'(0) =0.
Haciendo el cédlculo correspondiente resulta
1 2Cs
—2Mgh)— 4+ —Q =
(=2Mgh)~ +— 0
Csf) = Mgh
A

EJEMPLO 3.4.4 Un trompo con momentos de inercia dados A, C y dados
M y I se coloca en movimiento con su eje inclinado en dngulo 6y, Con un
movimiento de spin s y precesion inicial ¢(0) = Q solamente. Determine la
condicion para que en el movimiento 6 no varie, aumente o disminuya.
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Solucién. Evaluamos las constantes en términos de las condiciones ini-
ciales, esto es

a = AQsin?6y + Cscosb,
2F — Cs® = A(sin®0p)Q? + 2M gh cos 0y,
luego f(u) serd
1—u?

A

fu) = (AQ*sin? 60y + 2M gh cosy — 2M ghu)

(AQ sin? 0, + C's cos 0 — C’su>2
1 .

Como f(ug) =0, Oy es un extremo y el dngulo variard hacia la regién donde
f(u) sea positiva. De ello se deduce que la condicion serd f'(ug) = 0, f'(ug) <
00 f'(ug) > 0 para los tres casos senalados. Entonces, derivando y evaluando
en up = cos By resulta

) 1—uj . —2uy  20s . . |
f'(uo) = (~2Mgh)—; 0 4 (AQ?sin® 6,) 1 0 4+ 5 AQ sin? 6,
2
_ 28121 6)0 (—Mgh i (AQ2)UO + CSQ) ’

entonces si

—AQuy + CsQ — Mgh =0,

hay precesién uniforme con 6 = 6, si
AQ?uy — CsQ + Mgh > 0,
el angulo de inclinacién # aumenta y si es negativa, disminuye.

A

EjEMPLO 3.4.5 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
m y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en dngulo 6y, Con un
movimiento de spin s y precesion inicial gzﬁ(O) = Q solamente. Determine la
condicion para que debe cumplir ) para que en el movimiento siquiente 0
aumente y el trompo haga loops.
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Solucién. Si tomamos condiciones iniciales en 6, dados 6; = 0, s, ¢,
entonces

o = A(sin?6;)¢, + C's cos ;.

Para que la precesion se anule en el intervalo (6, 62) debe existir un dangulo
05 tal que 01 < A3 < 05 de modo

o = A(sin® Hl)gbl + Cscost; = Cscosbs
es decir
cosls = us3=—,
o
—| < 1.
‘C’s ‘
Esta condicién puede escribirse

A(sin®60,)¢, + Cscos b,

-1< <1
Cs
o bien, si el spin es positivo
Cs . Cs
—_—— <Ay < —————
1 — cost, ¢ (14 cosby)

Aqui uz = cosf3 donde 63 es el hipotético dngulo donde gi53 = 0 y deberia
estar entre 0, y 05 para que haya loops. Si hay dos raices cos; y cos s en el
intervalo fundamental (—1,1) la condicién que falta imponer es que ug esté
entre ellas lo que se traduce en que debe ser

f(u3) > 0
Como ) )
1—u a— Csu
_ _ 2 _ _
flu) = (2E Cs 2mghu) T ( T )

entonces 9

flug) = (2E — Cs* — 2mghus) ;ug >0
implica

f(us) > 0= 2E — Cs* — 2mghus > 0
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que es la condicién que falta. Para colocarla en términos de las condiciones
iniciales (con #; = 0)

A(sin?0,)¢, 4+ Cscosb;

2E—Cs*—2mghus = A¢f sin? 6, +2mgh cos 6, —2mgh o
s
que se reduce a
Co 2mgh
0< — :
Qsl(gbl C's )

Del ejemplo anterior, para que # aumente, se requiere ademds que
. 2 .
A¢p, cosby — Csp, +mgh > 0,

esto es tenemos tres condiciones (para s > 0)

C's : Cs
11— cosb, < Ao < (14 cosby)’ ()
- 2mgh
0 < by — =), (b))
0 < Agb? cosy — Csp, + Mgh (c))

Sig, <0 yb <m/2, (b)y (c) se satisfacen, (a) se reduce a
Cs

1 —cos 6, < A%,

Sip, <0 y6 >m/2, (b) se satisface, y las condiciones son

Cs

"1 — cos 0,
0 > Aqbi |cos 0y | + C's¢p; — mgh.

< Ag,.

De la tltima puede obtenerse que

Cs |<1+\/1+4A|cosel|mgh> < Ad,

~ 2]cos b, C2s?

Cs

"1+ |cos b <49

>0
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Pero

Cs 1+\/1+4A]00891|mgh - Cs - Cs
2 |cos 0| C2s2 lcos 01| = 1+ |cosby|’

luego las dos condiciones se satisfacen si

Cs :
1+ |cos 6] < Ao

En consecuencia para s > 0, durante el movimiento siguiente # aumentars y
el trompo realizard loops si se satisface la condicién anterior, cualquiera sea
el dngulo de inclinacién inicial 6.

A

EJEMPLO 3.4.6 Para tener un caso concreto, sean s = \/% , C = %mhz,
A =32mh?, 6(0) = /3, 0(0) = 0. Determine algin valor de $(0) para que el
dangulo aumente y el trompo realice loops.

Solucién. Debe ser

- Cs/A 4 g
0>¢(0)> 1+ Jcos7/3] T (E)’

sea entonces ¢(0) = —2 (£), luego

a = A(sir127r/3)(—3 (%))+C$cos7f/3:%mh2 (%)

2F — Cs®* = —mbhg,

de aqui puede obtenerse

1l g 2 3

cuyas raices son u = —0,949 38, u = 0,5, u = 1.0577 luego el trompo oscila
entre los angulos 60° y 161,7° y la precesién se anula en

0. — a _1
C083_03_4’

0 sea en 03 = 75.522°.
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A

EJEMPLO 3.4.7 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
m y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en dngulo 6y, Con un
movimiento de spin s y precesion inicial gzﬁ(O) = Q solamente. Determine la
condicion para que debe cumplir Q) para que en el movimiento siguiente 0
disminuya y el trompo haga loops.

Solucién. A diferencia del ejemplo anterior, ahora se desea que el dngulo
de inclinacién 6 disminuya. Si tomamos condiciones iniciales en #;, dados
0, =0, s, ¢, entonces similarmente se obtendra

A(sin? 91)¢1 + Cscos b,

-1< <1
Cs
o bien, si el spin es positivo
Cs . Cs
— <A —_
1 — cos b, 91 < (14 cosby)
Similarmente f(ug) > 0 implica
e 2mgh
0 < ¢1(¢y — Os ).

Ahora, para que 6 disminuya se requiere ademads que
. 2 .
A¢p, costy — Cspy +mgh < 0,

esto es tenemos tres condiciones (para s > 0)

Cs . Cs

" 1——cosf, < Ad < (1+cosby)’ (2))
N 2magh

0 < b1 — =5, (b))

0 > Aqbf cos )y — ngiﬁl + mgh. (c))

Sis>0, <0 y 0 <7/2, no es posible satisfacer (c).
Sis>0,¢, <0 yb>m/2, (b) se satisface autométicamente y (c) se
satisface si

0> —A(bi |cos 0| — C's¢py + mgh,
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0< Aqﬁi |cos 01| + C'sé, — mgh,

y esto requiere

: 1
- (_cs— 22
Ag, < 2Tcos O] ( Cs —+/(C2s +4A\cos€1|mgh)>,
ademés de o
S .
—— < A
1+ |cos 64 < Aoy,

pero 2‘(:0591‘ (C’s + /(C25% + 4A |cos 0, | mgh)) ‘COCS‘;l' > 1+\ccosol|’ de modo

que este caso no es posible. .
Resta entonces analizar la posibilidad s > 0, y ¢; > 0. Se deduce entonces
que

. Cs
Apy T+ costy)’ (a))
2mgh
b o> 2ot (b)
0 > Agzﬁi cosf; — C'spy + mgh. (c))

Para poder satisfacer (a)y (b) es condicién necesaria que

2mghA - Cs
Cs 14 cosfy’

v que (bl esté entre las raices de
. 2 .
A¢py cost; — Cspy +mgh =0,

en el caso que #; < 7/2. (Usted podrd comprobar que ambas raices son
reales.)
Entonces si s > 0y 6; < m/2 deben cumplirse

2mghA . Cs
Cs A < (14 cosb)

Cs 4A (cos0y) mgh - Cs \/ 4A (cos 0,) mgh
1—1/1- A 1 1-— .
2 cos 0, ( \/ C?s2 < Ao < 2 cos 0, + C?s2
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Puede probarse que

2mghA - Cs {— \/1 _ 4A(cos 1) mgh
Cs 2 cos 0, (2?52 ’

Cs Cs 4 A (cosby) mgh
(14 cosby) =~ 2cos 61 (1 T \/1 B C2s2 ’

entonces es suficiente que

2mghA
Cs

Cs
(14 cosby)

< A, <

El caso que resta analizar es si s > 0y 6; > 7/2 entonces deben cumplirse

2mghA : Cs
A 7
Cs 91 < 1 — |cos 0|
y
0> —Aéf |cos 0| — C's¢p, 4+ mgh,
0

0< Aqﬁ? |cos 01| + C's¢p, — mgh,

es decir ¢; debe ser mayor que la raiz positiva entonces

Cs 4Amgh |cos 04 -
2 |cos 6] <_1 * \/1 * C?s2 ) < Ad

pero es facil establecer que

Cs ‘ (_1+\/1+4A\60891|mgh> _ 2mghA

2 |cos 6, C?52 Cs
luego la condicion necesaria es

2mghA
Cs

Cs

Ap, < ——————
<A < 1 — |cos 6|
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A

EJEMPLO 3.4.8 Un trompo con A = Mh?, C = 2Mh?, baila con precesion
uniforme con 0 = /2 y precesion ). Si repentinamente la precesion se du-
plica, determine el movimiento siguiente.

Solucion. Para precesion uniforme tenemos

—AQ%uy+ CsQ — Mgh = 0,
u = 0,
de donde despejamos el spin
_ Mgh
q
Calculamos ahora con 6y = /2, ¢, = 20
a = Aqb sin? @y 4+ C's cos §y = 2A9,
2F — Cs* = 4AQ0?,

Cs

luego

— 2 — 2
fu) = (4AQQ—2Mghu)1 u _<2AQ Csu))

A A
2
1—u? (240 — 2y
= (4AQ? —2Mgh — 2
( o) 1= ( _ ) ,
2A0%u — Mgh
= (Mghu — 2AQZ) u D ,
de donde las raices son
Uy = 0,
w 2A0? B 2h)?
2 Mgh - q ’
S Mgh g
3 2402 2n02°

Ademds
Agsin?0 = 240 — Cscosb,

= 2MA? (Q— ﬁcos@).

Hay dos casos:
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2 g
. % > 1, las raices son que dan los extremos son

Uy = 07
g
Uz = YRS < 1.
: 2M h? g
$(6s) Asin? 0, (Q o 93) ’

2Mh? g
= ——|Q2- ;
Asin® 03 4h2Q3

2Mh? g
A o (1 .
Asin® 0 < 4h294) >0

» %5 > 1,las raices son que dan los extremos son

Uy = O,
2h0?
U = < 1.
g
: 2Mh? g
pr— — Q—_
o0 = Toare, ( 2n 92) ’
_oMR? g 2\ _
~ Asin®0, 2hQY ¢ -

es un movimiento cuspidal

3.5. Movimiento con loops

3.5.1. Resumen

En los ejemplos anteriores se han establecido las condiciones para que
el trompo, partiendo desde una posicién extrema de su inclinacion, realice
loops, es decir que la precesién ¢ se anule entre las posiciones extremas. En
resumen se probé que las condicones son
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a) sis>0,p0)=¢, <0,0(0) =60 yH(0)=0 el dngulo de inclinacién 0
aumentard y hay loops si

C's

1 o5t 0 < Ap; < 0.

b) sis >0, $(0) = ¢, > 0, 6(0) =6, y 8(0) = 0 el dngulo de inclinacién 6
disminuird y hay loops si

Cs
(1+ cosb)’

2mghA
Cs

< Ao, <

lo cual es posible solamente si

0282

2mghA < ———.
g <(1+60591)

3.6. Ejercicios

EJERCICIO 3.6.1 (Synge y Griffith, [6]) Un cono sélido de altura b y semi
dangulo en el vértice a rueda en movimiento estacionario sobre un plano ru-
goso horizontal de modo que la linea de contacto rota con velocidad angular
Q en torno de la vertical. Demuestre que la reaccion de la superficie sobre el
cono equivale a una fuerza que corta la generatriz de contacto a distancia

3 k202

-bcosa + cot o
4 g

de su vértice, siendo k el radio de giro del cono (I = mk?®) en torno a la
generatriz. Deduzca que el valor mdximo posible de ) es

1
2k cos o

\/gb(l + 3sin® ) sin .

EJERCICIO 3.6.2 (Synge y Griffith) Una placa delgada eliptica de semieje
a,b (a > b) puede moverse libremente en torno de su centro que estd fijo.
Es colocada en movimiento ddndole una velocidad angular de magnitud n
en torno de un eje sobre su plano, igualmente inclinado respecto a ambos
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semiejes de la elipse. Demuestre que el eje instantdneo de rotacion, volverd
a estar sobre el plano de la elipse después de un tiempo

, 1
) / L
PR
0

o nfa?—0?
242402

stendo

EJjerciciO 3.6.3 Considere dos cuerpos rigidos que chocan de modo que
existe una tangente comin a las superficies en el punto de contacto, don-
de se desarrolla una fuerza normal y posiblemente otra tangente (de roce),
ver fig.(8.22). Establezca la equivalencia entre conservacion de energia (cho-
que eldastico) y coeficiente de restitucion unidad (e = 1). Otros ejemplos de

Figura 3.20: Choque de cuerpos rigidos

la dindmica de los cuerpos rigidos, tales como el movimiento del trompo si-
métrico bajo la accion de su peso y de la reaccion en su pia, se estudiardn en
el capitulo sobre ecuaciones de Lagrange, pues ese método tiene, en general,
ventajas respecto a la formulacion newtoniana usual.

EJERCICIO 3.6.4 Una semiesfera homogénea de radio a estd en reposo sobre
un plano horizontal liso con su base paralela a una pared vertical lisa, sobre la
cual la superficie semi esférica, se apoya. La semiesfera comienza a moverse
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partiendo del reposo, deslizando sobre el piso horizontal y la pared, ambas
sin roce. Demuestre que cuando la base alcanza la posicion horizontal, la

rapidez angular y la rapidez del centro de masas de la semiesfera son w =

% gla,v= %aw respectivamente. Demuestre ademds durante el movimiento

siguiente, el dngulo entre la base y la horizontal no excede de cos’l(f%).

EJjercIiciO 3.6.5 Un disco uniforme de radio a que estd rotando con rapidez
angular inicial ) alrededor de su eje, se coloca sobre un plano horizontal don-
de el coeficiente de roce cinético es . Si la superficie se apoya uniformemente
sobre el suelo, demuestre que el disco se detendrd en un tiempo 3aQ)/(gpu).

EJERCICIO 3.6.6 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh?/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje horizontal @ = 7/2. El spin s es
dado. Determine los valores de la precesion inicial ¢(0) = Q para los cuales
0 aumentard, disminuird o permanecerd constante.

EJERCICIO 3.6.7 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh?/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje horizontal 0 = /2. El spin s es
dado. Si la precesion inicial es ¢p(0) = 0 determine los extremos del dngulo 0
para el movimiento siguiente.

EJERCICIO 3.6.8 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh*/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje inclinado en 0 = /3. El spin s
es dado. Si la precesion inicial es ¢(0) = 0 determine los extremos del dngulo
0 para el movimiento siguiente.

EJERCICIO 3.6.9 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en 0. Determine la
relacion que debe haber entre el spin s y la precesion inicial ¢(0) = () para
que el dngulo 0 no varte. (Precesion uniforme)

EJjercicio 3.6.10 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en 6y. Si el trompo tiene
spin solamente, determine los valores extremos del dngulo 6. (Movimiento
cuspidal)

EJjerciciO 3.6.11 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje vertical hacia arriba (0g = 0). Si
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el trompo tiene spin solamente, determine los valores del spin para los cuales
el trompo baila establemente. (Movimiento de trompo dormido)

EJjERrRCICIO 3.6.12 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h baila en precesion uniforme ¢ = Q con su eje inclinado un dngulo
0. Si repentinamente el spin se duplica determine los dngulos extremos de
inclinacion del eje del trompo.

3.6. Los problemas resueltos

EJERCICIO 3.6.1 En el movimiento de un cuerpo rigido simétrico (es decir
con A = B) bajo la accion de la reaccion en el centro de masas solamente,
ver fig.(3.21), pruebe que:

a) La magnitud de la velocidad angular del cuerpo permanece constante.

b) La velocidad angular & del cuerpo describe un cono en torno del eje
de simetria de cuerpo (eje z) con velocidad angular relativa al cuerpo

i = (C — Aw.k/A.

c) El eje de simetria del cuerpo (eje z) describe un cono en torno a la direc-
cion fija del momentum angular Eg, con velocidad angular de magnitud
Q = wy/sin® a + (C/A)? cos? a siendo a el dngulo constante que forma
W con el eje z.

Solucién. Para ejes principales GXY Z fijos al cuerpo, podemos utilizar

las ecuaciones de Euler donde el torque es nulo, por lo tanto
dLe = o
d_tG =I'¢ = 0= Lg = constante.

En componentes
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Figura 3.21: Conos del espacio y del cuerpo

pero A = B, de modo que

Aw, — (A= CQwyw, = 0,
Awy, — (C = A)w,w,
Co, = 0,

I
o

de aqui se deduce w, es constante. De las dos primeras se deduce que
Wz + Wywy = 0,

de donde

wi + %2/ = constante,

y luego

w = (/w3 +w +w? es constante.
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La figura

o

¢ \
nos dice entonces que

w; = wsinacos o,

wy = wsinasing,

reemplazando en la primera ecuacién de Euler Aw, —(A—C)w,w, = 0 resulta

—Awsin a(sin ¢)¢ — (A — C)(wsin asin ¢)(w cos ) = 0,

de donde
b= (C—A)(wcosa)  (C—Aw,

B A B A '

A

EJERCICIO 3.6.2 (Synge y Griffith, [6]) Un cono sélido de altura b y semi
angulo en el vértice a rueda en movimiento estacionario sobre un plano ru-
goso horizontal de modo que la linea de contacto rota con velocidad angular
Q en torno de la vertical. Demuestre que la reaccion de la superficie sobre el
cono equivale a una fuerza que corta la generatriz de contacto a distancia

3 k202

-b
1 cosa +

cot o
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de su vértice, siendo k el radio de giro del cono (I = mk?®) en torno a la
generatriz. Deduzca que el valor mdximo posible de ) es

1
2k cos o

\/gb(l + 3sin® @) sin a.

Solucién. Con relacién a la figura
' 3

Zy

I.. 0 0
0 I, 0 |,conly=I,..
0 0 I,

La velocidad angular del cuerpo estd en la direccién de la generatriz de con-
tacto de modo que
W = wcos a) — wsin ak,

y resulta
Ly = wly, cosaj — wl,, sin ak.

Las derivadas de los vectores unitarios son

dj
dt
dk
dt

= Qko x j = —Qsin(90 — a)i,

= Qko x k = Qsin(a)i,
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y entonces

L
d_to = wly, cosa(—Nsin(90 — a)?) — wl,, sin a(Q sin(a)?)

= —wQ(I,, cos® a + I, sin® a)i.

Por otro lado no hay aceleracién vertical del centro de masa por lo tanto la
reaccion R = mg. El centro de masa estd a distancia horizontal %b cos o del
vértice 0 por lo tanto si llamamos h a la distancia a la cual actia R tenemos
que

3
= (—mgzb cosa + Rh)i = —wQ(I,, cos® a + I, sin® )i,

de aqui, usando R = mg, despejamos h

wQ I, cos®> a+ I, sin®*

h:Zbcosa—7( —

).

Falta determinar w. Si evaluamos la velocidad del centro de la base del cono
ella es

wbsina = —Qbcos a,
luego
B §bcosa N 0? (‘:osa(Iyy cos? a + I, sin? 04)'
4 gsin a m

Pero el momento de inercia respecto a la generatriz de contacto es

0
I = [ 0 cosa —sina }HO CoS (v :Iyycos2oz+fzzsin2a,
—sin «
lo que prueba lo solicitado
3 k202
h = —bcosa + cot .
4 g
Obviamente h < OP = % de manera que
202 b
—bcosa + cota <

4 g cosa’
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de donde
0 < 2 btana — §bcosoztemoz)
= k2 cosa 4 ’
gb . 9 .
= m(sma—zcos asin a),
Q = chlosa\/g_b\/élsina—?)(l—sin2a)sina

= 1 \/gib\/sina—FBSin?’ Q.

2k cos a
A

EJERCICIO 3.6.3 (Synge y Griffith) Una placa delgada eliptica de semieje
a,b (a > b) puede moverse libremente en torno de su centro que estd fijo.
Es colocada en movimiento ddndole una velocidad angular de magnitud n
en torno de un eje sobre su plano, igualmente inclinado respecto a ambos
semiejes de la elipse. Demuestre que el eje instantdneo de rotacion, volverd
a estar sobre el plano de la elipse después de un tiempo

. 1
T = 2/—dw,
Vo
0
siendo
2 n_2a2 _p?
242+
Solucién. Las ecuaciones de Euler dardn con C = A + B
Aw, — (B—A—- Bwyw, = 0,
Bw, —(A+ B - A)w,w, = 0,
(A+ B)w, — (A— B)wyw, = 0,
o bien
Wy +wyw, = 0,
Wy — wowy, = 0,
(A+ B)w, — (A— B)w,w, = 0,

de las dos primeras
Wz + Wywy = 0,
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de donde

wi + wz = constante = n’.

Sea ademés
wy =ncos¥/2, w, =nsin¥/2

sustituimos en w, + wyw, = 0 y obtenemos

—n—sin— +nsin—w, =0=w, = X

2 2 2
sustituimos en la tercera ecuacién de Euler
(A4 B)= — (A — B)n*cos —sin— = 0, con ¥(0) =0, ¥(0) = Z
2 2 2 2
que puede escribirse
. (B — An? .
¥+ ﬁ sin ¥ = 0, con ¥(0) =0, U(0) = g
que corresponde a la ecuacién de un péndulo simple con Q? = (?ngz que

partié del reposo en posicién horizontal. Podemos integrar obteniendo

. dU
U2 — 202 cos U =0 = ’r = —OV2Vcos U

reordenando
A

cos U

— —OV2dt

y el tiempo necesario para que ¥ — —m/2 serd

_21/0 d\IJ_2/”/2 AV
V2 Jej2 VeosT V2 Jo  Veos T

Si elegimo los semiejes de la elipse como eje X, Y los momentos de inercia
serdn

A:Im:/y2dm, B:Iyy:/x2dm, C=1..=1,+1,,
R R

notemos que para la frontera R de la regién de integracién



3.6 Los problemas resueltos 147

ademas

A = [, = 2dxdy,

J,
/ wddy

para reducir la regién a un circulo unitario R’ tomemos x = ax’, y = by
luego

M

mab
M
B = I,= Tab

2 2 2
A = I,= Mb / y2da’dy = MO %/ 2rdr'df = MY ;

s / s 4
Ma? Ma?
B — Iyy: 71—a //I/2dZL’/dy/_ 4CL

(Hemos usado [, y?dz'dy’ = [, a”da’dy’ = % [ ?7'dr'df ). Entonces

0 sea nuestro resultado es

a7 anl il dew
Q\/_ 2 Veos U Q2 VeosT Ao cos U

El resultado propuesto es

T——

1 2 1
T2 —de== [ ——
/\/)\4—x4 ! )\/\/1—I’4 !
0 0

Me dio lata demostrarlo, pero un célculo numérico indica que son iguales
porque

dx = 2.62206.

1
/2 A
= 2.622 06, 2
/0 cos ¥ 0/ V1

A
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Figura 3.22: Choque de cuerpos rigidos

Ejercicio 3.6.4 Considere dos cuerpos rigidos que chocan de modo que
existe una tangente comun a las superficies en el punto de contacto, don-
de se desarrolla una fuerza normal y posiblemente otra tangente (de roce),
ver fig.(3.22). Establezca la equivalencia entre conservacion de energia (cho-
que eldastico) y coeficiente de restitucion unidad (e = 1). Otros ejemplos de
la dindmica de los cuerpos rigidos, tales como el movimiento del trompo si-
métrico bajo la accion de su peso y de la reaccion en su pua, se estudiardn en
el capitulo sobre ecuaciones de Lagrange, pues ese método tiene, en general,
ventajas respecto a la formulacion newtoniana usual.

Solucién. Si llamamos J a la interaccién impulsiva y P (y P,) al punto
de contacto, 1 y 2 a los centros de masas e indicamos con + y— a valores de
las diversas cantidades justo después y justo antes de la colisién, tenemos
que

-

My(Tf —ty) =T, (3.8)
Mo(Tf =) = —J (3.9)
H\(3F —&7) =GP x J, (3.10)
Hy(3F —37) = —GoP x J, (3.11)
y conservacién de energia
M 4 Mo + 5T - B+ L0 Hol =
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1 1 1 1
§M1v1—2 + §M2v2_2 + 59 Hhdy + 5y - Had, (3.12)

De las ecuaciones (8.4) y (8.5) se obtiene
G - HyG — @y - iy = (@ + @) - GyP x J,

De aqui, con algo de dlgebra, puede obtenerse de la ecuaciéon de conservacion
de la energfa

(O +07) - T — (0 +0y) - J = (@ +&7) x GP- T+

+(@5 + @) x GoP - J
pero
75 = + & x GiP,

y similarmente las otras, entonces
St — —t — 7
(UPl + UP1 - UPZ - UPQ) ’ J ?

es decir

- -

(1‘7_?3—1 _/&;'D_g).‘] :_(171;1 _U_I;g).‘]'

que significa coeficiente de restituciéon unidad, en la direccién del impulso de
interaccién.

A

EJERCICIO 3.6.5 Una semiesfera homogénea de radio a estd en reposo sobre
un plano horizontal liso con su base paralela a una pared vertical lisa, sobre la
cual la superficie semi esférica, se apoya. La semiesfera comienza a moverse
partiendo del reposo, deslizando sobre el piso horizontal y la pared, ambas
sin roce. Demuestre que cuando la base alcanza la posicion horizontal, la

rapidez angular y la rapidez del centro de masas de la semiesfera son w =

% gla,v= %aw respectivamente. Demuestre ademds durante el movimiento

siguiente, el dngulo entre la base y la horizontal no excede de cos_l(%).
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Solucion.
A

A
El centro de masa del cuerpo estd a distancia 3a/8 del centro. Mientras no
despega, el cuerpo mantiene su centro fijo, y la tinica fuerza que realiza torque

respecto a ese punto es el peso. Si en la segunda figura 6 es el dngulo que ha
girado la linea que contiene el centro de masa, entonces

. 3
1o0 = Mgga cos 6,

donde el momento de inercia es I = 2Ma?/5, luego

2Ma? 3
5@ 0= Mggacosﬁ,
0 sea 15
_ 29
0= 62 cos 6,
que podemos integrar porque
- 1d .2
0=—-——~0
240’
obteniendo 1 15
.9 - _g .
29 =164 sin @,

y cuando la base se coloca horizontal § = /2 resultando

. [15¢g
:9: _—
w 8 a’
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Puede probarse que en esta posicién el cuerpo despega y tiene una energia
inicial (respecto a la posicién inicial del centro)

1 .2 3
E:—[ — — —
5 0 Mg8a 0,

y su momentum en la direccién horizontal es

/1
P;C:Mgaw:Mga gg

Esas dos cantidades son conservadas, pero ahora todo el cuerpo se traslada y
rota, de manera que la coordenada x del centro de masa varfa. Asf la energia
se puede escribir

1 1 : 3
E=-Mvi, + §ICM92 - Mgga cost) = 0,

2
ademads
) 3 /15
Mz = Mga gg,
Yoem = %00897
8
Yom = —3—;9sm9.

Cuando 6 sea un extremo, § = 0, y en ese caso, ycy = 0 y la ecuaciéon de

energia da
1.3 [15¢g., 3a
—M(=-a\/—=)* — Mg— cosf =
5 (Sa\/ 3 a) g5 cos 0

45
128’

que se reduce a

cos O =
osea  =69.417°.

A

EJERCICIO 3.6.6 Un disco uniforme de radio a que estd rotando con rapidez
angular inicial ) alrededor de su eje, se coloca sobre un plano horizontal don-
de el coeficiente de roce cinético es . Si la superficie se apoya uniformemente
sobre el suelo, demuestre que el disco se detendrd en un tiempo 2a)/(gp).
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Solucién. Si la fuerza normal estd distribuida uniformemente, la que
actia sobre un elemento de drea dA = rdrdf en polares serd

mg

dN = rdrdf,

ma?

la cual produce un torque retardador
dr = —prdN = —E292qrqp,
wa
siendo el torque total

umg a’ 2
— —27 = —=pmga

I = —
Ta? 3 m 3

luego la desaceleracién angular estard dada por

%mcﬁa = —g,umga =>a= —%%,
luego frena cuando
ozﬂ—g%t:t:i—%.
A

EJjErcicio 3.6.7 Un cilindro sélido de radio R, descansa sobre otro igual
que a su vez se apoya sobre el suelo, en equilibrio inestable. Si el sistema
se perturba levemente y no hay deslizamiento en las superficies de contacto,
demuestre que mientras los cilindros permanecen en contacto, el dngulo 6 que
forma la linea que une los centros con la vertical satisface

2 12g(1 — cos 0)
~ a(17+4cosf — 4cos?0)’

Solucion. Lamentablemente se nos colé este problema aquif que es mejor
hacerlo por el método de lagrange. La figura ilustra que si el cilindro de abajo
gira un dngulo ¢, el de arriba gira un éngulo 26 + ¢. Note que los arcos azules
son iguales.
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Las coordenadas de los centros de masa son

r, =
Y1 =
To =

Y2 =

—Ro,

R,
—Rop+2Rsin0,
R+ 2Rcos?,

luego las componentes de velocidad son

T
o=
To =
Yo =
luego la energia cinética serd
1 1.1

K = MR + =(

2 2°2

—R¢,

0,

—qu + 2R cos 0,
—2Rfsin 6.

MRY)$ + 1M((—Rq} + 2Rf cos 0)? +

2

AR sin? 0) + (%MR2)(2€ +9)?,

1
2
3

— 2MR2’ +3MR*0° — 2MR20¢ cos 6 + M R0,

2

y la potencial serd

V = Mg2Rcos?,

de aqui
3

L= 5MR%2 £ 3MR2%° — 2MR*0bcos 0 + MR20b — Mg2R cos b,
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luego se conserva

oL

Pe =5 = 3MR*¢ — 2M R?0 cos 0 + M R*0 = 0,
despejamos
gb = 20 cosf) — 10
=3 50

la energia también es constante
E= gMR%? £ 3MR%” — 2M R*0¢ cos 6 + MR20¢ + Mg2R cos = Mg2R,

reemplazamos ¢ resultando

g(%& cos 0—%9)2—1—392—29(;9 cos 9—%9) cos 9—1—9(%9 cos 9—%9) = %—2—; cos 0,

de donde sigue que

1 —cos®

-2
b= 12gR(17+4cos«9 — 4 cos?0)

A

EJERCICIO 3.6.8 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh%/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje horizontal 0 = /2. El spin s es
dado. Determine los valores de la precesion inicial $(0) = Q para los cuales
0 aumentard, disminuird o permanecerd constante.

Solucién. como siempre se evaltian las constantes

2F — Cs* = AQEQ sin? 6 + AP + 2mgh cos ) = AQ?,
a = Apsin®0 + Cscos = AQ,

luego

1—u? .
flu) = (2E — Cs* — 2mghu) Au - (a ACSU)2
1—u? S AQ—Csu

(e

= (AQ? — 2mghu)
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como se ilustra en la figura
f(u)

(b)
(a)
A SNLY
A
(c)

0 aumentard (b) si f/(0) < 0, permanecerd constante si (¢) f'(0) = 0, dismi-
nuird (a) si f/(0) > 0. Evaluamos

-1

1 2Cs 2C's mgh
"0) = (=2 —+—(Q) = Q-
£1(0) = (~2mgh) 7 + 2 (@) = 20 - T
de donde 6 aumentard si 2 < —%gsh, permanecerd constante si 2 = "Z;"Sh,

disminuird si 2 > %;Lh

A

EJERCICIO 3.6.9 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh?/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje horizontal 0 = 7 /2. El spin s es
dado. St la precesion inicial es qﬁ(O) = 0 determine los extremos del dngulo 0
para el movimiento siguiente.

Solucién. Similarmente resulta

2F — Cs* = Aq}ﬁzsin29+A92+2MghcosezO,
a = Apsin®0+ Cscosf =0,

- a-
fu) = (2B s —2Mghu)r = — (A
1—uw* —Csu, UQMghAuQ — C?s%u — 2MghA

A = A )= A2

= (—2Mghu)
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una raiz es u; = 0 (6; = 7/2) y las otras satisfacen

0 = 2MghAu® — C?s*u — 2MghA,
0 = 10gu® — hs*u — 10g

> 7 20¢ 40042

A

EJERCICIO 3.6.10 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh?/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje inclinado en 0 = w/3. El spin s
es dado. Si la precesion inicial es ¢(0) = 0 determine los extremos del dngulo

0 para el movimiento siguiente.

Solucién.
2F — C's?
Q
luego
f(u)
de donde 6; =
0 pu—
0 p—
costly =

De nuevo la misma rutina

= A¢251n29+A92 + 2Mgh cos = 2Mghcos% = Mgh,

} 1
= Ag¢sin?0 + Cscos = Cs cosg = 56’5,

1 — u? a— Csu

_ _ 2 _ — 2
= (2E — Cs* — 2Mghu) Y ( Y )

1—u? C%*? 5

= Mgh(1—2u) VR YE (1 —2u)
AM ghAu? — AMghA 252 — 20252
— (C1420) ghAu g4hA2—l—Cs C?s*u

2y las otras satisfacen

2 214
4Mgh5]\1[h u? — 2M4h

—25*uh + s*h + 20gu® — 20g =
1

204 <s2h — \/s4h2 — 20s%2hg + 40092> )

Mh?  M?*h?
32u—4MghS4 + 1 2,

A
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EJERCICIO 3.6.11 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en 6. Determine la
relacion que debe haber entre el spin s y la precesion inicial qb(O) = Q para
que el dngulo 6 no varte. (Precesion uniforme)

Solucién. Sea 6y el dngulo constante. Debe ser

f’(uo) = O
Derivando
1—u® 2Cs

1t F(a — Csu),

f'(u) = (2E — Cs* — 2Mghu)_72u + (—2Mgh)
Pero
2F — Cs? = AQ%*sin® 6y + 2M gh cos 6y,
a = AQsin?6y + Cscos by,
evaluando en 1y = cos 6, resulta

—9 .2 9
Flug) = (AQ?sin? eo)%eo + (—2Mgh) 22 A‘% + %(AQ sin® 0y) =

0 = AQ?(cosby) — CsQ+ Mgh.

la relacion pedida,

A

EJERCICIO 3.6.12 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en 6y. Si el trompo tiene
spin solamente, determine los valores extremos del dangulo 6. (Movimiento
cuspidal)

Solucién. Nuevamente

2F — Cs* = AqbQ sin? 6 + Ad? + 2mgh cos 8 = 2mgh cos b,
a = A¢psin®0 + Cscos = C's cos b,

1—u? a—Csu

A _( A )27

1—u? Cscosfy—Csu,,
A _( A ) )

(—cosby+ u)

= T(ngh/lu? — 2mghA + C?s? cos Oy — C*s*u),

flu) = (2E — Cs* — 2mghu)

= (2mgh cos by — 2mghu)
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de donde #; = 6, y las otras satisfacen
0 = 2mghAu® — C?*s*u — 2mghA + C?s* cos b,

de donde resulta

1
dmghA

cosfy = <C’232 — \/0434 + 16m2g2h2 A% — 8mghAC?s2? cos €0> )

A

EJERCICIO 3.6.13 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje vertical hacia arriba (0g = 0). Si
el trompo tiene spin solamente, determine los valores del spin para los cuales
el trompo baila establemente. (Movimiento de trompo dormido)

Solucién. Evaluamos

2F — Cs* = AéQ sin? @ + AY? +2Mghcosf = 2Mgh,
a = Agpsin?f+ Cscosf =Cs,

luego

1—u? Cs—Csu
flu) = (2Mgh—2Mghu)—— - (— )2,
o 2M ghAu — C?s% +2M ghA
A2

= (1—-u)

donde hay dos raices repetidas #; = 05 = 0 y la otra debe ser mayor que uno,
es decir

_ 1C?%s> —2MghA
“=3 MghA

> 1= C?s* > 4MghA.

A

EJeERrCICIO 3.6.14 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h baila en precesion uniforme gb = Q con su eje inclinado un dngulo
0. St repentinamente el spin sy se duplica determine los dngulos extremos de
wnclinacion del eje del trompo.
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Solucién. Para precesiéon uniforme en dngulo 6, se tiene que
0 = AQ? (cosfy) — CsoQ2 + Mgh.

de donde

1

0=—"
2A (cos )

(C’so + \/02 2 — 4AMgh (cos 90)) :

supondremos que ambas soluciones son reales. Las nuevas condiciones serdn

1
ot D ————— 262 —_
Q 34 (cos o) (C’so + \/C s — 4AMgh (cos 90)> :

s = 280, 9(0) = 90, 9(0) =0.
Ahora evaluamos

2F — C's? Agiﬁ2 sin? 0 + AY? + 2mgh cos ) = AQ? sin® Oy + 2mgh cos 0y,
a = Aésin2 0+ Cscosf = AQsin’ 0y + C's cos b,

entonces

1—u? a— Csu

_ 2
- (e
1—u?

A

flu) = (2E —Cs* —2Mghu)

= (AQ*sin® 0y + 2mgh cos 0y — 2M ghu)

AQsin? 0y + Cscosy — Csu,
_< A ) ’

f(u) puede ser factorizada por cosfy — u y la otra solucién satisface

0 = 2MghAu® + (—0252 — A%0?sin? 90) u—+ C?s% cos By — 2AQC's cos? 6,
—A%20% cos Oy + A%Q? cos® Oy + 2A0C's — 2M ghA.

Lamentablemente esto no se simplifica nada ain sin reemplazamos ) =

m (Cso + /C2st — 4AM gh (cos 90)> y

S = 280.

A




160 Sistema rigido de particulas




carituro 4

Ecuaciones de Lagrange

4.1. Introducciéon

Presentaremos las ecuaciones de Lagrange que constituyen una formula-
cién alternativa a la formulacién cldsica Newtoniana, con ventajas que expli-
caremos. Las ecuaciones de Lagrange asf como la funcién lagrangiano pueden
ser introducidas de diversas formas. La justificacién ultima de cualquiera de
los métodos es que el formalismo conduzca a las ecuaciones correctas de mo-
vimiento del sistema (cuando ellas son conocidas). De este punto de vista
pueden existir diversos lagrangianos que originen las mismas ecuaciones de
movimiento. Esos lagrangianos se denominan equivalentes. Una de las for-
mas modernas es partir del principio variacional de Hamilton buscando una
funcién lagrangiano que satisfaga el criterio anterior. Las simetrias del siste-
ma pueden ser de ayuda en postular una determinada funcién lagrangiano.
En estos apuntes preferiremos partir de las ecuaciones clasicas de Newton de
movimiento de un sistema y derivar de alli la formulacién lagrangiana, con
lo cual el principio variacional de Hamilton pasa a ser en realidad un teore-
ma de la Mecdnica Cldsica. En esta formulacion, el lagrangiano del sistema
estard dado por L = K — V, la energia cinética menos la energfa potencial
del sistema. Otros casos en que ello no sea asf se considerardn en particular.
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4.2. Restricciones o vinculos

Una forma equivalente a la formulaciéon newtoniana de la Mecédnica, la
constituye la formulacién lagrangiana. La principal ventaja practica que tiene
esta formulacion, es que de partida, el nimero de variables es el minimo
posible para determinar la configuracién del sistema y adem&s que no es
necesario conocer el detalle de las fuerzas de vinculos para su formulacion,
siempre que ellas satisfagan ciertos requisitos que se explican mds adelante.

4.2.1. Vinculos holonémicos y coordenadas generaliza-
das

Normalmente sobre un sistema mecénico existen restricciones o vinculos
dados. Por ejemplo si se tiene un sistema rigido de particulas, las distan-
cias entre ellas son invariables y por lo tanto las variables necesarias para
su descripcion serdn apenas 6, independientemente del nimero de particulas
que constituye el sistema. Los vinculos llamados de tipo holénomos permiten
disminuir el nimero de variables de las inicialmente consideradas, por consti-
tuir relaciones funcionales que permitirian hacer la eliminacién de variables
redundantes. Rara vez se procede a eliminar variables redundantes explici-
tamente. En vez, razonando se decide sobre cudntas variables son necesarias
y se las elige. Asi, para el caso de vinculos holénomos, si el sistema tiene
N particulas, existen en principio N vectores posicion o 3N coordenadas
por determinar. La existencia de un cierto nimero de vinculos constantes o
funciones conocidas del tiempo, hace que sea necesario un mimero menor de
coordenadas n (n < 3N). Denotaremos por ¢; a esas coordenadas elegidas,
llamadas coordenadas generalizadas del sistema. Todo los cambios virtuales
posibles de posicién del sistema corresponden a cambios arbitrarios de las
coordenadas generalizadas, supuestas independientes. El niimero de coorde-
nadas generalizadas n, es llamado el niimero de grados de libertad del sistema.
Los cambios reales del sistema son logrados mediante cambios virtuales de las
coordenadas generalizadas mds los cambios que se originen en las variaciones
con el tiempo de los vinculos, en el caso en que hayan vinculos variables.

4.2.2. Fuerzas de vinculos

La presencia de ciertos tipos de vinculos equivalen a ciertas fuerzas, nor-
malmente desconocidas, actuando sobre algunas particulas. Por ejemplo la
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condicién para que una particula permanezca sobre una superficie lisa da-
da es equivalente a una cierta reaccién normal. La formulacién lagrangiana
usual, exige que las llamadas fuerzas de vinculos, realicen un trabajo total
nulo cuando las particulas tienen desplazamientos (infinitésimos) compati-
bles con los vinculos a tiempo fijo. Para el ejemplo anterior, suponga que la
superficie lisa tiene un movimiento dado. Si la particula es desplazada sobre
la superficie sin permitir su movimiento (a tiempo fijo), la reaccién normal
no realiza trabajo. Sin embargo, si el desplazamiento de la particula es sobre
la superficie que se mueve, la reaccién normal realiza trabajo distinto de cero.
Si las fuerzas que vinculan un sistema de particulas para que este sea un sis-
tema rigido de particulas, obedecen el principio de accién y reaccién, es muy
simple demostrar que el trabajo total que realizan esas fuerzas al desplazar
arbitrariamente el sistema, es nulo.

4.2.3. Desplazamientos virtuales

Para sistematizar la discusién llamaremos desplazamientos virtuales compa-
tible con los vinculos, a los cambios de posicién infinitésimos §7; asociados
a cambios arbitrarios infinitésimos de las coordenadas generalizadas dq; a
tiempo fijo.

La diferencia entre desplazamientos virtuales ¢7; y desplazamientos reales
dr; debe estar clara. Si, por definicién de coordenadas generalizadas se tiene

—

ri:ﬁ(q17QQ7"'7Q7L7t)a (41)

la diferencia senialada es

i, — Z 87"Z 87”1 dt,

5F; = Z o s (4.2)

8qj

La diferencia puede ser importante en el caso que los vinculos sean funciones
del tiempo, es decir cuando el tiempo aparezca explicitamente en (4.1).
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4.3. Ecuaciones de Lagrange

Si se escriben las ecuaciones de Newton para las N particulas, separando
las fuerzas que actian sobre ellas en fuerzas de vinculos y las de otro tipo

— — VINCc.

mid; = Fi + F;

La esencia de la formulacién lagrangiana es que las fuerzas de vinculos no
realizan trabajo virtual, es decir

—»vmc 5
E (57’1‘ = 0,

0 sea
oW =Y m, 67 =Y (F+ FE") - o7 = ZF o (4.3)

El resto, la obtencion de las ecuaciones de Lagrange, son detalles que veremos

a continuacién.

Partiendo de (4.1), se deja como ejercicio demostrar la siguiente identidad.

EJERCICIO 4.3.1 Si 7 = Ti(q1, G2, - - -, Gn,t), demuestre la identidad

401, 01, or;

2o Lo =q,

dt 0¢; 2 Vi Jg; 2 Y Jq;

Si esa identidad se multiplica por m;, dg; y se suma en ¢, j se obtiene
d 0 0 or;
———K - —K ) ig = m;d; - —0q;
Zj: (dt 9q; g ) o ZJ: dg;° "
que sigue siendo una identidad. La Fisica recién entra ahora, al utilizar (4.3)

Z (%%K - —K> 0q; = ZQ]6QJ , (4.4)

siendo K la energfa cinética y

ZF o7, = oW = Z(Z )6% ZQJ&JJ,
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por tltimo, si las coordenadas generalizadas son independientes, como se ha
supuesto, se obtiene
d o0 0
——— K- —K= 4.5
dt 0¢q; 0q; @ (45)
Este conjunto de ecuaciones se conoce como las ecuaciones de Lagrange del
sistema (en una primera version).

4.3.1. Vinculos no holonémicos

Un cierto tipo de vinculo no holondmico puede ser tratado con mini-
mas variaciones con lo explicado. El caso que analizaremos consiste en res-
tricciones adicionales lineales en las velocidades generalizadas del tipo

E Aqu]—i-AlO:O, ’i:1,2,3,...,p

J
siendo los A;; ciertas funciones conocidas de las coordenadas generalizadas.
Por constituir relaciones en general no integrables, dichas relaciones no per-
miten a disminuir a priori el nimero de coordenadas generalizadas. Ellas

imponen restricciones a las variaciones virtuales de las coordenadas genera-
lizadas en uso, de la forma

S Agdq =0,  i=1,23,....p. (4.6)

Se supone también que las fuerzas de vinculos realizan trabajo total nulo
en los desplazamientos virtuales compatibles con los vinculos holonémicos
originales, y con los adicionales (4.6) no holonémicos. Asi todo lo dicho an-
teriormente vale, salvo en lo relativo a la independencia de las coordenadas.
Por lo tanto se tiene

d 0
Z <%8_%K - > 5% ZQ]5QJ7
J

junto con

> Aydg; =0,  i=123,....p
J

de allf, utilizando p multiplicadores de Lagrange, \;, se obtiene

d 0 0
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y considerando la idea del uso de los multiplicadores de Lagrange, se deduce
que
d 0 0
— K=K+ NA;=Q;, j=1,2.3,...,n,
dt 04, dq; - - 1= "

(2

que junto con

ZAz‘j%JrAm:O, i=1,2,3,...,p,
j

constituyen n + p ecuaciones para las incognitas, ¢;, A\;. Estas ecuaciones son
las llamadas ecuaciones de Lagrange para el sistema que tiene vinculos del
tipo considerado.

Funcién Lagrangiano

En la formulacién presentada, las ecuaciones de Lagrange se han escrito
en términos de la energfa cinética K. Si algunas de las fuerzas que realizan
trabajo son conservativas, derivables de un potencial, la expresion del trabajo
virtual puede escribirse

oV
_ _ NC _ NC
SW = ZQjaqj — SWNC — 5V = ZQj 54 = ) 8—%5%,

j j j
siendo Qj-v ¢ la llamada fuerza generalizada “no conservativa”. Por lo tanto,
para vinculos holonémicos, las ecuaciones de Lagrange pueden escribirse:

d 0 0
——L——L=0QN i =1,2.3.... 4.7
dtaq] aqj Q_] ) ..7 b b ) 7”7 ( )

siendo el lagrangiano del sistema

L(q,q4,t) = K(q,q,t) — V(q,1t).

Esta forma constituye la versién mds conocida de las ecuaciones de Lagran-
ge para un sistema con vinculos holonémicos. Se dardn ejemplos en que el
lagrangiano correcto no estd dado por K — V. Naturalmente esos otros ca-
sos corresponden a sistemas en que las ecuaciones cldsicas de movimiento no
estdn dadas por las ecuaciones cldsicas de Newton.
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4.3.2. Condicion de integrabilidad

El sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, el conjunto de
las ecuaciones de Lagrange, requiere como condiciéon para su integrabilidad

que
O0%L

det —— 0. 4.8

{3qz‘3qg}7é (48)

Esa condicién significa en el fondo poder despejar las aceleraciones del con-
junto de ecuaciones diferenciales de Lagrange. Quedan asi, excluidos en esta
formulacion, los lagrangianos singulares o de primer orden en las velocidades
generalizadas ¢;.

4.4. Sistemas Conservativos

Por definicién, un sistema serd llamado conservativo, si Q;V ¢ =0, Vj.
Para ellos, las ecuaciones de Lagrange son
d OL 0L .
——— —— =0, j=1,23,...,n. (4.9)
dt 0qj 8qj
que, escritas explicitamente son

d*L 0*L O*L 0L
i+ Gt —— — =~ =0, j=1,2,3,....n
Zz': 04;04; Z; 0q;0q; 0¢;0t  0Oq,

lo que explica el significado de la condicién de integrabilidad anterior. Es
esencialmente la condicién para poder despejar las aceleraciones del conjunto
de ecuaciones de movimiento.

4.4.1. Momentos candnicos

Los momentos canénicos conjugados a las variable ¢;, se define por

_ 0L(g,4:t)
[ . .
d4q;
La inversion de las ecuaciones anteriores, para despejar las velocidades gene-
ralizadas en términos de los momentos canénicos (teorema de la funcién

implicita), requiere la misma condicién anterior (4.8), de modo que hay una
segunda razon para excluir lagrangianos singulares de este formalismo.



168 Ecuaciones de Lagrange

4.4.2. El hamiltoniano del sistema
Transformacién de Legendre

Considere como ejemplo, en una dimensién, una funcién convexa f(x)
(con f”(x) > 0). La transformada de Legendre de f(z), se define por, (figura
4.1):

px - f(x)

Figura 4.1: Transformada de Legendre

F(p) = min(pz — f(z)).

Dado que el minimo ocurre cuando la derivada respecto a x sea nula, entonces

F(p) = px — f(z),

siendo

p=f(x),
que esencialmente genera a partir de una funcién de variable independiente z,
una funcién de variable independiente p. (vea Arnold [2])

= Un ejemplo de la Termodindmica. En termodindmica se utilizan trans-
formaciones de Legendre para generar funciones termodinamicas. Con-
sidere la energfa interna U = U(S, V), la temperatura T'=(0U/9S)y .
La transformada de Legendre de la energia interna es la funcién de
Helmholtz, funcién de el volumen y la temperatura:

AV, T)=U—TS.
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Funcién hamiltoniano

Dado un lagrangiano L(q, ¢,t), definimos su transformada de Legendre
respecto a las velocidades generalizadas por

h= pigi — L(q.4.1)
siendo
- 0L(g,4,1)
BT
Si las condiciones de invertibilidad se cumplen, podemos expresar las ve-
locidades generalizadas en términos de los momentos. Asi, eliminando las
velocidades se tendria

H(q.p,t) =Y pigi — L(q, 4, 1),

el denominado hamiltoniano del sistema.

Ejempro 4.4.1 Si g(p) = L,f(x) indica la transformada de Legendre de
f(x), demuestre que:

Lag(p) = [f(x).
) = pT — f(T), con p = f'(T), entonces ¢'(p) = T +
T(p ) Luego L.g(p) = px — g(p) con x = ¢'(p) = Z(p).
A

Solucién. Si g(p

7'(p) = J'(2)7(p)

EJjEMPLO 4.4.2 Dado un hamiltoniano H(p), indique una forma de deter-
minar un lagrangiano.

Solucion.

EJEMPLO 4.4.3 Si un sistema tiene como hamiltoniano H = c\/p? + mic?,
determine el lagrangiano.

Solucién.
2
L =—myc*y/1— =
c
note que este lagrangiano relativista, no estd dado por K — V.

A
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4.4.3. Teoremas de conservacion.

Escritas en términos de los momentos candnicos, las ecuaciones de La-
grange para un sistema conservativo son

T (4.10)

Conservacién del momento canénico.

» TEOREMA 4.1

Si el lagrangiano no contiene una coordenada (se dice que el lagrangiano es
ciclico en esa coordenada), se conserva el correspondiente momento canénico

conjugado, es decir
oL

dq;

= 0 = p; = constante

Conservacion del hamiltoniano.

De la definicién del hamiltoniano y de las ecuaciones de Lagrange (4.10),
se puede obtener

. i oL
dH = qudpj — ijdqj — Edt’ (4.11)
de donde se deducen importantes ecuaciones
0H
— =g, 4.12
ap] q] ) ( )
OH
Ty 4.1
o _ oL
ot ot

Ademds, si (4.11) se divide por dt, se obtiene
dH - .. OL
ar Z%‘Pj - ijqj T
dH 0L

dt ot

de aqui sigue un teorema de conservacion:

es decir



4.4 Sistemas Conservativos 171

» TEOREMA 4.2
Si el lagrangiano no contiene el tiempo en forma explicita, se conserva el
hamiltoniano. Es decir, de la iiltima ecuacién se desprende

L
%_t = 0 =— H = constante. (4.14)

4.4.4. Hamiltoniano y energia

Analizaremos la relaciéon entre hamiltoniano y energia del sistema. Para
sistemas mecdnicos cldsicos, donde L = K — V| si el potencial no depende
de las velocidades, se tiene

0K .

luego la condicién suficiente para que la energia y el hamiltoniano sean iguales
es que

De acuerdo al teorema de Euler de las funciones homogéneas, las funciones
homogéneas de grado 2 cumplen precisamente la tltima condicién. Se senala
un importante teorema cuya demostracién se deja como ejercicio.

= Definicién . Se define una funcién homogénea de grado p en n variables,
cuando ella cumple:

f(Axy, Axg, ..., Axy) = N f(x1, 29, ..., 2p)

siendo A # 0. De aqui, derivando respecto a A y luego haciendo A = 1, se
deduce que:

» TEOREMA 4.3
Si f es una funcién homogénea de grado p,entonces:

pf(z1, 29, ..., 2y) = Zﬁxz
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Con todos los antecedentes considerados, si la energia cinética es una funcién
homogénea de grado 2 en las velocidades generalizadas, entonces el hamilto-
niano del sistema coincide con la energia del sistema. Es simple ir al fondo y
responder la pregunta. ;Cudndo ocurre eso? Si se analiza la transformacion
de coordenadas generalizadas a posiciones (4.1), la velocidad estara dada por

de donde es evidente que la energia cinética resultard homogénea de grado dos
en las velocidades generalizadas cuando 0r; /0t = 0,Vi, es decir cuando los
vinculos sean independientes del tiempo. Todo lo senalado se puede resumir
en:

» TEOREMA 4.4
Si un sistema tiene sus vinculos independientes del tiempo, entonces H = E.

4.4.5. Fuerzas dependientes de la velocidad

Para ciertos casos, donde la fuerza generalizada dependiente de la veloci-

dad satisface _ .
_ d V(g qt) V(g4

dt 9q; 0q;
para un cierto V (g, 4,t), es posible definir el lagrangiano L = K —V, de modo
que las ecuaciones correctas de movimiento son las ecuaciones de Lagrange.

Qj

Ejercicio 4.4.1 Un ejemplo notable lo constituye la fuerza de Lorentz F=
q(E+9x B) donde los campos magnéticos y eléctricos satisfacen E = —V P —
0A/ot, y B=YV x A. Demuestre en este caso que

po_ 4V(g,41)  OV(gq,!)

V=qb—qi-A.
Tt 9 dg; con =—qv

Solucién. La solucién es directa considerando que los ¢ estan sélo en la
velocidad de modo que

OV (g, 4,1)
d V(g 4,1t) d
it 0q; Ta™



4.4 Sistemas Conservativos 173

por otro lado

oV (q,q,t) 0 0
— L =qg—b —qU- —A,
0q; 6qj ? 0q;

de modo que se tiene

d 0 0 -

Fj = —q+A—q=—®+qi- —A

BT T T et T By
0 8 0 -
= —q=—P—q=A; - Aj —A
9" It —qu- VA +qu- 20,

Por otro lado la componente j de la fuerza de Lorentz es

_qﬁiqj(b qgtA —|—q<v>< (Vx/f))j.

O sea son iguales pues

Fj:

(17>< (Vxﬁ))jzﬁ-iﬂ—ﬁ-v&.

el lagrangiano serd
1 L=
inmvz—qcb—i—qv-/l,
entonces el momento candnico p; estard dado por

pj = mg; + qA;.

A
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4.4.6. Teorema de Noether

Considere transformaciones continuas de las coordenadas generalizadas
de dependientes de un pardmetro real s tales que para s = 0 se trata de la
transformacién identidad, es decir

Qj = Q]<Q7 8)7 siendo q; = Qj(q> 0)

Aqui g representa el conjunto completo de coordenadas generalizadas. Si el
lagrangiano de un sistema auténomo L(q, ¢) es invariante bajo esa transfor-
macioén, es decir si

L(Q(q,s),Q(q,s))

no depende de s, entonces se tiene una cantidad conservada, o integral del
movimiento. En forma més precisa

» TEOREMA 4.5 (NOETHER)

Si
2 1(Q(g,5), Ola, ) = 0
dS q,S 9 Q7S -
entonces :
L d
I(q,q) = — —Qilq, s = constante.

» La demostracién (ver [5], pag. 102) sigue de

d .
0 — EL(Q(Q7 8)7Q<q78))7
0 sea )
0L dQ; | N~ 0L G,
=256 4 T30 s
donde )
dQ; _ d dQ;
ds dt ds’

y al hacer s = 0 tendremos que

oL 9L oL 9L _doL
8Qj aqj ’ 8@1 aqj dt aq] ’
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de modo que se obtiene

Za_Lid_Qﬂ Z dQ;
dq; dt ds 8qj ds |,_o

o bien

d 0L dQ;|
dt Z dq; ds =9

que prueba el teorema.

s=0

Ejemplos

= Si el lagrangiano de un sistema es L = L(§) es dependiente de las velo-
cidades generalizadas solamente, entonces el es obviamente invariable,
en el sentido considerado mas arriba, ante la transformacién

Qj = q; + saj,
siendo a; constantes arbitrarias. Entonces se conserva

. oL
](q> Q) = 3_@-%’
J

y como los a; son arbitrarios, deben conservarse independientemente
todos los momentos canénicos

= Si el lagrangiano L = L(q,q) no depende de una de las coordenadas
generalizadas ¢, por ejemplo, o sea que es invariante bajo la transfor-
macién
Qj = qj + sdjp,

entonces se conserva el momento canénico py, puesto que

Z@L d 0.5)

OL oL

— === Pk-
oq; 7" Oy

s=0
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= Si un lagrangiano L(,7) es invariante bajo una rotacion infinitesimal
7l=7r+d0nxrT,

entonces se conserva

- n X ’l?,
or
o sea la cantidad conservada es
X p-n,
que es la componente 7 del momentum angular.

NoTA 4.1 Volveremos sobre el teorema de Noether en el capitulo sobre el
principio variacional de Hamilton.

4.5. Ejemplos y aplicaciones

4.5.1. Trompo simétrico.

EJeMPLO 4.5.1 Considere un trompo simétrico que mantiene su pia fija.
Para los dngulos 0, ¢, indicados en la figura (4.2), siendo M su masa, h la
distancia de la pia al centro de masa y A, C, los momentos de inercia, para
un eje perpendicular al eje de simetria y respecto al eje de simetria, en el
origen. Escriba las ecuaciones de movimiento.

Solucién. Se puede deducir que el lagrangiano es
1 .2 1 5, -2 1. "
L= 5/10 + EA(sm o + §C(¢COSH +1)° —mghcosb,
de allf .
Do = AH?
pe = A(sin® )¢ + C(¢cos O + 1b) cos b,
py = C(deosd + 1),

considerando que el lagrangiano es ciclico en ¢, y ¢, y que no contiene el
tiempo en forma explicita, se conservan H = FE, py, y ps. Por lo tanto,
tenemos

s = ¢ cosl + 1) = constante,
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%
0000
[ 704
i
7

Figura 4.2: Trompo simétrico

A(sin? )¢ 4 C's cos @ = a = constante,
1 . 1 . 1
E = §A02 + 5%1(811&2 9)gz52 + 50(5)2 + mgh cos § = constante.

Una ecuacién que determina los cambios de la inclinacién del eje del trompo,
dangulo 6, puede obtenerse al eliminar ¢ a través de a en la ecuacién de la
energfa. Si se define u = cos , se obtiene (ver apéndice)

2 — f(u) = (2B — Cs*— 2 h>1—u2_ a—Csu\>
W= f(u) = s* = 2mghu)— 1 ,

polinomio ciibico, cuyas raices entre —1 y 1 tienen importancia en la deter-
minacién de la inclinacién del eje del trompo en su movimiento.

A

EjEMPLO 4.5.2 Considere un trompo simétrico con momentos de inercia C,
A, masa m y distancia h de su pia fija al centro de masas, que durante su
movimiento tiene valores extremos para 0 iguales a 61 y 0. Determine valores
1actales adecuados de la precesion en términos del spin s para que ello ocurra,
y analice la posibilidad de que la precesion gz5 se anule en el intervalo.

Solucién. Dado que son conocidos los extremos del éngulo polar 6, y 602,
una primera condicién es que 0 se anule en 0, y 05, de donde las constantes
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del movimiento son

2F — Cs? = A¢f sin? 01 + 2mgh cos 0,
= Aqb; sin? 0y + 2mgh cos 0,

a = A(sin?6,)¢, + Cscosb,
= A(sin® 6y) ¢, + C's cos b,

de modo que al eliminar q}52 y simplificando se puede obtener

Cs 2mghsin® 0y,  C?s%(cos f; — cos 0s)
0 05)0% —2=—0) —
(cos 01 + cos B) AT TA sne A2sin 6,

=0,

ecuacion de segundo grado que relaciona la precesién inicial (bl = ) con
el spin s para que en el movimiento se realicen los extremos de 6 dados.
Si llamamos a = mghA/(Cs)? la solucién de la ecuacién anterior puede
escribirse como

Q:

Cs (1 sin 0

1-2 .
A (cos By + cos ) \/ a (cos 6y + cos 62))

sin 6,

La condicién para que existan valores reales de €2 es cos #; +cos fy < %a. Pue-
de ademds observarse que si #; = 5 se obtiene entonces una condicién para
el movimiento llamado de precesiéon uniforme, donde 6 permanece constante

Q2COS¢9—@Q+M:

T 1 0.

En el capitulo de cuerpo rigido se analizan, en diversos ejemplos, las con-
diciones para que el trompo realice “loops” partiendo de cualquiera de las
posiciones extremas de inclinacién del dngulo 6.

A

EjeMPLO 4.5.3 Considere un trompo simétrico con momentos de inercia C,
A, masa m y distancia h de su pua fija al centro de masas, que baila dormido
con 6 = 0. Analice la estabilidad de este movimiento.
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Solucién. Aqui
2F — Cs* = A(,bf sin? § 4+ 2mgh cos = 2mgh,

a = A(sin®0)¢ + Cscos§ = C's,
de donde

Cs — Csu\?>
A )

uw? = f(u) = (2mgh — 2mghu)1 QUQ - (

flu) = @U—“)Q (“_(QZZZZA_1>)

2mgh 9
= ——(1- — ug).
2 (1 ) )
El movimiento del trompo serd estable si f(u) < 0 en el rango —1 < u < 1,
por lo cual la tercera raiz debe ser mayor que uno, o sea uz = C?s%/(2mghA)—
1 > 1, entonces C%s%2 > 4mghA, es la condicién de estabilidad del trompo

dormido. Si esta condicién no se cumple, el trompo se movera de acuerdo a

o bien

du 2mgh
=\ ) Vi(u—u),

que integraremos como sigue

\/ng / 1—u Vu —ug

Sea u =1— (1 —us)sin®¢, du = —2(1 — u3) sin ) cos 1dy) entonces

/ 1 —U3)d¢
2mgh (1 — ug) sinhy/( l—u;;

\/ngh V(1 —ug) / Smw ’
o sea el trompo tarda infinito tiempo en alcanzar la inclinacién dada por
cosf = C%s?/(2mghA) — 1.

o bien

A
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4.5.2. Bola que rueda sobre un plano, sometida en su
centro a una fuerza

Suponga que una bola homogénea de masa M, radio R, rueda sin desli-
zar sobre un plano horizontal, plano OXY, actuada en su centro G por una
fuerza (eldstica) hacia el eje OZ, — K7, ademas del peso, la reaccién normal
y la fuerza de roce en el punto de contacto P, suponiendo que ella no rea-
liza trabajo en la situacién de no deslizamiento, ver figura (4.3). Utilizando
las componentes de la velocidad angular en los ejes fijo, en términos de los
angulos de Euler, 0, ¢, y 1, el lagrangiano es

1 1
L= §Mvé + 51&,
z
Y
'R

Figura 4.3: Esfera atraida hacia el origen

O sea

1 1
L= EM(:t?erQ) + §I(wi+wj+w§),

y las restricciones adicionales no holonémicas (punto de contacto con veloci-
dad cero) son

es decir
& — Rw, =0, y+ Rw, =0. (4.15)
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Considerando las componentes de la velocidad angular en términos de los
dangulos de Euler

wy = tsingsind+ 0cose,
Wy = —1)cos psinb + Osin g,
w, = thcosl+ ¢,

se puede escribir el lagrangiano

L= %M(a‘ﬂ +7°) +%I({p2+é2 + "+ 26 cos ) — %(xz +v7),

y las dos relaciones de vinculos
i — R(—1)cos ¢sinf + Osing) =0,
§ + R(1psin ¢sin 0 + 0 cos ¢) = 0,

Al utilizar dos multiplicadores de Lagrange, se tiene

Mi+ Kr+ X\ =0, (4.16)
Mij+Ky+ X =0, (4.17)

I(0 + ¢psinf) — \yRsing + A\yRcos¢p =0, (4.18)
W, = %(ib cosf +¢) =0, (4.19)

I(t) 4 ¢pcos® — p0sin0) + Ay Rcos ¢sin@ + \yRsingsind =0.  (4.20)

De aqui, el élgebra es algo tediosa. De la ecuacién (4.19) obtenga qﬁ y reem-
placemos en la ecuacién (4.20). En seguida, de las ecuaciones (6.9) y (4.20)
obtenga A\, y A2. Compruebe que se obtiene

1. I
)\1 = Ewy, /\2 = —Ewm s (421)
de alli es fécil obtener, un sorprendentemente simple resultado para las ecua-
ciones de movimiento de las coordenadas del centro de masas de la esfera, es
decir

(M + —) i+ Kr=0, (4.22)
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I\ .
(M+ﬁ>y+Ky:O, (4.23)
que mds generalmente pudo escribirse (para I = 2M R?) como
— 5 =4
MCLG = ?F,

para una fuerza cualquiera F aplicada al centro, paralelamente al plano ho-
rizontal. Las ecuaciones diferenciales para los dngulos de Euler no las ana-
lizaremos aqui. Es ilustrativo sin embargo, comparar con el planteamiento
usual, newtoniano.

Las ecuaciones dindmicas son mds simples. Si f denota la fuerza de roce,
entonces

Mig = F + f, (4.24)
s .
I— = —Rk 42

ademds aplica la restriccién de no resbalamiento
0= g +& x (—RE). (4.26)

Derivando la (4.26) respecto al tiempo y reemplazando en ella las aceleracio-
nes, se obtiene

1

de donde la ecuacién de movimiento del centro de masas es:

0=ﬁ+(I+MR2> 7, (4.27)

—

F

Mie =7 00m)

COROLARIO 1 No siempre el método de Lagrange simplifica el problema.

EJEMPLO 4.5.4 Este ejemplo se desarrollard por método tradicional y por el
método de Lagrange para comprender las diferencias y ventajas de un método
sobre otro. Considere una barra de masa m y de longitud 2a, la cual puede
oscilar libremente en torno a un articulacion en A variando sdlo el dngulo de
inclinacion 0 definido con la barra horizontal AB de longitud b la cual gira en
torno al eje OZ con velocidad angular constante w. La barra permanece sobre
el plano gris que rota en torno al eje OZ con velocidad angular constante w.
Determine la ecuacion de movimiento para el dngulo 6.
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Solucién. En la figura se ilustran ejes principales (1), (2) y (3) fijos a la
barra en su centro de masa (2) a lo largo de la barra, (1) perpendicular al
plano gris y (3) sobre ese plano y perpendicular a (2).

v

» N

a) Método de Lagrange: La velocidad angular de la barra es

= —w(cosfés + sin Béy) + 0.
La velocidad del centro de masa puede escribirse

—

U = Ua+d X (aé)
= —bwé; + (—wcosbés + Qél) X (aéq)
= (wacost — bw)é; + abés.

Si I indica el momento de inercia de la barra para un eje perpendicular
a ella en GG, entonces

1 . 1
K = §m((wa cos ) — bw)? + a2«92) + §I(w% + w3)
1 . 1 .
= §m((wa cos ) — bw)? + a26’2) + 5[(02 + w? cos? ),
luego el Lagrangiano es

1 . 1 .
L= §m((wa cos O — bw)? + a202) + 5[(6’2 + w? cos? 0) + mgasin 6,
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luego
I . .
8—. = ma*0 + 10,
00
oL . 9 :
0 - —m(wa cos f — bw)wasin @ — I (w* cos @sin @) + mga cos 0,

y resulta la ecuacién de movimiento
(ma®+ 10 +m(wa cos § — bw)wa sin § + I (w? cos § sin §) —mga cos § = 0,
que puede simplificarse a

(ma? + 10 + w*(ma® + I) cos O sin § — mbw?asin @ — mga cos § = 0.

b) Podemos utilizar las ecuaciones de Euler que son

gy — (Iyy — L )wyw, = revt
Ly — (L, — Lpp)wow, = FZ”
L., — Ly — Ly)wew, = T

Para los ejes principales (1), (2) y (3) ellas se reducen a

Idjl + ](,Ugw?, - Fixt
0 = Ig"
Tws — [wjwy = ngt.

Reemplazando las componentes de la velocidad angular obtenemos
10+ I(—wsinf)(—wcosf) = T
— F;zt

I%(—wcos@)—[@(—wsin@) = I§™.

es decir
10+ Iw?sinfcos = D¢
0 = I
2Iwhsing = TE,
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El problema es establecer el torque que se ejerce sobre el centro de masa
de la barra, como consecuencia del mecanismo que la obliga a mover-
se sobre el plano indicado en la figura. Estamos entonces obligados a
analizar al movimiento del centro de masa. Derivando vg obtenemos

ic = E((wa cosf — bw)é; + abés),

= (—wafsin0)é; 4 abés + (wacosf — bw)d x é; + abd X és,

= —2wal sin B¢, + abé; — (w?acos O — bw?)(cos 0, — sin Hé3) — a92é2),
pero las fuerzas que actian sobre la barra son
F = Fié; + Fyéy + F3é5 + mg(cos 0é; + sin 0é,)
donde las F; indican las componentes de la reaccién en A, luego

Fi = —2mwafsinb,
Fy +mgsinf = m(—(w?acosf — bw?)cosf — a92)),
Fs+mgcos® = m(ah + (w?acosf — bw?)sinb)

Averiguando cual de estas fuerzas F; produce un torque respecto a la
direccién (1) en G, se tiene que

" = —aks,
de modo que
16 + Iw?sin @ cos = —ma(ab + (w?a cos  — bw?) sin §) 4+ mga cos b,
0 sea
(ma® + 10 4 w*(ma® + I) sin 6 cos § — mabw? sin @ — mga cos § = 0.

Mismo resultado, pero mucho mds laborioso. j Porqué se ha elegido I'¢*?
La respuesta es que el mecanismo también ejerce un “par” M sobre la
barra, pero el no puede tener componente sobre el eje (1) porque la
barra puede girar libremente en esa direccién.

A
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4.6. Ejercicios

EJERCICIO 4.6.1 Demuestre que entre el lagrangiano y el hamiltoniano de
un sistema se cumple que

— OpiOp1 04:9g; "
EJERCICIO 4.6.2 Demuestre que si H es una funcion cuadrdtica positiva de-

finida de los momenta, entonces L es una funcion cuadrdtica positiva definida
en las velocidades generalizadas y reciprocamente, es decir

0*H
T Op;Op;

2
L
i, v

EJERCICIO 4.6.3 Si se considera la transformacion

7= F(Ql? q2, Q3)>
siendo los q; funciones del tiempo. Demuestre la identidad:

.
dt 8qj 2 8qj 2 8qj’

EJERCICIO 4.6.4 Utilice la identidad senalada en el problema anterior para
obtener las componentes de la aceleracion de una particula en coordenadas
cilindricas y en coordenadas esféricas.

EJjERCICIO 4.6.5 Considere una barra de masa m, largo 2a que se mueve en
un plano vertical bajo accion de su peso de modo que su extremo A puede
moverse libremente sobre una corredera lisa OX. Escriba las ecuaciones de
Lagrange para las coordenadas generalizadas x el desplazamiento del punto
A, y el dngulo 0 que forma la barra con la vertical.

EJERCICIO 4.6.6 Una barra de longitud 2l se balancea sin deslizarse sobre
un cilindro horizontal de radio a, como se indica en la figura (4.10) de modo
el centro de la barra toca al cilindro en el punto mds alto. Demuestre que:

0 6g(h —acosf — afsinf)
B 12 + 3a0”

stendo h una constante.
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Figura 4.4: Problema

EJjErCICIO 4.6.7 Un cilindro solido de radio a, descansa sobre otro igual
que a su vez se apoya sobre el suelo, en equilibrio inestable. Si el sistema
se perturba levemente y no hay deslizamiento en las superficies de contacto,
demuestre que mientras los cilindros permanecen en contacto, el dngulo 6 que
forma la linea que une los centros con la vertical satisface

2 12¢(1 — cos0)
~ a(17 +4cosf — 4cos?f)’

EJERCICIO 4.6.8 El extremo de una barra uniforme de largo | estd montado
sobre un eje de modo que la barra puede rotar libremente en un plano normal
al eje, como se indica en la figura (4.11). Si el eje se hace rotar sobre un
plano horizontal con velocidad de rotacion constante §2, permaneciendo fija
la union de la barra al eje, demuestre que el dngulo que la barra forma con
la vertical descendente satisface:

0 =2sinfcosh — z—‘?sine.

EJjerCICIO 4.6.9 Considere un disco de masa m radio r que rueda sin des-
lizar con su plano vertical sobre un plano horizontal tirado de su centro con
una fuerza horizontal constante F.

a) Resuelva el problema por el método de Lagrange considerando que el
sistema es integrando con un grado de libertad.

b) Resuelva el mismo problema, tratando al sistema como si fuera no in-
tegrando con la restriccion adicional: & — rf = 0.
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Figura 4.5: De un problema

EJERCICIO 4.6.10 Una argolla de masa 3m puede deslizarse horizontalmente
sin rozamiento por un alambre como se indica en la figura. Unido a la argolla
hay un péndulo doble, formado por dos particulas de masas m e hilos de largo
a. Si, en una posicion cercana a la de su equilibrio, se deja al sistema en
libertad, a partir del reposo, las masas oscilan en el plano de la figura (4.12)
en torno de la vertical.

3m
A

Figura 4.6: De un problema

a) Escriba las ecuaciones de Lagrange del movimiento del sistema.

b) Determine las aceleraciones cuando los desplazamientos angulares y las
velocidades son pequenas.

EJeERrcICIO 4.6.11 Un péndulo formado por una barra liviana de longitud I,
unida a dos masas iquales a m una de ellas que puede oscilar en un pla-
no wvertical, la otra restringida a moverse verticalmente unida a un resorte
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Figura 4.7: De un problema

de constante k, como se ve en la figura (4.13). Escriba las ecuaciones de
Lagrange del movimiento del sistema.

EJERCICIO 4.6.12 Una barra de longitud 2a y masa M se coloca horizontal-
mente sobre el punto mds alto de un hemisferio rugoso de radio R y masa
tgual M que puede deslizar sobre un plano horizontal liso, y se perturba le-
vemente. Determine las ecuaciones de movimiento para el sistema. La barra
no desliza sobre el hemisferio.

EJERCICIO 4.6.13 Una particula de masa m estd vinculada suavemente a un
tubo liso el cual se hace rotar en torno de la vertical con velocidad angular
Q constante, de modo que el angulo de inclinacion del tubo con la vertical es
constante o . Para la coordenada generalizada 1, la distancia de la particula
al punto fijo del tubo se pide

a) Escribir la ecuacion de movimiento.

b) Determinar la posicion dentro del tubo donde la particula puede estar
estacionaria, es decir sin moverse respecto al tubo.

c) Si la particula es colocada dentro del tubo en el punto fijo, determi-
ne la velocidad minima que debe tener respecto al tubo, para que ella
sobrepase la posicion determinada en la prequnta (b).

EJjERrCICIO 4.6.14 Una particula de masa m estd en reposo en el punto mds
alto de un hemisferio liso fijo de radio R. Si ella es perturbada levemen-
te, comienza a resbalar sobre el hemisferio. Determine el punto donde ella
abandona el contacto con el hemisferio.
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EJjERCICIO 4.6.15 Un disco de masa M y radio a estd inicialmente en reposo
apoyado en el punto mds alto de un hemisferio rugoso de radio R. Si el
disco es perturbado levemente, el comienza a rodar sin resbalar. Escriba la
ecuacion de movimiento del disco, para el dngulo 0 indicado en la figura
(4.14). Determine ademdas el dngulo para el cual el disco abandona el contacto
con el hemisferio.

Figura 4.8: Disco que rueda sobre otro

EJERCICIO 4.6.16 Una particula de masa M se coloca en reposo sobre el
punto mas alto de un hemisferio semicilindrico de masa M y radio R, el cual
descansa sobre un plano horizontal liso, como se indica en la figura (4.15). Si
la particula se perturba levemente, el sistema comienza a moverse. Determine
la expresion que determina el dngulo para el cual la particula perderd contacto
con el hemisferio.

EJERCICIO 4.6.17 Dos particulas de masas my y ms estdn en reposo sobre
un plano horizontal liso unidas por una cuerda inextensible de largo L. Si
a una de ellas se le da una rapidez inicial vy perpendicular a la linea que
une las particulas, determine para el movimiento siguiente, la magnitud de
la tension en la cuerda.

EJERCICIO 4.6.18 Un cono recto de semidngulo en el vértice o y generatriz
de longitud | rueda sin deslizar sobre un plano inclinado un dngulo 3 respecto
del plano horizontal. Si 0 es el dngulo que forma la linea de mdxima pendiente
con la generatriz de contacto, demuestre que:

s 5¢gsin 8 )
)+ ——"——sinf = 0.
+ [(145cos? ) St 0
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Figura 4.9: Particula sobre hemisferio

Indicacion: St H es la altura del cono, el momento de inercia respecto a su
generatriz en el vértice es I = %mH 21+ %8602 ) sin® a, la magnitud de la

velocidad angular es w = 6 cot «, la energia del cono puede escribirse como

E = %Iuﬂ + mg%H(sinacosﬁ —sin fcosacosl) y de alli derivando sigue el

resultado.

4.4. Los problemas resueltos

EJERCICIO 4.4.1 Demuestre que entre el lagrangiano y el hamiltoniano de
un sistema se cumple que

> oH L
— OpiOp; 04104; v
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Solucion. Considere

o 9L
Pi = g
.o o
T opy
9*L(q.q) ,. 9?L(q,q)
dp. = il VIN V7Y gA99 40
b= 2 00 T a0

, 0 H 0°H

o S
. O*L( 4

da Zaplap Z aq gq:] Z a a Zap aq

02H 82 82H 82
ZZ: OpiOp; 3%8% Z Opi0p; 8%8% Z apla%

como podemos considerar que ¢, ¢ son variables independientes

O?H 0*L(q,q)
> s,

OpiOp; 0¢;0q;

y adicionalmente resulta

O?H 0°L(q,q) O0*H
Z Z OpOp; 0¢;0q; 3pz8qi) ¢

OPH Z "oem 92L(q, )
Ip10y; OpiOp; aqﬁqz '

A

EJERCICIO 4.4.2 Demuestre que si H es una funcion cuadrdtica positiva de-
finida de los momenta, entonces L es una funcion cuadrdtica positiva definida
en las velocidades generalizadas y reciprocamente, es decir
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Solucion. Considere
0L

¢’

Di =

y variemos los ¢; en d¢;, resultard

0L
op; = O —=——
b Zk: qkaqz‘a%

Y]

= Z ZZ5Qk5QJ5k]a 8
... O’L
2 ; R

J

A

0*H 0L 0O*H O*L
T Spidp; = 5t iy
Opiop; LioPi Z Z Z o aqiaqk apiapj 04,041

EJjercIc1O 4.4.3 Si se considera la transformacion

= F((h? q2, 93)7

siendo los q; funciones del tiempo. Demuestre la identidad:

d 0 v? o v _ OF

atog 2 og 2 dg
Solucién. Considere .
SN
- aqiqh
y
o o o
0q; 2 0q; q;’
luego
Ao Lor L dor
dt ¢, 0q; dt g,
o
dq; 0q;
or ivg
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EJjErcICIO 4.4.4 Utilice la identidad senalada en el problema anterior para
obtener las componentes de la aceleracion de una particula en coordenadas

cilindricas y en coordenadas esféricas.

Solucién. En coordenadas cilindricas p, ¢, z

7Fo= zk+pp

or ~or . or op .

Vo= PP

luego resultan

o = 400 _0v

- dtoz 2 9z 2 ’
d ovt 0 ? .2

a, = Ea—pg—a—pgzp—ﬂ)ﬁb,
d ov: 0 d 3p2$2

P T Wos2 902  dlop 2
Cod o e
—-ﬁ?¢i%w+p¢

ag = 2pP+ pg.

Similarmente, para coordenadas esféricas e, 6, ¢

— A

¥ o= rf
or ,oor . oor ~
= T, 0= ro, 9 r(sin6)o

vE o= 24 2’ + 7% (sin? 9)(}52,
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luego resultan

ETT AT
“ T @woi2 “or2

dov: 9 dord 9 72 (sin? 9)&2
rag —= ——— A

dtop 2 002 diop 2 00 2 ’

= %739 — 7%(sin @ cos 0)&52 = 120 + 2rif — r*(sin 0 cos 9)¢2,

ag = 716+ 270 — r(sinf cos 0)&52
d ov 9t d 9 ri(sin® 9)&2

r(sinf)ay, = Eﬁ_gb?_@_qb?_%a_gb 5
_ 4oy
= o (sin” 0) o,

ay = 7(sinf)p + 27 (sin )¢ + 2r(cos 006

A

EJERCICIO 4.4.5 Considere una barra de masa m, largo 2a que se mueve en
un plano vertical bajo accion de su peso de modo que su extremo A puede
moverse libremente sobre una corredera lisa OX. Escriba las ecuaciones de
Lagrange para las coordenadas generalizadas x el desplazamiento del punto
A, y el dngulo 0 que forma la barra con la vertical.

Solucién. Las coordenadas de G serdn
rg =+ asinf, yg= —acosb,
de donde
i =i+ abcosh, yg=absinb, vE =i + 2a:i6 cos b + a292,

y entonces el lagrangiano serd

1 . . 11 .
L = —m(i?® + 2aif cos 0 + a26’2) +==ma*d’ + mga cos 0,

2 23
de donde calculamos
L . L 4 .
a—, = ma + mab cos b, 8_ = mad cos 0 + =ma®0,
ox 00 3
oL 0L

o = 0, 50 = —maxf sin — mgasin 6,
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21

Figura 4.10: Problema

de donde
mi +maf cos = constante,
4 .
gma29 + maz cosf + mgasingd = 0.
A

EJERCICIO 4.4.6 Una barra de longitud 2l se balancea sin deslizarse sobre
un cilindro horizontal de radio a, como se indica en la figura (4.10) de modo
el centro de la barra toca al cilindro en el punto mds alto. Demuestre que:

0 6g(h —acosf — abfsinf)
a 1% + 3026

stendo h una constante.

Solucion. Debido a que la barra no desliza, la distancia desde el punto
de apoyo de la barra al centro de masa es

s = ab,
luego
xg =asinf —ab cos, yg = acosf + absinb,

luego ' '
Tg =ablsinf, yg = ablcosb,

entonces la energfa serd

1 . 11 .
E = Ema26’26’2 + §§ml202 + mg(acos® + afsinb),
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de donde despejamos

2 82 _ 6g(acosf + absinb)
B (3207 + 12)
6g(m£g —acosf —afsinb)
(3a20° + 12)

A

EJERCICIO 4.4.7 El extremo de una barra uniforme de largo | estd montado
sobre un eje de modo que la barra puede rotar libremente en un plano normal
al eje, como se indica en la figura (4.11). Si el eje se hace rotar sobre un
plano horizontal con velocidad de rotacion constante §2, permaneciendo fija
la union de la barra al eje, demuestre que el dngulo que la barra forma con
la vertical descendente satisface:

. e

Figura 4.11: De un problema

0 =2sinfcosh — Z;—‘?sin@.

Solucién. Tomando ejes principales de inercia zyz en el extremo superior
de la barra
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MG ...........

X

y
tenemos .
wy =0, wy=—Qcost, w, = Nsinb,
entonces
11 02 5 . l
L===ml*(§ +Q°sin”0) + mg— cos b,
23 2
de donde
L 1 - L 1 [
?9_9 = gml29, ?9_9 = gml2(92 sin f cos ) — mgz sin 6,
y sigue
1o 1, [ .
gml 0 — gml (Q°sinf cos 0) + mgs sinf = 0,
o0 sea

0 =O2sinfcosf — z—‘cl]sinﬁ.

A

EJERCICIO 4.4.8 Considere un disco de masa m radio r que rueda sin des-
lizar con su plano vertical sobre un plano horizontal tirado de su centro con
una fuerza horizontal constante F.

a) Resuelva el problema por el método de Lagrange considerando que el
sistema es holonomico con un grado de libertad.

b) Resuelva el mismo problema, tratando al sistema como si fuera no ho-
lonémico con la restriccion adicional: & — rf = 0.
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Solucién. Considerado el vinculo hay un grado de libertad y

L= gmic + §(§mr29 ) = 1MEG
de donde sigue
3
§m:1'3(; =F

Alternativamente consideramos que hay dos grados de libertad con

1 1.1
L= §m:'vG 2(2mr 92),
y la restriccién adicional )
i‘G = 7'9,
0
dxg —réf =0,

luego la expresiéon
d 0
——K — —K ) )
Z]: <dt 94, og; ) W= ZQJ £
se reduce a
d 0 0
T K- —K)\§q = Sas
2 (5= ) oo 2 Qo
1 .
migdxra + §mr26’50 = Foixg,
oxg —réd = 0,
multiplicando por A y sumando
1 .
(mig—F+ \)dxe + (§m7“29 — Ar)éf =0,

de modo que

miG—F—l-/\ = O,

“mrt0 — A = 0,
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la dltima da
—1 ic—A=0
2m£1:G 5

y luego

1 3
mjtg—F+§mjﬁG:O:>§m:iG:F.

A

EJjErCICIO 4.4.9 Una argolla de masa 3m puede deslizarse horizontalmente
sin rozamiento por un alambre como se indica en la figura. Unido a la argolla
hay un péndulo doble, formado por dos particulas de masas m e hilos de largo
a. Si, en una posicion cercana a la de su equilibrio, se deja al sistema en
libertad, a partir del reposo, las masas oscilan en el plano de la figura (4.12)
en torno de la vertical.

Figura 4.12: De un problema

a) Escriba las ecuaciones de Lagrange del movimiento del sistema.

b) Determine las aceleraciones cuando los desplazamientos angulares y las
velocidades son pequenas.

Solucién. Usemos como coordenadas generalizadas x de 3m y los dngulos
0 y ¢ que forman los hilos con la vertical. Tenemos entonces

Te = x+asind,
Yo = —acosb,
r3 = x4+ asinf + asin @,

y3 = —acosf — acos o,
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de donde
iy = @+ afcosb,
Yo = af sin 0,
i3 = i+ afcosh+ apcoso,
Y3 = af sin 0 + a¢sin ¢,

y luego

S o Loy 92 .
L = UL §m(x + a*6" + 2iaf cos )

1 . . . . .
+§m(:b2 a2+ a2¢2 + 22af cos 0 + 23a¢p cos ¢ + 2a*0¢p cos(0 — ¢))
+2mga cos 0 + mga cos ¢,

derivando

oL . . .

P Smi + 2m(af cos @) + m(a¢ cos ¢) = constante.
oL y . -

B 2ma“0 + 3mia cos O + ma“¢ cos(0 — ¢),

oL - ' Ny

8_gf> = ma“¢ + miacos$ + ma-dcos(d — @),

oL L _— .
0 - —2mgaf sin  — ma“0¢sin(0 — ¢) — 2mgasin 0,
g—g[z; = —miadsin ¢ +ma*0psin(0 — ¢)) — mgasin ¢,

y finalmente
0 = 2af + 3% cos + apcos(d — ¢) — agb2 sin(f — ¢) + 2¢gsin 0,
0 = a¢+icosd+abcos(d — @) — af’ sin(f — ¢) + gsin ¢.

A

EJjercicio 4.4.10 Un péndulo formado por una barra liviana de longitud I,
untda a dos masas iguales a m una de ellas que puede oscilar en un pla-
no vertical, la otra restringida a moverse verticalmente unida a un resorte
de constante k, como se ve en la figura (4.13). Escriba las ecuaciones de
Lagrange del movimiento del sistema.
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Figura 4.13: De un problema

Solucién. Sea z la longitud del resorte y 6 el angulo que forma la barra
con la vertical. Las coordenadas de la masa que oscila como péndulo son

r = Isinf, y=—z—1lcos#,
= 1fcosh, yz—é—l—lésin@,

luego
1 .2 1 .2 < - 2,2 1 2
Lzamz +§m(z —21z0sinf + 170 )—§k(z—lo) +mgz,
0 sea
.2 ) e R 2
L = mzZ —mlz681n9+§ml 6 —5.1{(2 — 2zl + 1§) +myz,
oL ) - oL mg
> = mz — mlfsin, a——k‘(Z—lo—?),
L . ,
?9_9 = m(—lzsin6 + 1%0), z—ez—mlzﬂcosﬁ,
si se define
mg
u:z—lo—T,

las ecuaciones de lagrange serdn

i —1fsinb — 1920089+ ﬁu = 0,
m

—iisind+10 = 0.

A
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EJjercIiCIO 4.4.11 Una barra de longitud 2a y masa M se coloca horizontal-
mente sobre el punto mds alto de un hemisferio rugoso de radio R y masa
tgual M que puede deslizar sobre un plano horizontal liso, y se perturba le-
vemente. Determine las ecuaciones de movimiento para el sistema. La barra
no desliza sobre el hemisferio.

Solucién. Con respecto a la figura

G

usamos como coordenadas generalizadas el angulo 6 y el desplazamiento x
del hemisferio. Debido al no deslizamiento de la barra AG = Rf de manera
que

rg = x+ Rsinf — Rfcosb,
Yo = HRcos+ ROsind,

y luego

¢ = @+ ROcos® — ROcosl + ROOsin0 = & + ROAsino,
Yo = —ROsinf + ROsin b + ROH cos 0 = RO cos b,
vE = i®+2iRA0sinG + R2«9292,

entonces el lagrangiano serd

1 1 . . 1.1 .
L= §Mx'2+§M(5c2+2x'R99 sin €+R292Q2)+§(§M6L2)92—M9(R cos+ROsinb),
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derivando
a_; = 2Mi + MiRA0sin 6,
ot
g—g = M(y'cRHsin9+R292€)+(%Ma2)9,
oL
% =
oL Do 952
0 - M(2RAO cosh + R“00") — Mg(Rf cosb),

y finalmente resultan las ecuaciones de movimiento
23 + #ROQsin g + #RY” sin g + :RODsin 6 + #ROI cosf = 0,

, , 1 e
#ROsin 0 + ROsin 0 + R200° + R26%) + 500+ gRcoss = 0.

A

EJERCICIO 4.4.12 Una particula de masa m estd vinculada suavemente a un
tubo liso el cual se hace rotar en torno de la vertical con velocidad angular
Q constante, de modo que el dngulo de inclinacion del tubo con la vertical es
constante o . Para la coordenada generalizada r, la distancia de la particula
al punto fijo del tubo se pide

a) Escribir la ecuacion de movimiento.

b) Determinar la posicion dentro del tubo donde la particula puede estar
estacionaria, es decir sin moverse respecto al tubo.

¢) Si la particula es colocada dentro del tubo en el punto fijo, determine
la velocidad minima que que ella debe tener respecto al tubo, para que
ella sobrepase la posicion determinada en la prequnta (b).

Solucién. Si llamamos r a la distancia de la particula al origen se tiene

1
L= Em(f‘2 + r20? sin? a) — mgr cos a,

de donde sigue

oL . 0L

2
or ’ or

= mrQ?sin? o — mg cos a,
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y luego
i = rQ?sin® a — gcos . ((a))

La particula puede estar estacionaria donde ©* = 0 o sea a distancia

g cos o

r=—_———— b
O02sin’ o (b))
del origen. Integrando la ecuaciéon de movimiento entre r = 0 y r obtenemos
1 1 1
—i? — Zp = —r*?sin*a — greos a,
2 2 2
y la condicién es que 7 en r = 552>>7— de modo que resulta
1, 1, gcosa 59 . o g cos o
vy = —=(=——=—)"Q"sin“a+ g—=——-—cos«
20 2(Q2sin2a) gQ2sin2a ’
gcota
vy = . c
o = 2% ((©))

A

EJERCICIO 4.4.13 Una particula de masa m estd en reposo en el punto mas
alto de un hemisferio liso fijo de radio R. Si ella es perturbada levemen-
te, comienza a resbalar sobre el hemisferio. Determine el punto donde ella
abandona el contacto con el hemisferio.

Solucioén. Sea 6 el édngulo que forma la linea desde el centro del hemisferio
a la particula. Entonces la energia es

1
E = §mv2 +mgRcosf = mgR,

de donde
v? = 2gR(1 — cos?).
La reaccién normal satisface

mu?

N — 0 =——
mg cos R

y se anula cuando

2
mg cos = m2g(1 — cos) = cosf = 3 = 0 =48.1897°.



206 Ecuaciones de Lagrange

A

EJERCICIO 4.4.14 Un disco de masa m y radio a estd inicialmente en reposo
apoyado en el punto mds alto de un hemisferio rugoso de radio R. Si el
disco es perturbado levemente, el comienza a rodar sin resbalar. Escriba la
ecuacion de movimiento del disco, para el dngulo 0 indicado en la figura
(4.14). Determine ademdas el dngulo para el cual el disco abandona el contacto
con el hemisferio.

Figura 4.14: Disco que rueda sobre otro

Solucién. (En los problemas resueltos este problema estd resuelto por el
método de Newton) Podemos calcular la rapidez del CM de dos manera,

7

mg

ver = (R 4+ a)f = aw,
de donde
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El lagrangiano serd

2
L = %m(R+a)2«'92+11ma2 <R+a9) —mg(R + a)cost

22 a

3 .
= Zm(R + a)292 —mg(R+ a) cosd
de donde la ecuacién de movimiento serd

g(R—i-a)é—gsinQ = 0,

2gsinf
3(R+a)

Por integraciéon podemos obtener 0

2 4g(1 — cosf)
0 =",
3(R+a)

La condicion de despegue es cuando no hay contacto

N =0,

pero

N —mgcosf = —(R+ a)292,
de donde A . p

mg cos ) — mg( ?)_COS ) =0,
de donde A

cost = = 0 = 55.1501°
A

EJERCICIO 4.4.15 Una particula de masa M se coloca en reposo sobre el
punto mas alto de un hemisferio semicilindrico de masa M y radio R, el cual
descansa sobre un plano horizontal liso, como se indica en la figura (4.15). Si
la particula se perturba levemente, el sistema comienza a moverse. Determine
la expresion que determina el dngulo para el cual la particula perderd contacto

con el hemisferio.



208 Ecuaciones de Lagrange

Figura 4.15: Particula sobre hemisferio

Solucién. Con relacién a la figura las ecuaciones de movimiento son

2 .
Md (x + Rsinf) _ Nsine,
dt?
d? 0
M% = Ncosfl — Mg,
d2
d_tf = —Nsiné.
Si se elimina x y N se obtiene una ecuacién diferencial para el angulo 0
2 .
]\4M = 2Nsiné,
dt?
d*(R cos )
MT = Ncosf — Mg,
2 d*(sin 0 d? 0
Egsinﬁ = %COSQ — 2% sin @,
2 1d. d .
Eg sinf = 5@92 cos? 0 + @92 sin? 4

que integrada una vez conduce a
0 29 1—cos 0
R1—1cos?f’
Considerando que la condicién para que exista despegue de la superficie es
N =0, o sea & = 0, se obtiene
d*(sin 0)
ez
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o bien i
:2
— (6" cos?0) =0,
7L )
que desarrollada conduce a una ecuacién de tercer grado para el cosf. En
efecto se obtiene
cos®f —6cosf+4=0,

y evaluando numéricamente resulta
cosf = 0,732051 = 0 = 42.9414°.
A

EJERCICIO 4.4.16 Dos particulas de masas my y mo estdn en reposo sobre
un plano horizontal liso unidas por una cuerda inextensible de largo L. Si
a una de ellas se le da una rapidez inicial vy perpendicular a la linea que
une las particulas, determine para el movimiento siguiente, la magnitud de
la tension en la cuerda.

Solucién. Realmente este problema no es adecuado para Lagrange. La

velocidad inicial del centro de masa y que permanece constante es
M1V
Vo =

ma +m2

Las velocidades iniciales relativas a G seran

’ m1vo mavg
Ul — UO - — 5
ma + mo m1 + meo
/ myvo
Vg = ————.
mq -+ mo

Ellas describen circunferencias de radios

mgL
rn = )
my + Mo
mlL
ry = )
my + Mo

en torno al centro de masa. Luego, la segunda ley aplicada a cualquiera
particula da

T:m1 5
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y asf resulta

T +my, Mauy Ty U]
= my — 20
mgL mp + ma my + Mo L
A

EJERCICIO 4.4.17 Un cono recto de semidngulo en el vértice o y generatriz
de longitud | rueda sin deslizar sobre un plano inclinado un dngulo 3 respecto
del plano horizontal. Si 6 es el dngulo que forma la linea de mdxima pendiente
con la generatriz de contacto, demuestre que:

5¢gsin 8

———————sinf = 0.
[(1+5cos?a) - 0

0 +

Solucién. Si H es la altura del cono, el momento de inercia respecto a
su generatriz en el vértice es I = 3mH?*(1 + +sec? a)sin® a, la magnitud de

la velocidad angular es w = 0 cot a, la energfa del cono puede escribirse como
E = 1Iw* +mg3 H(sinccos f — sin B cos acos §) y de allf derivando sigue el
resultado.




CAPITULO O

Oscilaciones pequenas.

5.1. La energia cinética.

Pondremos atencién en el movimiento de sistemas conservativos holo-
némicos, con vinculos independientes del tiempo, en las vecindades de su
posicién de equilibrio estable. Como se sabe, la energia cinética es

1 L2
K=Y -m;i],
2
que expresada en términos de coordenadas generalizadas ¢; de acuerdo a

7 = Ti(q),

permite escribir

1 0ri(g) 9ri(q)
K = =m,; : qq}Ca
; 2 dq; oq,
expresion que escribiremos usando la convencién de suma sobre indices repe-
tidos

1

K = §mjk(fJ)Q'jQ'ka (5.1)

siendo

ori(q 8ﬁ(q) B
m]k Z 2 my; aQJ an - mk] (Q)7

elementos de una matriz snnetrlca, positiva definida.
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5.2. La energia potencial.

En términos de las coordenadas generalizadas ¢;, la energfa potencial del
sistema sera escrita

V(Q) = V(Q17q27 s 7Qn>

La condicién para que el sistema tenga una posicién de equilibrio estable,
es que V(q) tenga un minimo. Ello es consecuencia de las ecuaciones de
Lagrange que para este caso son

d v

%(mjk@)%) + 90 0. (5.2)

5.2.1. Posicion de equilibrio.

Configuracién de equilibrio significa coordenadas iniciales ¢f tales que
ellas no varfan si inicialmente no varfan. Es decir que ¢J(0) = 0 = ¢}(0) =
0. De las ecuaciones de Lagrange se deduce entonces que tales puntos se
caracterizan por

Vv
G5 lgo
De acuerdo a lo que se analiza a continuacién, si se trata de un punto de
equilibrio estable, ellos corresponden a minimos de la energia potencial.

5.2.2. Estabilidad.

El concepto de estabilidad esta relacionado al comportamiento del sistema
para condiciones iniciales préximas a la de equilibrio. El equilibrio se dice
estable si para condiciones iniciales ¢;(0) = ¢} + dqj, ¢;(0) = 0, con d¢) >
0, entonces ¢;(0) < 0, ¥j, es decir las coordenadas deben variar hacia los
valores de equilibrio. Ello impone algunas condiciones a la energfa potencial.
Desarrollando la ecuacion (5.2), se tiene

Om;r(q) ov

.. ‘ LV
oa e + mjr(q) Gk + 94,

Si colocamos las condiciones iniciales senaladas, se obtiene

. oV
mjr(go + 9¢°)Gx(0) + o0 =0,

j qo+5q0
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y si se expande el segundo término hasta primer orden resulta

OV | 50 = —monlao + 60°)iin(0) > 0
aqjaqk qo qk - jk QO q Qk ]
de donde sigue que
02V
> 07 VJ, k7
3%3% ¢

es decir se trata de un minimo de la energia potencial.

5.3. Linealizacién.
Para movimientos en una vecindad de una posicién de equilibrio estable,
_ 0
g = q; + ni(t>7

expandiremos la energia cinética y potencial para tener las ecuaciones de
movimiento apropiadas para esta aproximacion. Asi resulta hasta segundo
orden en las cantidades pequenas 7

1 .. 1 ..
K = §mjk<Q)qulc:Emjk(qo)njnk’
A% 1 0%V
Vo= V(@) + 5| m+35 5| 1M
(q ) 8(_[]' o 1; 9 6%3% y T3k

donde podemos olvidar el término constante V' (¢°), y los coeficientes de los
términos lineales en 7 son cero, de modo que la energfa potencial aproximada
serd

1 oV

— 9 m 1Mk

qO

5.4. El lagrangiano aproximado.

Del desarrollo anterior, tenemos el lagrangiano

1 . 1 0*V
L= _mjk<q0)77j77k -3 m 1Mk
J

qO

2
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que escribiremos en términos de elementos de matrices simétricas

1 .. 1
L = 5 Kwijie — 5Viknin,
siendo o2
1%
Ko = m(a® Vi =
ik = myr(q"), ik 04:04x qoa

elementos de matriz constantes, simétricos K, positiva definiday Vj;, > 0. De
aqui resultan ecuaciones de movimiento, llamadas de oscilaciones pequenas

Ky, + Viene = 0, (5.3)

que son ecuaciones lineales acopladas, vilidas para 7, y 7 suficientemente
pequenos.

5.5. Soluciéon de las ecuaciones de movimien-
to.

Un primer paso hacia la solucién del sistema (5.3) consiste en eliminar
la dependencia en el tiempo que puede adivinarse exponencial, de modo que
trataremos una solucién de la forma

—iwt
Ny = axc )
siendo los a; complejos constantes y se entiende ademds que la solucién final
es la parte real de la que se determine. Al reemplazar resulta

—w2Kjkak + ijak =0,

que es un sistema lineal homogéneo que tiene solucién distinta de la trivial
si los coeficientes (en realidad w) cumplen determinadas condiciones, que
determinaremos. En términos simples, alguna de las ecuaciones es una com-
binacién lineal de las otras, lo que significa ademds que dichas ecuaciones
no pueden determinar todas las incégnitas ax. En términos matriciales, si a
denota la matriz columna con elementos a; entonces el sistema de ecuaciones
es

w’Ka = Va. (5.4)
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Los elementos de K y V son reales y simétricos. Ello trae como primera
consecuencia que w? debe ser real. En efecto considere

2
wKjrar = Viag,
si conjugamos y usamos la realidad y simetrfa tenemos que
2\* ok *

(W) aj Kyj = apVig,
de donde siguen

2 * *

w ajKjkak = ajijak,

y
2\* _* *
(W) ay Kyja; = apVija;.

intercambiando en la iltima j «— k resulta

w2a;Kjkak = a;ijak,
(W) aiKja; = a;Vikay,
de donde
(w? = (w?)*) a; Kjrar = 0, (5.5)

Demostraremos que a; Kjia; > 0. Considere el siguiente desarrollo donde u,
y v son las partes real e imaginaria de a. (Después de este andlisis veremos
que en realidad las componentes de a son reales.) Desarrolle

a;Kjrap = (u; — iv;) Ky (uy, + ivy,)

Krujur + Kjpvjo, + i(Kpuv, — Kjgvjuyg)
= Kjrujup + Kjvjor >0

Que muestra que a} Kjray, es real y positivo definido. Entonces de (5.5) sigue
que

Si el sistema lineal se escribe

(W2Kjk — Vi) ar, = 0,
los n valores reales de w? estdn determinados por la condicién de que el
determinante de los coeficientes sea cero, es decir

det (w2Kj — ij) =0.

Supondremos en lo que sigue que dichos valores son todos diferentes. Ademas,
debido a que los valores w? son todos reales, el sistema (5.4) tiene soluciones
reales para todos los ay, si el que estd indeterminado se toma real. Por ello,
en los desarrollos que siguen se suponen todos los a; reales.
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5.5.1. Diagonalizacién.

Para valores distintos de w, wy con k = 1,2,...,n, cada conjunto solu-
cion ai dependen del valor de w considerado. De modo que introducimos un
segundo fndice que indica la dependencia en alguno de los w. Asf a;;, indica
la solucién a; para w = wy. En términos més precisos

wiKjpay = Vigag.
Si consideramos otro w,, y conjugamos se obtiene similarmente
wilakakj = akm‘/}gj
de donde siguen

2
Wi aimKpay = ajmVikaw,

2
wWhaemKja = apmVijaj,

y que en términos de la matriz A = (a;;) pueden ser escritas (sin suma sobre
indices repetidos) como
wi (ATKA) = (ATVA)

(5.6)

l ml’

wy, (ATKA) = (ATVA)

l ml’

donde AT indica la traspuesta de la matriz A. Si las dos ecuaciones anteriores
se restan, resulta

(wi—w?) (ATKA)  =0.

Esto significa que la matriz ATKA es diagonal. Como cada columna de
la matriz A tiene un elemento indeterminado (el sistema es homogéneo),
podemos fijar arbitrariamente ese valor de modo que la matriz ATKA tenga
unos en la diagonal principal, es decir

ATKA =1. (5.7)

De la relacién (5.6), se tiene que la matriz ATVA también es diagonal con
elementos w; en la diagonal principal, cuestién que puede escribirse

(ATVA) = W?(Sij.

ij
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5.5.2. Solucién del sistema.

Supongamos entonces que se ha resuelto la ecuacién de valores propios.
w?Ka = Va,
donde la condicién para solucién no trivial
det (WK, — Vi) =0,

nos conduce a n diferentes w?. En cada conjunto solucién hay uno que est4 in-
determinado y lo elegimos normalizando los vectores a (que son las columnas
de A) de modo que
T f— ..
(A KA)ij - 5ZJ>
T _ 25
(A VA)ij = w;lij.
entonces la solucién de nuestro problema es una combinacién lineal de las
soluciones correspondientes a los diversos w.

N, = Re E Cjakje_“”jt = E ar; Re Cje_wft,
J J
faltando considerar las condiciones iniciales.

Condiciones iniciales.

Las condiciones iniciales son los 2n valores 7,(0), y 7,(0) que permiten
determinar finalmente las 2n constantes, las partes real e imaginaria de C}.
Asfi resultard

n:(0) = Zaije(Cj),
7(0) = Y agRe(—iw;Cy) =Y agw; Im (Cy).

J J

Las propiedades de la matriz A, permiten escribir expresiones explicitas para
la parte real e imaginaria de C} en términos de las condiciones iniciales, como
explicamos a continuacién. En efecto si definimos una matriz columna c¢; con
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componentes Re (C;) y otra matriz columna ¢, con componentes w; Im (C}),
las dos relaciones anteriores pueden escribirse en forma matricial

T’(O) = Ac17 T’(O) = Ac27
de modo que al usar (5.7) se obtendra
c; = ATKn(0), ¢y, = ATK#(0),

que al ser desarrolladas en componentes determinan
1 i
ReCj = ; ar; Kuny(0),  ImC; = o ; ar K (0),

donde se ha vuelto a la notacién usual de sumatoria para que quede claro
que no se suma en el indice j. Asi se tiene finalmente la solucién de nuestro
sistema

n(t) = Z arj(Re Cje~ ") = Z arj (Re Cj cosw;t + Im C; sinw;t) .
- .

J
No se ahondara aquf en el procedimiento a seguir cuando hay valores repeti-
dos de wy,.

Coordenadas normales.

Recordando que la solucién (sin tomar la parte real) es
Ul Z ay;Cye~ it
J
y si llamamos

_ Y —iwjt
S5 —C']e J

tenemos que

M=) akisi M= ) ki), (5.8)
j j
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de modo que en términos de estas variables resulta

y similarmente

K

1 ..
2 Z Kk,
ik
1 ) .
3 Z K10i$105mSm
7.k, lm

—Z (ATKA), <im
l,m

>

l

1

5 Z ViK1,
gk

1

5 V}kajl§lakm§m
gkl

1

; Z (VRY),

2
_Z lélmglgm
l,m
2 2
52 wish

l

\)

N[ —

| —

De modo que en estas coordenadas ¢;, denominadas coordenadas normales,

el lagrangiano es

L= Z gl_ ngz)

que muestra que las Coordenadas normales varfan independientemente cada
una con una de las frecuencias propias de oscilacién del sistema, de acuerdo

a

S+ W%Cz =0.

Las coordenadas normales en términos de las coordenadas originales se ob-
tiene invirtiendo la ecuacién (5.8), es decir

S = ATKn,



220 Oscilaciones pequenas.

Se(t) = Z i K M ().
J,m

5.6. Ejemplos.

EJeEMPLO 5.6.1 Considere el péndulo doble indicado en lafigura (5.1), donde
el largo natural del resorte sin masa es Ly, que coincide con la separacion de
las masas en su posicion de equilibrio. La constante eldstica es k y la longitud

de los hilos es L. Estudie las oscilaciones pequenas en torno a los valores de
equilibrio 0 =0 y ¢ = 0.

)

SRR AR AL AKX XN AL

Figura 5.1: Osciladores acoplados

Solucién. Para valores pequenos de 6 y ¢, la energia cinética es
K = %mﬁ(éz +¢7),
y la energfa potencial es
V= %mgL(@2 +¢?) + %kLQ(Q —¢)%,
por lo cual las matrices K y V son
2
K= ( m()L mOL2 ) ’

vV — mgL + kL? —kIL?
n —kL? mgL + kL* |’
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de aqui el sistema lineal de ecuaciones es
o mL? 0 ai
w 2
0 mL Qs
B mgL + kL? —kL? aq
N —kL? mgL + kL? as )’

y las frecuencias propias satisfacen

det w(mL?) — mgL — kL? kL? _0
¢ kL? w?(mL?) —mgL — kL?> ) 7
con soluciones
2 _ 9
wi i
o 92k
2 L om’

Bajo estas condiciones, una fila del sistema de ecuaciones es redundante por
lo cual elegimos la primera, que es

w*mL?a; = (mgL + kL?)a, — kL?ay
o bien, para cada frecuencia

%mL2CL11 = (mgL —+ ]CL2)CL11 — kL2CL21,

2k
<2 + —> mL2a12 = (mgL —+ ]CL2)CL12 — kL2CL22,
que se simplifican a

a11 = G21, a12 = —Q22,

por lo cual la matriz A sin normalizar aun es

ail aiq mL2 0 a1y a12 -7
a1z —ai2 0 mlL? ayr —aig ’
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mL? [ @1 on ai; a2 _ 10
Q12 —Q12 a11 —a12 01)’

de donde sigue

o bien

mL*a3, =1, mL*a3, = 1.

De donde finalmente, la matriz A ha sido determinada

AL 11
CVmI2 \1 =1 )"
Condiciones iniciales permitirfan seguir con la rutina de expresar las coor-

denadas 6 y ¢ en funcién del tiempo. Nos limitaremos a dejarlas expresadas
como

_ 1 —iw1t —iwat
0 = mL2 Re(C’le ! + 026 2 ),

_ 1 —tw1t —iwat
QZ5 = \/m Re(C’le 1 — 026 2 )

Por 1ltimo, las coordenadas normales, estdan dadas por

1 1 1 mL? 0 0
s=ann = (0 ) (0 e ) (0)

que se reducen (salvo un factor irrelevante) a

1 = 9+¢7
G2 = 0—0.

Estos dos modos son independientes, por lo cual se puede establecer cada
uno de ellos independientemente, y variardn con las frecuencias propias w; y

wo. Es decir
0+¢ = Dcos L)
L 7
0—¢ = Ecos<\/£+%t—€>,
L m

con constantes D, F, J, € determinables con las condiciones iniciales que se
tengan. Debe notarse que la diferencia de los angulos es el modo de mayor
frecuencia.
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A

EJEMPLO 5.6.2 Resuelva el problema anterior sin hacer uso de la teoria ge-
neral elaborada.

Solucién. En algunos casos sencillos como este ejemplo, una solucion
directa puede ser mds simple. En efecto del lagrangiano

L= gmI2(F + ) — mgL(# + 6%) — KL 0 — o),

siguen ecuaciones de Lagrange

= g k ko
9+(L+m)9 m¢ = 0,
- g k k.,
de donde por simple inspeccién resultan
.. g 2k B
-6+ +2)0-0) = 0,
é+$+%(9+¢) = 0,

que corroboran los resultados obtenidos por el método general.

A

EJEMPLO 5.6.3 Con relacion a la figura (5.2), dos particulas de igual masa
m oscilan horizontalmente unidos a resortes iguales con constante eldstica k,
de modo que los extremos exteriores de los resortes estan fijos. Analice las
oscilaciones pequenas de las particulas en torno a sus posiciones de equilibrio
estable.

Figura 5.2: Osciladores acoplados
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Solucién. Si z; y x5 indican las desviaciones de las particulas respecto a
sus posiciones de equilibrio, la energfa cinética es

1
K = E(m:f:f + mi3),
y la energia potencial es
1 1 1
V= 5/{90% + 5/{(902 —z1)*+ 51{::15%

De allf las matrices K y V son

10
K_m(o 1>’

2 1
V_k<_1 2),

por lo cual los valores propios satisfacen
1 0 2 -1
2 _
det(wm(O 1)—/{( 1 2))—0,

wim? — 4w?mk + 3k* = 0,

o bien

de donde resulta

k
wi=—, w3 = 3—.
m m

El sistema de ecuaciones lineales es

2 1 0 aq . 2 —1 ay
on(o ) () =505 (),
de donde se obtiene

a1x = a2,

a2 = —A2.

Normalizacién requiere que ATKA = I, por lo cual

11 Qi1 a1l —a .
m =1,
—ag22 a22 a11 a2
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entonces 2ma?l; = 1y 2ma3, = 1, obteniendo

1 1 -1
A=—rn ,
2m ( 1 1 )

de aqui, las soluciones oscilatorias son

1
ry = \/T—m Re (Cleiwlt — Czeint) s
Ty = L Re (C’le’wlt + C’ge’wﬁ) :

V2m

También indicaremos los modos normales ¢ = AT Kn que resultan ser

m
1 = —($1+I2)7
2
m
S2 = E(_Ifl‘l’l’g).

A
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CapPiTULO O

Sistemas continuos

6.1. Introduccién

En el capitulo anterior se explicé el método para analizar oscilaciones
pequenas de un sistema de un nidmero finito de grados de libertad. Cuando
el mimero de grados de libertad se hace muy grande, aunque en principio no
habria dificultades, la resolucién de las ecuaciones de valores propios se torna
poco préactica. Sin embargo hay casos, en que debido a ciertas simetrias, el
problema puede resolverse para un nimero arbitrario de grados de libertad.
Pondremos atencién en algunos casos particulares de solucién simple y luego
generalizaremos los resultados a sistemas con infinitos grados de libertad, los
sistemas continuos.

6.2. Oscilaciones longitudinales

Considere un sistema unidimensional constituido por un conjunto de N
particulas de igual masa que m que estan unidas en linea recta por resortes de
constante eldstica K, y largo natural a. Si denotamos por ¢; las desviaciones
longitudinales en torno a las posiciones de equilibrio, ver figura (6.1).

El lagrangiano del sistema es

L= Z %mq? — Z %K(% — qi1)?,
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Figura 6.1: Osciladores acoplados

de donde se deducen las ecuaciones de movimiento para cada masa

K

= E(Qjﬂ +qj-1—2q), j=1,2,...,N.

qj

6.2.1. Extremos fijos (a)

Para el caso en que las particulas de los extremos estédn fijas tomaremos
qo, qn+1 = 0. Podemos ademds suponer dependencias temporales de la forma

q;(t) = Qe

resultando para las constante (); las ecuaciones lineales

Q*(Qj1 + Qi1 —2Q;) = —w*Qj, con O = % (6.1)
PQj1 + (W —20°)Q; + *Qj11 = 0 (6.2)

un sistema de ecuaciones homogéneo que admite solucién distinta de la trivial
solo si el determinante de la matriz de los coeficientes es cero. Si hacemos
para simplificar
202 — w?
A= ¢
tenemos que

—Qj1+AQj — Qi1 =0

el sistema de ecuaciones puede escribirse

AQr — Q2 = 0
—Q1+AQ2— Q3 = 0

—Qj1+ A — Qi = 0
QN1+ Ay = 0,
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es decir los A satisfacen

A -1 0 --- 0 T
-1 X -1 0
det 0 -1 A\ : = 0.
. S
| 0 0 -1 X |
Si llamamos
T A =1 0 0 T
-1 X -1 0
Dy = det o -1 X\ -1 ,
: -1 . =1
| 0 0 -1 X |

podemos obtener una relacién de recurrencia si desarrollamos el determinante
de acuerdo a

-1 -1 0
Dy = ADyy+det| 0 A 71
: -1 . =1
0O 0 -1 X
= ADy_1— Dpn_o,
siendo
Dl = )‘7
Dy = N —1.

La relacion de recurrencia puede resolverse suponiendo
N
D N — Ap s

que conduce a

P-dp+1 = 0,
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de donde
A A2
= Z /1=
p 5 " 4
_ eii‘z’,
con \
cos ¢ = 5

de modo que
DN = AleiN(z) + AQGiiN(z).

Si consideramos los valores para D; = A,y Dy = A% — 1 se obtiene

A= 2cos6 = A+ Age ™,
N1 = deos?p— 1= AP 4 Ape 2,

que puede resolverse para A; y As obteniendo

2 cos gbew = A% 4 A,
deos?p—1 = A;e?® + Aye 2,

—igh
e
Ay = —
2 2i sin ¢
i
e
Al = —/——
! 2isin ¢’
y finalmente
ot o ‘
D — iNg —iN¢
NT Oising 2 sin ¢
_ sin(N +1)¢
N sin ¢
Entonces, Dy = 0 implica
o= nr con n=1,2,...,N.
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Las frecuencias propias resultan entonces que satisfacen

% == QCoanil,
entonces
nm
w? = 20%(1 - cosn]X n 1)
= 402 sin? INTT)’
y finalmente
wy, = 2§2sin ﬁcon n=12,.. N.

6.2.2. Condiciones periédicas (b)

Aqui tomaremos ¢ = gn11, ¢—1 = gy de modo que tendremos

—QN+AQo—Q1 = 0
—Qo+AQ1—Q2 = 0
—Q1+ A2 — Q3 = 0

Qi1 +AQ; — Qi =
QN1+ XN —Qy = 0

es decir las frecuencias admisibles satisfacen

T oA -1 ~1
-1 A -1 0
det | 0 -1 X -1 =0,
: -1
-1 0 -1 Xl

que es mas dificil de resolver.
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6.2.3. Solucién alternativa

Una alternativa sin embargo es encontrar soluciones no triviales de (6.1).
Para ello suponga con ¢ por determinar

Q; = Ce'U?),
Si se reemplaza en el sistema de ecuaciones se tiene que
(26000 4 (2 — 202)e 09 | 261 0+10 —
de donde se obtiene

Qe 4 (w? — 20%) + Q%' = 0,

0 sea
w? =207 +20%cosp =0
entonces
(9
= 2Q) = .
w sin ( 5

y

Q; = Cetlie)

Debe ademés tenerse que
Qo= On+1

0 sea
| (N+1) ¢
et N — 1

por lo cual, las soluciones admisibles ¢ son

2
¢:N7:_n1, con n=20,1,2,...,N.
luego
wy, = 20 sin (NW:_Ll) , con n=1,2,...,N.
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Figura 6.2: Ondas transversales

6.3. Oscilaciones transversales

Consideremos ahora particulas de igual masa m unidas por resortes sin
masa de la misma longitud natural y constante eldstica £ de modo que en la
situacién de equilibrio ellas estdn en linea recta, y los resortes sometidos a
una tension igual 7. Si las particulas se desplazan poco lateralmente, estardn
sometidos a fuerzas de modo que la segunda ley de Newton conduce a

mi; = Tipisinfi 1 — T;sin0;,
mz; = Tiy;co86;.1 —T;cosb;

si no hay desplazamientos longitudinales y los transversales son pequenos,
podemos aproximar, para dngulos pequenos

mi; = Tipisinfiq — T;sin6;,
0 = T — T,
de modo que
T, = T,
miy; = 7(sinf;yq — sinb;)
~ Yiv1 —Yi  Yi — Yi-1
a a

de modo que tenemos como ecuacién de movimiento aproximada

-
(Yit1 + Yio1 — 2v;).

= —
ma
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Si los extremos estan fijos, tomaremos 3y = yn11 = 0. Ademds si suponemos
para los modos normales de oscilacién

yj — Ctjeiwt7
tenemos que
2
maw
(2 — - )C] - Cj+1 - Cj,1 =0.
Si llamamos ahora )
maw
A=2— ,
-

tenemos el mismo problema, es decir un sistema de la forma
—Ci1 + M0 — O =0,
que maés explicitamente lee
MO —Cy = 0
—Ci1+ X0 —C3 = 0

O A~ Cyyy = 0
—Cy_1+XCx = 0

de modo que

A -1 0 - 0 7
-1 X -1 0
) in(N +1
det | O —1 A : :M—+)¢:O,
_ sin ¢
: =1
0 - 0 -1 A |
con cos » = A/2 de modo que
2
nmw maw
A=2 =2—
N1 7
de modo que
w? = —2(1 - cos Nnj_r 1),

m
4T | nm

Wy = — sin ———.

Vm — 2(N+1)
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6.4. Limite continuo

Deseamos estudiar lo que sucede si hacemos N — oo, a — 0, y las masas

tender a cero de modo que
m
— —> 0'7
a
siendo o una constante llamada la densidad lineal de masa. La ecuacion de

movimiento

-
= —(Yit1 + Vi1 — 25),
ma

pasara a ser dependiente de una variable continua en la posicién

Yi

yi — y(z,1),
siendo
8y xut 1 82y I,t
Yi+y1 — y(m + a, t) = y(m,t) + %a + 5 a(ﬂ )az7
Oy(x,t 10? t
yir — ylr—at) = y(a,t) - %a + 5—?’8;9”2’ )2,
de modo que obtenemos
o T Py(a,t) ,
@y(%t) = %Wa
at y(z,1)
m Or?

y finalmente, la llamada ecuacién de onda para la cuerda eldstica con masa

uniforme:
Pyl t) Ty t)
ot? o o2

6.5. Soluciones de la ecuaciéon de onda

La dltima ecuacién puede escribirse

82y(a:, t) o 1)2 82y(1}7 t)
ot? Ox?

= 0. (6.3)
donde

=
v=4/—,
o

representa, como veremos, la velocidad de propagacién de la onda.
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» TEOREMA 6.1
Las soluciones de la ecuacién de onda (6.3) son

y(z,t) = F(z + vt) + G(x — vt),
con 'y G funciones arbitrarias de una variable.

DEMOSTRACION 2
Si cambiamos a variables ( = x + vt, 1 = x — vt podemos escribir

) oo o
oz~ 0zxoc oz ow
0 0
ac
0 _ Ko owd
ot ot dC Ot O

_ 99
= UaC an,
y también
o2 S I
Z - 2 .7 49
o2 o "o T oy
o2 Lo LR o
Z 2 9
oz~ e Va7 acow

de modo que

P a0, O

oz~ "oz = " acoy
Entonces, en estas variables, la ecuacion de onda es
92
Yo _y.
CoY
que es trivial integrar obteniendo
dy

y = F(O+GW®)
= F(z+vt) + G(z — vt).
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Las soluciones anteriores corresponden a una forma invariable que se pro-
paga hacia la derecha G(x — vt) o hacia la izquierda F'(z + vt) con velocidad
constante v = y/7 /0. Sin embargo en una cuerda, debemos hacer considera-
ciones adicionales pues debemos satisfacer por ejemplo que y(0,t) = y(L,t) =
0 en el caso de extremos fijos.

6.5.1. Condiciones de frontera

Supongamos que queremos resolver la ecuacién de onda sujeta a las con-
diciones anteriores de extremos fijos y(0,t) = y(L,t) =0 .
Método de separacién de variables

Suponga una solucién de la forma
y(e,t) = X(2)G(b),
entonces si se sustituye se obtiene.
X(2)G"(t) — v*X"(2)G(t) =0

o bien
G"(t) _ 2 X"(x)
=v
G(t) X(z)’
de modo que cualquiera de los lados no puede ser funcién ni de x ni de ¢, por
lo tanto

(1) _ o Xw)
G0 X () ’

de donde el signo se ha elegido de modo de tener soluciones oscilatorias

G(t) = Ce*ie!

y

donde hemos llamado

Para satisfacer las condiciones de frontera debemos tomar

X(z) = Dsinkx,
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con
sinkL =0,

de modo que hay un niimero discreto de valores de k& permitidos, es decir

k:n—;connzlﬂ 3

de ese modo, la solucién general, que satisface las condiciones de frontera es

oo
nmtx

t) = D+ i"—[vt D~ —i%vt . )
o) = S (D 4 DB i
6.5.2. Condiciones iniciales

La determinacion completa de los coeficientes D,, requiere de conocer la
forma inicial del hilo y su velocidad inicial, es decir supondremos conocidos

y(z,0) = F(x),
Oy(x,t)

Pero las funciones sin nmaz/L son ortogonales en el intervalo (0, L) de modo
que podemos despejar

2 L
Df +D; = f/o F(x)sin"—;f”dx

2 "
2 V(z)sin n—zxdm,

Dy —D,
nmwv Jo
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de donde
1 (L . L
Dt = Z/o F(I)Sinn—zxdl’—ﬁ i V(x)sinn—zxdx
1 )
- _Fn_—vn
L nmv
1 (L . L
D, = z/o F(x)sinn—zxdx—l—% i V(I)SinﬂLxdx
1 1
- _Fn _Vnu
L * nmwv

donde hemos llamado

L
F, = /F(a:)sin@dx
0 L

L
V, = / V(x)sin@dx
0 L

Asi finalmente la solucion es

=, 1 0 o
y(a,t) = Y ((FFa— —Vo)e' T 4

nmv

1 _nm. . NTT
F,+—V,)e ") sin —,
nmwv

que se reduce a

nmTv L

b«lw

- L nm nwT
Z (F, cos —'Ut + —V,sin ffut) sin —

Caso particular, la cuerda parte del reposo

Para este caso, lo anterior se reduce a

2 — t
y(x,t) = EZF,LCOST”ZJ sinn—zx,

nnx

L
F, = F in —d.
/o (x) sin 7z

(6.4)
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EJERCICIO 6.5.1 Demuestre que el resultado anterior puede escribirse:

=7 Z F, (sm ( (x + vt)) + sin (%(I - vt)))
o sea, tal como se establece en el teorema. Y ademds que

x
y(x,t) Z F,, sin n Cos nLvt

6.6. Meétodo de las series de Fourier

Todas las funciones que se anulan en z = 0, x = L pueden expandirse en
serie de Fourier como

= nma
f(z) = nz_:lbn sin ——
donde .
2 /
= Z/ f(2')sin MU
0

de modo que la solucién de la ecuaciéon de onda para la cuerda con extremos
fijos puede expandirse asi

nmwT
E by, (t) sin —

que al sustituir en la ecuacién de onda da

3 v(t)sin ”—z‘” o2y ”LZ b(t) sin ”Lﬂ =0,

n=1 n=1

de donde por la independencia de las funciones base se obtiene

U2n27T2

bi(t) + 5 —balt) = 0,

con soluciones ona N
b.(t) = A, cos Tt + B, sin Tt
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de modo que

Z <A CoS —t + B, sin Tt) sin ?

n=1

Para tomar en cuenta las condiciones iniciales considere

y(x,0) = ZA sin L
Oy(x,t) = vnm nwx
— N R il
|, V(z) 2.7 n sl ——,
de donde
o (L
A, = z/o F(x)sm?dm
2 L
B, = onr o V(:c)sinﬂ;dx

o sea se ha obtenido el mismo resultado de (6.4)

Z (A cos L t—i— By, sin Lﬂt> sin ? (6.5)

n=1

Esta se denomina la solucién de Benouilli.

6.7. Consideraciones adicionales

Podemos insistir en tratar de satisfacer las condiciones iniciales y de fron-
tera en una cuerda con extremos fijos usando la forma més general

y(z,t) = Fi(x + vt) + Fy(x — vt).
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6.7.1. Condiciones iniciales.
Cuerda parte del reposo.

Para tener un problema mads simples, imaginemos que la cuerda parte del
reposo. Entonces debemos imponer

y(a,0) = F(z) = Fi(z) + Fy(2),

8y(1‘, t) _ / /
ot o 0=vFi(z) — vFy(x),
y(0,t) = Fi(vt)+ Fp(—vt) =0,
y(L,t) = Fi(L+vt)+ Fy(L —ot) =0.

La tercera impone que
Fy(z) = —Fi(-x),

de modo que tenemos que satisfacer

Flx) = F(r) - F(-2),
= vFj(z) —vF(-2),
y(L,t) = F(L+vt)— F(=L+vt)=0.

si la segunda se integra respecto x se obtiene

F(x) = FR(z) - F(-),

de donde despejamos

F@) = FR0)+ %F(:p),
Fil=1) = Fi(0)+3(-F(x))
ambas son compatibles si
F(z) = —F(—x)

lo cual requiere extender el rango de definicién de F' de modo que ella sea
impar. Luego la solucién puede escribirse
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y(x,t) = Fi(z+ot) — Fi(—(z — ot))

= %(F(x+vt)+F(m—vt)).

La tltima condicién es y(L,t) = 0 de modo que
F(L+vt) + F(L — vt) =0,
entonces

Flr) = —F(-xz)
F(L+z) = —F(L-=x)
o sea basta extender el rango de definicién de F' de modo que sea impar y
periédica con periodo 2L. Asi la solucién queda expresada en términos de

la forma inicial de la cuerda F(z), extendida periédicamente a una funcién
impar de periodo 2L.

oz, t) = % (F(z +vt) + F(z — vt)).

De este modo, en un punto fijo x la oscilacién es periédica con periodo T
dado por

vl = 2L,

0 sea ol
T=—.

v

Caso general, solucién de D’ Alembert

Ahora las condiciones iniciales y de contorno son las siguientes

y(z,0) = F(x) = Fi(z) + Fy(z),

6y($,t> _ _ / /

ot o Vi(z) = vFi(z) — vFy(x),
y(0,t) = Fi(vt) + Fy(—vt) =0,
y(L,t) = Fl(L+Ut)+F2(L—Ut) =0.
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La tercera impone que
Fy(z) = —Fi(—x),

y la cuarta
Fl(L + ZL’) = —FQ(L — I),

Ademis tenemos que satisfacer

F(z) = Fi(z)— Fi(—x2),
V(z) = vF(z) —vF{(-z),

si la segunda se integra respecto x se obtiene
/ Vi) = vFi(z) + oF(—z) — 20F,(0)
0
vF(x) = vFi(z) —vFi(—x),
de donde despejamos
1 x
Fi(x) = Fi(0)+ =F(x)+ 2—/ V(z)dz,
0

Fi(—z) = Fi(0)— 1F(OE) + L /0:C V(z)dx.

ambas son compatibles si

y
V() = =V(=2),

lo cual requiere extender el rango de definicién de F''y V' de modo que ellas
sean impares. Luego la solucién puede escribirse

y(x,t) = Fi(z+ovt) — Fi(—(z —ot))

1 1 x+vt
— ZF - _
5 (x +vt) + 50 /0 V(z)dx

(—%F(x —ot) + % /Ox_v V(z)dx)

1 1 x+ut
= §(F(x+vt)—|—F(x—vt))—l——/ V(z)dz.

2U r—vt
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Donde las condiciones de contorno y(L,t) =0, y(0,t) = 0 se satisfacen si

F(z) = —F(-x),
Vie) = =V(-u),

y son de periodo 2L.

EJEMPLO 6.7.1 Si la forma inicial fuera una semi sinusoide
T

F(z) = Asmf

esta funcion es de antemano impar y de periodo 2L. Entonces

Yo t) — é (sin W(IZ— vt) +sin w(xlj 'ut)>

T T
= Asin —x cos =vt.
L L

EJEMPLO 6.7.2 En general, una extension impar y de periodo 2L de F(x)
es

= nux
Fl@) = Y busin "
() 2 sin —
o L
b, = E/o F(x)sm%dx,

luego

N —

= . nm(x+ot) . nw(z—ot)
bn
; (sm 7 + sin i )

o0
b cosn ot
= SN NT— COSN—7UT.
- " L L
n=

6.8. Caso general

Para el caso general donde la forma inicial de la cuerda y su velocidad
son dadas, la solucién la escribimos
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:Z<A Cos—t81 ni+B sm—ts mr:v).

ot L L L
siendo
2 L
A, = E/o F(x)sin%d:c
2 L nwT
B, = — in —d
| V(z) sin 7 do

EJERCICIO 6.8.1 Demuestre que si F(x) y V(x) representan extensiones im-
pares y de periodo 2L de la forma y de la velocidad inicial de la cuerda,
entonces la expresion

%(F(m +ut) + F(x — vt))
1 z+ut

-l—% V(x)dz

y(:U,t) =

satisface la ecuacion de onda y ademds
y(z,0) = F(z),

0y(z,t)
- V),

t=0

y(0,1) =
y(L,t) = O.

Esta solucion se denomina de D' Alembert. Vea [1].

EJEMPLO 6.8.1 Sila cuerda parte recta con un perfil de velocidades iniciales

V(z) = Vysin W—g,

de nuevo V (z) es de antemano impar y de periodo 2L, por lo tanto

1 r+vt
y(z,t) = — V(z)dx

2'0 x—ut

WL s T
= ——sin—vtsinmT—

T L

WL ( x — vt x+ vt
= COS T — COST

2mv L

).
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6.9. Ejemplos

EJEMPLO 6.9.1 Una cuerda de longitud L con extremos fijos comienza a
oscilar partiendo del reposo de manera que su forma inicial es:

Ax/L si x < L/2
FW:{ A —2/L) si ©> LJ2

Determine y(z,t).

Solucién. La solucién serd

= unm nmx
) =S " A, cos ——tgin .
y(x,t) ; cos ——tsin —
siendo .
2
A, = E/o F(z)sin n_z:rdx

donde evaluamos

2 L/2 2 L
Z/o (Az/L)sin n—zxdx + 17 /1:/2 Al — %)sin niLxdx

resultando

> sin inm
y(x,t) = 4A Z 2" s Mg gin 1T

— n2m? L L

= (=1)k v(2k + V)t . (2k+ )7
= 44 .

N C R A

Esta solucién sin embargo dice poco de la forma que tiene la onda. Ana-
licemos la solucién de D’ Alembert

y(z,t) = %(F(m +vt) + F(x — vt)).

En la figura siguiente se ilustra la extensién periédica de F'(x)

De modo que cuando ha transcurrido un tiempo ¢, F(x + vt) en el rango
de su argumento desde 0 — L estd remarcado a la derecha 'y F(z — vt) estd
remarcado en el rango de su argumento de 0 — L a la izquierda. Ambas
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Figura 6.3: Solucién de D’ Alembert.

Figura 6.4: Solucién de D’ Alembert
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e y(x.t)

Figura 6.5: Potencia en una onda.

curvas las debemos llevar al intervalo donde esta la cuerda, y superponer los
resultados, obteniendo la forma ilustrada en la figura siguiente:

Es aparente que la forma de la onda sera simétrica respecto al punto me-
dio, y formada por segmentos rectos, a pesar de la aparentemente complicada
serie de Fourier de la solucién anterior.

A

6.10. Consideraciones energéticas

Consideremos el trozo de cuerda desde x en adelante, como se indica en
la figura (6.5). Sobre ese trozo actia la fuerza ejercida por la parte izquierda
de la cuerda es decir

y(x,t)
or

F=—7sinf ~ —7tanf = —7

Por otro lado la velocidad de ese extremo de la cuerda es

dy(x,t)
YT o

de modo que la potencia entregada al lado derecho de la cuerda (por el
izquierdo) es
oy(z,t) 0

vy = —T———=—=—y(z,1). (6.6)

P=F
ox Ot
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6.10.1. Potencia en ondas armodnicas

Para una onda arménica senoidal del tipo

y = Asin(kx — wt),

resulta
P = 7 A%kw cos® (kx — wt).

Aqui se tienen las relaciones

de modo que la potencia puede escribirse

P = ow?A%v cos® (kx — wt).

o sea en una onda que viaja hacia la derecha hay una potencia positiva
entregada desde el lado izquierdo al derecho. La potencia promedio puede

calcularse y resulta

1
< P >= 50002/121}.

6.10.2. Algunas soluciones de la ecuacion de onda en

tres dimensiones

De acuerdo a las propiedades del operador V puede probarse que son

soluciones de la ecuacién de onda tridimensional

82
a—t? - U2v2¢ =0.

6.10.3. A) Ondas planas

Esta son soluciones de la forma

o(z,y,x,t) = F(E'F—wt),
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Figura 6.6: Onda plana.

donde F es una funcién arbitraria (diferenciable), v es la velocidad y k es un
vector constante cuya magnitud se denomina nimero de onda. Para demos-

trarlo basta considerar que

—

VE(Gk-7F—vt) = kF'(k-7—wt),
k

—

F—vt) = k-VF(k-7—wt)
V2% = KF'(k-7— wt)
0? -

¢ _ WRPF (k-7 — wt),
que prueba lo establecido siempre y cuando

v = 2

=T

Hay que observar, que los puntos donde F' tiene un valor constante, digamos

F(0) estan sobre el plano

wt

E ]
=y
|

vt,

=l
|

es decir un plano que viaja precisamente con la velocidad de propagacion de
la onda v = w/k, de alli se justifica la denominacién de ondas planas.
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6.10.4. B) Ondas esféricas

En coordenadas esféricas el Laplaciano puede escribirse (ver apéndice)

2 10,0 1 04,0, 1 O
r20r Or r2sinf 00 90 r2sin® 0 0¢>

de modo que si buscamos soluciones de la ecuaciéon de onda que dependan
de la distancia al origen solamente, la ecuacion de onda serd

P ,10 ,0
RN S S

pero usted puede establecer que

10,0, 10
2o o’ = ror )
de modo que la ecuacién de onda es
Plrg) P
oz U gEld) =0

y entonces
ré(r,t) = F(kr — wt),

por lo cual una onda esférica es de la forma

F(kr —wt
or,0) = T 1)
r
donde la velocidad de propagacion es ahora
v = E
=T

Interferencia de ondas

Consideremos ondas senoidales unidimensionales ¢(x, t) = Asin(kz—wt+
¢) donde ¢ se conoce como la fase de la onda. Debido a que la ecuacién de
onda es lineal, la superposicién de este tipo de ondas de la misma velocidad
v = w/k es también solucién de la ecuacion de onda, La superposicién de on-
das de este tipo causa el fenémenos llamado de interferencia, en particular de
interferencia constructiva e interferencia destructiva. Considere por ejemplo
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que la frecuencia sea la misma, entonces la longitud de onda también es la
misma y el fenémeno que ocurre en la superposiciéon depende de la diferencia
de fase. En efecto, la superposicién serd

= Aysin(kx — wt + ¢;) + Agsin(kx — wt + ¢,).

Aqui conviene utilizar elementos de los nimeros complejos. Considere

A ilkz—wt+ey) 4 A2ei(km—wt+¢2) — Apilkr—wt)

?

esto es cierto si

ei(%)(Al + A26i(¢z—¢1))_

Este nimero complejo puede colocarse en su forma polar de acuerdo a
A=|A|e"?
donde

|A] = \/(Al + Az cos(py — ¢1))? + (Azsin(gy — ¢))?
= \/A% + A2+ 2A; Ay cos(py — ¢y),

Agsin(py — ¢)
Ay + Ay cos(dy — ¢1)

tang =

En resumen

Alei(kmfwt+¢1) + Azei(szthrd)z) — |A| ei¢>ei(szwt)’

donde la superposicién de ondas senoidales es la parte imaginaria de la dltima
expresion, es decir

Y = Ajsin(kz —wt + ¢y) + Agsin(kz — wt + ¢,)
= \JAE+ A3+ 24, Ay cos(9, — ) sin(kr — wt + 9).

Es decir la superposicién es una onda del mismo tipo, con otra fase ¢ y con
otra amplitud. La interferencia se llama constructiva si la amplitud de la
onda resultante es méxima y destructiva si es minima. Estos casos ocurren
evidentemente si
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a) Contructiva: ¢y — ¢, = 2nm,n =0,1,2...,

Y = |A; + Aol sin(kz — wt).
b) Destructiva: ¢y — ¢y = (2n+ 1)m,n =0, 1,2...,
Y =|A; — Aglsin(kz — wt).

Pulsaciones

Otro fenémenos ocurre si las ondas que se superponen tienen la misma
velocidad v pero diferentes longitudes de onda y en consecuencia diferentes
frecuencias. Suponiendo las mismas fases y amplitudes la superposicién es

Y = Asin(kyx — wit) + Asin(kyr — woat),
pero

sin(a+ () = sin(a)cos(f) + cos(a) sin(3),
sin( — B) = sin(a)cos(8) — cos(a) sin(f),

de modo que

sin(a + §) + sin(a — ) = 2sin(a) cos(f),

o)
A+ B A-B
sin(A) + sin(B) = 2sin( —5 ) cos( 5 ),
luego
w _ 2A sin (kl + k?Q)ZL‘ — (wl + LUQ)t cos (kl — kg)ZL‘ — (wl — WQ)tJ
2 2
pero
po W1 w2
ki ko
entonces podemos escribir
Wi g w2), _ ¢ Wi w2 — W)t
¢:2Asin(”+”)x (w1 4 wo) cos(” 2T — (w1 wQ),

2 2
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esto es el producto de dos ondas que se propagan con la misma velocidad v
y que tienen frecuencias, una alta frecuencia

w1 + wa
y otra que puede ser muy pequena
W1 — Wo
Para visualizar esto grafiquemos la forma de la onda en ¢t = 0

1 = 2Asin (wr + wp)e oS (o —wp)a
20 20

con A=1,v=100, w; =100 , wy = 105

Este fenémeno se puede escuchar como un batido de baja frecuencia cuan-
do se pulsan dos cuerdas de guitarra casi afinadas en la misma nota.

6.10.5. Velocidad de grupo

La superposicion de muchas ondas de casi la misma frecuencia y con
longitudes de onda parecidas también, causa el fenémeno de la formacién
de un grupo que se dispersa. Para precisar las cosas supongamos que se
superponen ondas con frecuencias en un cierto rango continuo, donde esas
frecuencias dependen de la longitud de onda de alguna forma funcional tal
como

w=w(k).
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Esta relacion se denomina relacion de dispersién. En otras palabras estamos
suponiendo que la velocidad de propagacién v = w(k)/k es alguna funcién
de k es decir de la longitud de onda. Este caso tiene una representacion
concreta en el caso de las ondas luminosas que se propagan en materiales
transparentes, donde la velocidad de propagacién en ese medio es dependiente
de la longitud de onda. Bueno, para ver lo que ocurre considere entonces una
superposicién continua para algin rango continuo de valores de &

) = / Ay sin(kz — w(k)t)dk.

Supongamos que la superposicién es hecha en un entorno a un valor kgy. Si
expandimos hasta primer orden

w(k) = wo + wy(k — ko),

entonces
ko+A
v = / Ay sin(ka — w(k)t)dk,
ko—A
k0+A
_ / Agsin(kz — (wo + wh(k — ko)),
ko—A
k0+A
= / Ay sin(wgkot — wot + k(x — wyt))dk,
ko—A
N 2—Ac36t sin (A(z — wyt)) sin (ko — wot)

donde hemos supuesto A ~ Ag, = Ap. O sea, la resultante

sin (A(z — wyt))
— wot

Q,b = 2A0 sin (l{ZO{L’ — (,U()t)
es una onda que viaja con la llamada velocidad de fase wq/ky modulada por
otra onda que viaja con la llamada velocidad de grupo

, _ dw(k)

dk

Ug — wO .
k=ko
Note que en esta aproximacion la amplitud méxima de la modulacién ocurre
en

T = wyt
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Representaremos el grupo viajero para kg = 10, A =1, Ay =1, wj = 1,wo =
1, en dos tiempos, t =0y t = 2.

Grupo en t=0.
y parat = 2

_ AVAVAV v/l\/\ | A/\A
VATAVAYA lkv W

24

Grupo en t=2.

6.10.6. Efecto Doppler clasico.

Suponga una onda viajera hacia la derecha del tipo arménico de velocidad
de propagacién v
¢(z,t) = Asin(kx — wt).
Si otro observador se aleja hacia la derecha sobre el eje z con velocidad
u < v, {que onda es observada por el observador movil? Para el observador
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moévil llamaremos la coordenada x’. Supondremos vélida la transformacion
de Galileo, es decir obtendremos el denominado efecto Doppler clésico. Esta
transformacién puede escribirse

¥ = x—ut,

t = t
Asf resulta
¢ 1) = o(x,t) = g(a' +ut,t'),
Asin(k(z' + ut) — wt),
= Asin(kz’ — (w — ku)t)

es decir una onda arménica pero con frecuencia

W = w—ku,
ku

= 1——
w1 1)

u

= 1——
)

es decir una frecuencia menor. Si al contrario, el observador y la onda tienen
direcciones de movimiento de distinto sentido resultara

/: 1 E
W =w(1+2)

una frecuencia mayor.

6.10.7. Efecto Doppler relativista

Para velocidades del observador muy altas, cercanas a la velocidad de la
luz, debe aplicarse la transformaciéon de Lorentz

¥ = y(r—ut),
ux
t = fy<t - g)a

donde c es la velocidad de la luz y v = 1/4/1 — u?/c2. Asi resulta

ux'

¢,(33/7 t/) = ¢<x> t) = (b(’Y(x, + Ut,)ﬂ V(t, + ?))7
= Asin(ky(a’ + ut') —wy(t' + uc—fl)),

= Asin(y(k — w%)x' — y(w — ku)t/
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es decir
u
K = ’y(k:—wg),
W' = y(w—ku) =yw(l--),
o W ow—ku  v—u
N k’_k—wc%_ — 2

6.10.8. Efecto Doppler para ondas luminosas

Si las ondas tienen la velocidad de la luz, entonces v = v = ¢ y los
resultados anteriores se reducen a

W= YW= k) = ———=w(l- ),

p— 1_
w = T w.

ol

ol

6.10.9. Efecto Doppler cosmélogico

Cuando la luz proveniente de las galaxias lejanas se analiza mediante es-
pectrémetros, se ha encontrado que las lineas espectrales de los elementos
iguales a los de la Tierra, hidrégeno por ejemplo, estdn corridas hacia lon-
gitudes de onda mayores, esto es estdn corridas hacia el rojo, tal como si
esa galaxias se alejaran de nosotros. Si ese es el caso, entonces la longitud de

onda recibida debe ser
Y lc+wv
N c—0

Que es mayor que la emitida. El corrimiento al rojo se define mediante
A=N [c+v
z = — = —1,
A c—v

Los astrénomos han observado corrimientos al rojo hasta un valor z = 6
y este valor corresponde a una velocidad de la galaxia que se aleja del orden
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de v = 0.96¢. En realidad la teorfa moderna de la Cosmologia establece que
realmente las galaxias no se alejan sino que es el espacio que hay entre todas
las galaxias el que estd creciendo, por ello se habla de velocidades de rece-
sién y a este efecto se le conoce como efecto Doppler cosmolégico. Hay dos
excelentes libros de Stephen Hawking, La Historia del Tiempo y el Universo
en una cascara de Nuez que explican esto y mucho mds. En las figuras que
siguen se muestran lineas del espectro visible del Hidrégeno y un esquema
que permite observar las lineas Espectrales del hidrégeno.

de

Azul ver
Rojo

Violeta
Azul violet

410 nm
434 nm
486.1 nm
656.2 nm

Tubo de descarga Rendijas
de Hidrégeno

Prisma

La real explicaciéon de Efecto Doppler cosmolégico consiste en que la luz
de las galaxias que recibimos hoy aumenta su longitud de onda en la misma
proporcién en que el espacio ha aumentado durante el tiempo de viaje de la
luz.
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6.11. Elementos de mecanica de Fluidos

Para estudiar la dindmica de los fluidos, se han seguido dos caminos.
Uno debido a Lagrange intenta seguir las coordenadas de cada particula de
fluido a medida que transcurre el tiempo de acuerdo a las fuerzas que ella
experimenta. Otra forma debida a Euler consiste en abandonar el intento de
precisar las coordenadas de cada particula de fluido, y en vez, preocuparse
de la densidad y la velocidad del fluido en puntos fijos del espacio en cada
instante de tiempo. Este es el método que describiremos resumidamente aqui.
Asi se definen p(z,y,z,t) la densidad del fluido en un punto del espacio en
tiempo t y ¥(z,y, 2, t) el vector velocidad de un elemento de fluido ubicado en
ese mismo punto y en ese mismo tiempo. A pesar de que nos concentraremos
en puntos fijos del espacio, las ecuaciones usuales de la mecdnica aplican a
particulas y por lo tanto serd inevitable seguir el movimiento de las particulas
al menos por intervalos de tiempos cortos. Asi estaremos interesados en dos
tipos de derivadas. Por ejemplo si p(z,vy, z,t) representa la presién en un
punto en un tiempo determinado

Op
ot

representara la tasa a la cual estd cambiando la presiéon en un punto fijo y

dp 6p+8p6x+8p8y+8p82
dt ot Ox ot Oyot 0z0t
dp
= — +U-Vp,
ot b
representard la tasa a la cual estd cambiando la presién en un punto que sigue
el movimiento del fluido. Esto aplicard a cualquier funcién de las coordenadas
y del tiempo, lo cual anotaremos simbdlicamente como
d 0

Ezaﬁ—v-v.

6.11.1. Cambio del volumen

Consideremos un elemento de volumen 6V que se mueve con el fluido de
modo que contiene siempre el mismo nmimero de particulas de fluido. Si el
fluido se mueve, ese elemento se mueve y en general cambiard de volumen.
Supongamos que se trata de un elemento de volumen rectangular de lados
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Figura 6.7: Cambio de volumen debido a la velocidad.

0z, 0y, dz. Entonces sus caras tienen velocidades v,, vy, v.. Asf el cambio de
volumen debido al desplazamiento de las caras dy dz (una en x la otra en
T + 0x) serd

AoV = Sydz(vy(x + 0z, t)dt — v, (z + dx,t)dt)

= 5y(5z5:cavmdt,
ox
0 sea
doV v,
o = 0ydzox o
v
= V=,
ox
Mis en general, si varfan las posiciones de las seis caras, se tiene
doV ov, Ov, Ov,
A i i ol
0 sea &5V
— =V - 9V.
dt

Algunas propiedades del operador V se explican en el apéndice. Mds en
general, como se explica en la figura que sigue, el cambio de volumen que se
produce por el cambio del drea se puede expresar como (basexaltura)

v = /17~ﬁdtdS
S

dV
— = U - ndS.
o /Sv ndS
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Si se utiliza el teorema de la divergencia la tltima expresién puede escribirse

COmo
ﬂ:/v.w
a ),

Fluidos incompresibles

Si el fluido es incompresible, es decir si el volumen de un nimero determi-
nado de particulas no cambia con el tiempo, entonces del resultado anterior
sigue que

V.-u=0.

Ecuacion de continuidad

La masa de un elemento de volumen que sigue el movimiento del fluido no
varfa. Eso se puede escribir utilizando el concepto de densidad volumétrica
de masa p como

om = pdV = constante,

es decir
dp d
i V+pdt V 0
dp
P s L
I V4 pV - 00V 0
dp L
E—f—pV'U = 0.
pero
dp_9p
i o TV
luego
@—l—U-V +pV-0=0
at p p - Y
o)
dp L
E-I—V-(pv)—(). (6.7)

Esta tltima relacion se denomina la ecuacién de continuidad de un fluido.



264 Sistemas continuos

6.12. Ecuacion de movimiento de un fluido
ideal

En un fluido ideal, por definicién, no actian otras fuerzas de un elemento
sobre otro de fluido, mas que las fuerzas de presion, que actiian normalmente
a las superficies de los elementos considerados. En los fluidos reales, actian
ademds fuerzas tangenciales o de viscosidad que por ahora despreciaremos.
Aceptaremos ademss que pueden actuar fuerzas externas sobre cada elemento
de volumen, tal como el peso de aquel. La presion es isotrépica de modo que
la fuerza que actia sobre cada elemento de drea se obtiene simplemente
multiplicando la presién sobre el drea por el drea en cuestion. Asi, si se trata
de un elemento de volumen como un paralelepipedo rectangular de aristas
ox, 0y, 0z, la fuerza resultante en la direccién = debida a la presiéon serd

6F, = p(z,y,2)0y0z — p(x + dx,y,2)0ydz
p
= —£5x5y52,

y en su forma vectorial .
0F = —=VpiV.

Sea ademds [ la fuerza externa que actia por unidad de volumen. Asi la
fuerza resultante sobre el elemento de volumen serd

§F = —VpsV + foV.

La segunda ley de Newton establece que esta fuerza es la masa por la acele-
racién del elemento de volumen, o sea

dv -
p5Vd—: — _VpsV + F5V,
o bien .
v —
—=f-V
py =45 =Vp,
ahora, si realizamos la derivada total obtenemos
ov _,
0(6—1;+17'V17) = f—Vp,

y asi obtenemos la ecuacién de Euler para el movimiento de un fluido ideal:

o . . f Vp
at—ir'U-Vv—p . (6.8)



6.12 Ecuacién de movimiento de un fluido ideal 265

En este capitulo sélo estamos interesados en el tema de Ondas en medios
continuos tales como los fluidos, por lo tanto no es necesario profundizar mé&s
en otros temas de la Mecanica de fluidos.

6.12.1. Onda sonoras en un fluido

Supongamos un fluido en equilibrio a una presién py una densidad p, y
sometido a una fuerza externa volumétrica f. Para esta situacién, la ecuacion
(6.8) se convierte en

fo=Vpo. (6.9)

Supongamos ahora que el fluido se somete a una perturbacién pequena de
modo que la presién y la densidad se alteran a

p = po+7p
p = po+r,

siendo p) < py p < p y supondremos ademds que la velocidad y sus
derivadas son también pequenas. Si sustituimos en (6.8) se obtiene

v . __ o Vi(po + ¢/
R ,_ (Po 17)
ot po+p Po+ P

fo . Vpo+Vp o

~ —(l-—)-——(1->)

Po Po Po Po

si despreciamos términos cuadréticos en ¥ y en las cantidades pequenas p’ y
P’ se obtiene

ot py P Po po’
O Ssea a_} v ,
A (6.10)
ot Po

Ademds si se sustituye en la ecuacién de continuidad (6.7) se obtiene

Y4 ’
0 = o +V ((po + P')V)
op' .
E—*—V'(p(ﬂ])a

Q
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O sea a ,
a—‘; = —poV T — T Vp,. (6.11)

Finalmente supondremos que la densidad en equilibrio es practicamente cons-
tante de modo que la ltima ecuacion puede escribirse

op' L
=7 PV T=0. (6.12)

La compresibilidad « y su reciproco B

En termodindmica se definen la compresibilidad isotérmica

_ (v _ L
T = %4 ap T_BT7

y la compresibilidad adiab&tica

_ (v L
s = %4 ap S_BS7

donde Ty S denotan la temperatura absoluta y la entropia del sistema.
Cuando una onda acustica pasa a través de una substancia los cambios de
volumen son en realidad adiabdticos en vez de isotérmicos, de modo que la
segunda de las anteriores es la que aplica. Ella puede ser escrita como

L __L(am_/P) _1(@)
Bg 5 m/p dp s P dp S'

De este modo el incremento en la presiéon y la densidad estdn relacionadas
por

1 10
JRE— — K [ —
Bg ° Po
po= pg,—ﬂ-
s
Asi podemos eliminar p’ de la ecuacién (6.12) obteniendo
po O ~
072 - _,H V- 6.13
BS ot Po v ( )
a /
P — _Byv.% (6.14)

at
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Si derivamos respecto al tiempo y utilizamos (6.10) se obtiene finalmente

o' 0
— —_BJV.—7
ot sV 57
B
= V-V,
Po

es decir tenemos que las variaciones de la presion p’ satisfacen la ecuacion de
ondas en tres dimensiones

62 !
8_252 — 02V =0, (6.15)

donde la velocidad de propagacion estd dada por

Bg
v=4]—.
Po

6.13. Ejercicios propuestos

EJERCICIO 6.13.1 Una cuerda eldstica de largo L con extremos fijos parte
del reposo con una deformacion inicial

foex si x<L)2
y<0’x>_{ 0 si z>L/2

Resuelva para y(x,t) en su desarrollo de Fourier. Esquematice cuidadosa-
mente la forma de la onda para t = T /4, T = T /2, mediante la solucion de
D' Alembert.

EJERCICIO 6.13.2 Repita el problema anterior si la cuerda parte tensa con
un perfil de velocidades inicial

B vox/L si x<L/2
o L w(—=/L) si x> L/2

Oy(z,t)
ot

EJERCICIO 6.13.3 Obtenga la superposicion de las dos ondas

Y = 2Asin(kr — wt + 7/4) + Asin(kz — wt).
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EJERCICIO 6.13.4 Obtenga una expresion general para la superposicion
Y = Ay cos(kx — wt + ¢) + Ag cos(kz — wt + ¢,).

EJERCICIO 6.13.5 Determine la potencia promedio transmitida por la onda
del problema anterior.

EJERCICIO 6.13.6 Demuestre que si un punto se mueve sobre un plano de
manera que sus dos coordenadas varian como

r = Acos(wt — ),
y = Bcos(wt— ),

entonces el punto describe una elipse. Determine ademdas la orientacion de
esa elipse respecto al eje x.

EJERCICIO 6.13.7 Demuestre que una superposicion de ondas de la forma

Y = / Ay sin(kz — w(k)t)dk.

no satisface la ecuacion de ondas a menos que

w(k)
k
sea constante. Esto naturalmente cuestiona el hecho de superponer ondas que

no satisfacen una ecuacion lineal. Las situaciones fisicas donde se forman
grupos son complejas y estan fuera del alcance de estos apuntes. Vea(/1,

pag.370] )

EJERCICIO 6.13.8 Demuestre que si v denota la velocidad de fase de una
onda armonica y v, la velocidad de grupo, entonces
dv
=v+k—.
Vg =0 o
EJERCICIO 6.13.9 Si n()\) denota el indice de refraccion de un material
transparente en funcion de la longitud de onda, demuestre que la velocidad
de grupo estd dada por

c A
=—(1—=n'(N)).
S(1- 2w ()
Determine la velocidad con que se aleja una estrella st una determinada linea

espectral estd corrida un 10 % en frecuencia respecto a su valor en reposo.

Ug
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EJjercicio 6.13.10 Una de las lineas mds fuertes de emision observadas de
las galazias distantes viene del Hidrogeno y tiene una longitud de onda de
122nm en el ultravioleta. ;Cudn rapido deberia estar alejdndose una galaxia
de nosotros para que la linea cayera en el visible con una longitud de onda
de 366 nm.

EJjERCICIO 6.13.11 Una galaxia distante se estd alejando de nosotros con
una velocidad de 2 x 107ms™. Calcular el desplazamiento relativo al rojo
(Ao — A)/ Ao de la luz procedente de esa galazia, siendo Ao = 700 nm.

EJjercIciO 6.13.12 Una fuente luminosa se acerca a la Tierra con rapidez
v y emite luz de Sodio con longitud de onda 589 nm. En la Tierra se observa
un valor 620 nm. Determine la rapidez v.

EJERCICIO 6.13.13 Una galaxia distante se aleja de la Tierra de modo que
cada longitud de onda estd aumentada en un factor 2, es decir \ = 2)\.
Determine la rapidez de alejamiento de esa galazia respecto a mosotros.
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CAPITULO (

Problemas complementarios

EJERCICIO 7.0.14 Demuestre que el movimiento de una particula en un
campo central V(r) = —k/r + h/r? con k y h constantes, es el mismo que
bajo el potencial de Kepler, cuando se expresa con respecto a un sistema de
referencia que rota en torno del centro de fuerza. Determine ademds para
energia negativa y cuando el término adicional es muy pequeno, la velocidad
de precesion de la orbita cuasieliptica .

EJercicio 7.0.15 Una particula es disparada desde la superficie de la tierra,
supuesta esférica de masa M y radio R, con rapidez inicial Vy, formando
un dngulo ¢ con la vertical del lugar. Despreciando la resistencia del aire, la
rotacion terrestre y el movimiento de la tierra, demuestre que la excentricidad
de la trayectoria estd dada por

e2 =1+

R*Visen?(¢) (.., 2GM
ez \" TR )

la trayectoria es
. R2Visen?(¢)
~ GM(1+ecos(d))

scudl es la ubicacion del eje polar de la conica?

EJjERCICIO 7.0.16 Dos particulas se mueven bajo la accion de su atraccion
gravitacional, una en torno de la otra en orbitas circulares, con periodo T.
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Si su movimiento es repentinamente detenido, cayendo entonces una hacia
la otra, demuestre que ellas chocan en un tiempo dado por

T

-5

EJERCICIO 7.0.17 Si g(p) denota la transformada de Legendre de f(x), de-
mauestre entonces que Si

t

a) f(z) = z? entonces g(p) = p*/4.
b) f(z) = mx?/2 entonces g(p) = p?/2m.

¢) f(z) = 2%/a entonces g(p) = p?/B con 1/a+1/3=1,sia > 1y
g > 1.

EJjERrCICIO 7.0.18 Demuestre, con la notacion del problema anterior que

pr < f(z) +g(p)

la desigualdad de Young, vdlida para v >0, p >0, a > 1, >1, y1/a+
1/8=1.

EJERCICIO 7.0.19 Encuentre los hamiltonianos correspondientes a los la-
grangianos

L@ = V1I-¢,

L(g,¢,t) = e™(¢* —w’q")/2.

EJERrRCICIO 7.0.20 Encuentre los lagrangianos correspondientes a los hamiltonia-
nos

H(q,p) = p*/2+ psin(q),
H(g,p) = p*/2+¢)/2

EJjercicio 7.0.21 Considere un péndulo constituido por una barra uniforme
de masa M y longitud L que oscila en un plano vertical bajo la accion de
su peso. Considere ademds que el punto de suspension se hace oscilar ver-
ticalmente con amplitud A y frecuencia angular ), figura (7.1). Escriba la
ecuacion de Lagrange para el dngulo que forma el péndulo con la vertical.
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o

Acos(Qt)

M, L

Figura 7.1: Un péndulo con extremo oscilando

EJjercicio 7.0.22 Con respecto a la situacion del problema anterior, ana-
lice la posibilidad de que el movimiento sea estable cuando el péndulo estd
oscilando respecto a la posicion mds alta. (Vea [3])

EJjERrRCICIO 7.0.23 Para el movimiento de un trompo simétrico con su pua
fija, discuta la condicion que debe cumplir su spin para que su movimiento
dormido (trompo vertical, fig. (7.2)) sea estable. Considere dados sus mo-
mentos de inercia respecto a la pua, A y C, su masa M y la distancia h
desde la pia al centro de masas, ademds de la aceleracion de gravedad.

EJERrRCICIO 7.0.24 Considere el movimiento de un trompo simétrico con su
pua fija, en precesion uniforme, es decir con la inclinacion de su eje respecto
de la vertical constante, fig. (7.3). Deduzca la condicion que deben cumplir
su spin s y su velocidad angular de precesion gb = Q para que ello ocurra.
Considere dados los momentos de inercia respecto a la pia, A y C, su masa
M vy la distancia h desde la piia al centro de masas, ademds de la aceleracion
de gravedad.

EJsErciciO 7.0.25 Un disco de masa M y radio R se suspende de su centro de
masa respecto al cual el disco puede girar libremente en cualquier direccion.
Si al disco se le da una velocidad angular inicial €2 que forma un dngulo de
45° con su plano, determine las componentes de la velocidad angular del disco
en funcion del tiempo, con respecto a los ejes principales de inercia fijos al
disco con origen en el centro de masas.
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Figura 7.2: Trompo dormido

Figura 7.3: Precesién uniforme



275

EJERCICIO 7.0.26 Una rueda (un disco) de masa M y radio R tiene un eje
que pasa por su centro pero formando una dngulo o respecto a la normal
al plano del disco. En ausencia de gravedad, el eje se hace girar con una
velocidad angular constante 2 sostenido por descansos lisos ubicados simé-
tricamente a ambos lados del disco a distancias L del centro. Determine las
reacciones que se producen en los descansos. Pruebe ademds que ellas son
cero si v es cero o /2.

Ejercicio 7.0.27 Considere una ldmina rectangular homogénea de lados a
y b. Determine los ejes principales de inercia en un vértice de la ldmina.

Ejercicio 7.0.28 Si la lamina del problema anterior se hace girar con ve-
locidad angular constante Q) respecto a un eje que coincide con una diagonal
y sostenida por descansos lisos ubicados en los dos vértices de esa diagonal,
en ausencia de gravedad determine las reacciones en esos descansos. Pruebe
que ellas se anulan si a = b.

EJERCICIO 7.0.29 Una cuerda eldstica de largo L con extremos fijos y de
densidad de masa lineal o, se coloca en movimiento en reposo de modo que

su forma inicial es
2rx

y(x,0) = A(1 — cos T)
Determine la forma de la cuerda en funcion del tiempo. Fvalie ademds el
perfil de velocidades transversales ent =T /4.

EJjercicio 7.0.30 Tres particulas de masas My, My y My pueden moverse
sobre una recta horizontal lisa. FEllas estdn unidas por resortes de longitud
natural a y constante eldstica K. Determine los modos normales de vibracion
de ese sistema.

EJERCICIO 7.0.31 Respecto al problema anterior, si las particulas estan ini-
cialmente separadas una distancia a y a la particula de la derecha se la da
una velocidad V', determine las coordenadas de las tres particulas en funcion
del tiempo.

Ejercicio 7.0.32 Considere tres particulas de la misma masa M que estdn
unidas formando un tridngulo equildtero por resortes livianos de largo natural
a y constante elastica K. Todo el sistema puede moverse libremente sobre
un plano horizontal liso. Determine las frecuencias y modos normales de
oscilacion del sistema.
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EJERCICIO 7.0.33 Una molécula estd constituida por tres dtomos iguales de
masa M localizados en los vértices de un tridangulo rectdngulo con dngulos
de 45° con la hipotenusa. Los dtomos estdn unidos por tres resortes de la
misma constante eldstica K. Determine las frecuencias propias de oscilacion
del sistema y muestre que hay tres modos degenerados con w? = 0. ;Cudl es
su interpretacion fisica? Determine ademds los modos normales de oscilacion
para las otras tres frecuencias no nulas.



CAPITULO &

Ejemplos resueltos

EJjEmpPLO 8.0.1 Considere una particula de masa m que se coloca en el punto
mds alto de un hemisferio liso de radio R y masa M que puede deslizar
sobre un plano horizontal liso, fig. (8.1). Estando el sistema en reposo se
perturba levemente. Discuta sobre la posibilidad de que la particula abandone
el contacto con el hemisferio.

Solucién. Con relacién a la figura las ecuaciones de movimiento son

Figura 8.1: De un problema

2 .
md (x + Rsin®) _ Nsing,
dt?
d*(R cos0)
M = N cosf — mg,
2
Mﬁ = —Nsinf.

dt?



278 Ejemplos resueltos

Si se elimina x y N se obtiene una ecuacién diferencial para el dngulo 6 que
integrada una vez conduce a

2 29 1-—cosf

0 == — )
Rl—m+M00529

Considerando que la condicién para que exista despegue de la superficie es
N =0, o sea & = 0, se obtiene

d .2 4
@(0 cos” ) =0,

que desarrollada conduce a una ecuacién de tercer grado para el cosf. En
efecto se tiene

m
m-+ M’

pcos® —3cosf +2 =0, con p=

La existencia de una solucién real en el intervalo (0, 7/2) se deduce del hecho
que si evaluamos f(0) = pcos® —3cosf + 2 en 0 y 1 resulta

f0) = p—1<0
fn/2) = 2>0.

Una forma trigonométrica de solucionar esta ecuacién se logra suponiendo
que
cos ) = A cos ¢.

Si se compara la ecuacion a resolver con la identidad
4cos® ¢ —3cosp — cos3¢p =0,

puede demostrarse que

A:]%, cos 3¢ = —/p.

De las tres soluciones para ¢ que se determinan numéricamente, si son reales,
debe escogerse aquella que conduzca a cos¢ < 1. Por ejemplo si p = 1/2
resultan ¢ = 40°, 160°, 280°. Sirve la ultima para la cual se obtiene cosf =
V3 — 1, de donde el dngulo de despegue serd 0 = 42.94°

A
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NoT1A 8.1 Es de utilidad para un niimero de problemas, incluido el anterior,
el uso de la identidad
d? 1 d

) = srr s U

EjeMpPLO 8.0.2 Dos particula iguales de masa m se colocan una sobre el
suelo liso, otra unida por una cuerda liviana de longitud L a la primera de
modo que la cuerda estd vertical y recta pero sin tension inicial (1T(0) = 0).
A la particula superior se le imprime una velocidad horizontal de magnitud
Vo. Demuestre que si V@ /gL < 1 la cuerda dejard de estar tensa y que si
Vi /gL > 2 la particula inferior despegard del suelo.

Solucién.

Las ecuaciones de movimiento suponiendo que la cuerda se tensa (al menos
al inicio) y que la particula inferior no se despega son

mi = T cosb,

N +Tsinf —mg = 0,
2

—Tcosf = mﬁ(x + Lcosb),
2
—mg —T'sinf = mﬁ(l) sinf),

eliminando Z se obtiene

2

d
—2T cosf = mLﬁ cos b,

la dltima es ,
d
—2T'sinf = QmLﬁ sin 6 4 2mg



280 Ejemplos resueltos

eliminando la tensién se obtiene

2 2
QCOSQE Siﬂ@-‘rQ% cosQ—sinQﬁcosé’ =0,

después de algunas reducciones se obtiene

i(cos 00)? + li(sin 00)% = —2% cos 0,

df 2 do
con condiciones iniciales
0(0) = 7/2,
- Vo

de modo que se puede integrar obteniendo

%%%2 +24(1 — sin 6)

1—%sin29 ’

iy -

entonces

T = —————cos#
2 cos 0 dt? o8

mL d /. .\2
" 4cosOsinf d <sm90)
N = mg—Tsind

entonces

p__mL_d (%%L§+2%)Sin29—2%sin39.
2cosfsinf do 1+ cos?6

Si hacemos sinf = z, p = V/gL, algo de manipulacién algebraica conduce
a

T
t(p,2) = — (14 cos?0)2 =4 +p— 62+ 2°,
myg
N 2 )\2 2
n(p,z) = — (14 cos”0)* =4+ 22" — 4z — pz.
mg
La posibilidad de que N = 0 corresponde a

44+22% — 4z —pz =0,
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tiene como posible solucién menor que uno a

1 1
0<z:1+1p—1\/(—16+8p+p2)<1,

esto requiere que

—4<p—+/(-16+8p+p?) <0

O Sea

p < V(-16+8p+p?) <p+4
p? < pP+8—16<p®+8p+16
o sea debe ser p > 2. Por otro lado que se anule la tensién 7" = 0 requiere

que
t(p,1)=44p—-6+1=p—-1<0

o sea p < 1. La solucién puede misma también obtenerse en este caso en
forma trigonométrica. Sea
A4+p—62+2° =
dcos®p —3cosp —cos3p =

si z = A cos ¢ entonces
Adcos>p —6Acosdp+4+p=0

entonces 43 A
S R
4 cos 3¢

O Ssea

A = /3,

4+p
cos3p = ———,
¢ 2V/8
Por ejemplo si p = 1/2
9
cos3¢p = —

4/8

3¢ = (142,7020; 502,7020; 862,7020) luego ¢ = (47,5673; 167,5673; 287,5673)
entonces la tercera da z = 0,8537 y entonces 6 = 58,615° es el dngulo donde
la cuerda deja de estar tensa.
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A

EJEMPLO 8.0.3 Se desea disparar un proyectil, desde el Ecuador hasta el Po-
lo, sin considerar resistencia de aire o rotacion terrestre. Analice las diversas
posibilidades.

Solucién. Suponiendo la tierra de masa M y radio R, y el proyectil es
disparado con rapidez inicial V{, formando un dngulo ¢ con la vertical del
lugar, se tiene

1
lo =mRVysin ¢, E = §mV02_T’

de donde resulta

e =1+

2E1% R*VZsen®(¢) (..o 2GM
— 1 Iy
mKz | GEM |

y la ecuacién de la érbita sera

_ 1 __ R*Vgsen®’(9)
TTIK1- ecos(f —a)  GM(1—ecos(f —a))’

Si se coloca como condicién que r = R, en § = 0, y en § = 7/2, se obtiene
a=T7/dy
] 1 RVZsen?(¢)
—— =

V2 GM
denotando V? = 2GM/R y x = (V./Vy)?, puede obtenerse

\/1 — 42(1 — z)sin® ¢ = V2(1 — 2z sin? ),

que puede resolverse para z (las soluciones positivas sirven)

B s 1 B |14 cos2¢
= (Ve/Vo) _2COS2¢)< L= 1—cos2¢>’

cos2¢p =2cos’p—1=1—2sin’¢

pero
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luego puede escribirse

1 (—sin¢ = cos¢)
2sin¢ cos? ¢ —sin?¢
1 (cos¢+sin¢)
2sin ¢ cos? ¢ — sin® ¢
1 1
2sin ¢ sin ¢ — cos ¢
1
2sin% ¢ — 2sin ¢ cos ¢
1
~ 1—cos 2¢ — sin 2¢ (6> m/4)
o
1 (cos¢ —sing)
2sin ¢ cos? ¢ — sin? ¢
1 1
2sin ¢ cos ¢ + sin ¢
1
1 — cos2¢ + sin2¢

(V./Vo)? =

en particular para ¢ = /2 (drbita circular) resulta como era de esperar
r=1/2,0sea VZ=GM/R. Si ¢ =7/4, la solucién es z = 1/4.

A

EjEMPLO 8.0.4 Una particula se mueve en un campo central inverso al cua-
drado a la distancia en movimiento eliptico. Determine los promedios tem-
porales en un pertodo del movimiento de la energia cinética y de la energia
potencial en términos de la constante de la ley de fuerza y del semieje mayor
de la elipse.

Solucién. Si T denota el periodo, los valores promedios a calcular son:

T
(K) = % / %m(f2+r2[92)dt,
0
1 / K
V) = 7 / it
0
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Ambas integrales pueden cambiarse a integrales respecto al &ngulo si se utiliza
lo = mr?0, de la siguiente forma

2
1 /1 dr.\” dQ
0

21
IR
T/ r o

Si ademads se utiliza la expresién para la trayectoria

B 1
"TIMKT—ccosd
se puede obtener
K) = + / esind ' lo g,
B mK 1 —ecosf)? mr?2
1 K Km 2 1
mr? m
VY = —— [ 225 g9 = — 0 dé
V) T r lo Tlo |] mK1—-ecost
0 0
que pueden ser simplificadas a
] 2w 5 . 29
KY — 20 [(_e8 Y \ap
(K) 2T ((1—60080)2 +1)df,
0
2
lo 1

V) = T 1—ecost9d0
0

utilizando la integral conocida

2

/ 1 J0 — 2
1—ecosh  V1—¢e2’

0
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e integrando por partes la expresion para (K), se obtiene
lo 2 l(] 2
K)=———7, V)= ————.
K =5 V=77

Estos resultados pueden expresarse en términos de K, y a. Para ello recuerde

que
T Tabm . ﬁ 1 b ﬁ V1—e?
lo mK1—e?’ mK 1—e?’
de donde resultars % ol
K==,  (=-1t.
A

EjeMmpPLO 8.0.5 Dos particulas de masa my y my se mueven bajo la accion de
su atraccion gravitacional, una en torno de la otra en orbitas circulares, con
periodo T. Si su movimiento es repentinamente detenido, cayendo entonces
una hacia la otra, demuestre que ellas chocan en un tiempo dado por

po T
42
Solucién. Para la situacién inicial, ambas particulas describiendo circulos
en torno de G, se puede establecer que

L 21RVR
VGM

siendo R = Ry + Ry, M = my + ms. Para la situacién dindmica, una cayendo
hacia la otra, la segunda ley de Newton implica

siendo 7 = r; 4+ ro. Una primera integral conduce a

dr 1 1

et L

dt r R
Separando variables e integrando nuevamente, se obtiene el tiempo para que
choquen, es decir para que r = R — r = 0. Ese tiempo resulta

B R\/Eﬂ'
 9RGM

de donde es facil establecer lo solicitado.
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A

EjEMPLO 8.0.6 Un tubo liso de longitud 2L contiene dos resortes de longitud
natural L y constante eldstica K. Los resortes estdan unidos por un extremo de
ellos a un extremo del tubo y por el otro extremo a una particula de masa M
que estaria en equilibrio en el centro O del tubo, es decir con desplazamiento
x = 0. El tubo se hace rotar en un plano horizontal con una velocidad angu-
lar de magnitud €2 y a la particula que estd inicialmente en el centro, se le
comunica una velocidad de magnitud Vi a lo largo del tubo. Si K = MQ? y
no hay gravedad determine

Q
A

X
= O 00000
0 M

a) La amplitud de las oscilaciones de la particula.

b) La frecuencia de las oscilaciones de la particula.

c) Los instantes en que la reaccién normal ejercida por el tubo es cero.
d) Los instantes en que la particula vuelve a pasar por el origen.

Solucién. Solucién

—2Kx = M(i— 20?)
N = 2Mzif}

pero K = MQ? entonces
—2MVx = Mi— MQz

T+ = 0.
de donde
T = ﬁosith

T = Vycos{t
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a) Vo/Q
Q

b

)
)
c) 2w/
d) t, = 2n+1)7/2Q conn=1,2,3, -
)

e) t,=nm/Q conn=1723,-

EJEmprLO 8.0.7 Un alambre liso gira en un plano horizontal con velocidad
angular de magnitud ) constante manteniendo su punto O fijo. Una pequeria
argolla de masa M puede deslizar sobre el alambre siendo atraida hacia el
punto O con una fuerza de magnitud Kr siendo r la distancia de la argolla
al punto fijo. No hay gravedad. Si K = 2MQ? y la argolla parte del origen
con rapidez inicial Vo determine

a) La amplitud de las oscilaciones de la argolla.

b

La frecuencia de las oscilaciones de la argolla,

d

)
)
c¢) El periodo de las oscilaciones de la argolla.
) Los instantes en que la reaccién normal es cero.
)

El tiempo en que vuelve a pasar por el origen.

Solucién.

A
7

A\ 4

—~Kr = M(# —rQ?)
N = 2MrQ
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la primera da

MGFE -1+ Kr = 0

P+ =0
de donde
r o= %sinﬂt
r = VycosQt
A
a) Vo/Q2
b) Q
c) 2m/Q

d) t,=@2n+1)7/2Q conn=1,2,3,- -

e) t,=nn/Q conn=123---

EJEMPLO 8.0.8 Dos particulas iguales de masa M estan unidas por una
cuerda 1nextensible de longitud 2a e inicialmente en reposo sobre una super-
ficie horizontal lisa con la cuerda estirada. Si a una de las particulas se le
imprime una velocidad hacia arriba de magnitud Vo = /4gay 6 indica el
dngulo que la cuerda forma con la horizontal determine

S

a) Las ecuaciones de movimiento del sistema.

b) # en funcién de 6.

b) La reaccién normal en funcién de 6.
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Solucién.
Youm = asiné

d2
QM@yCM = N —2Myg
d2

—orcMm

dt?

1 1 .
E = S2Miy + §(Ma262 + Ma20®) + Mg2asin 6

. . 1
= Mazcos2992+Ma292+2Mgasin9:§MV02
= 2Mga
de donde
92_2_9 1—sinf
a1+ cos2d

2

d
N = 2Mg+2Mﬁasin9

sin?f — 2sinf + 2
(14 cos?0)?

N = 2Mg

A

EjEMPLO 8.0.9 Una barra de masa M y largo 2a estd articulada suavemente
por un extremo a un punto fijo O. La barra se coloca inicialmente vertical
hacia arriba del punto fijo, en reposo, se perturba levemente y comienza a
caer como se indica en la figura.

a) Escriba expresiones para el torque externo respecto al punto O, el mo-
mentum angular de la barra respecto al punto O y para la energfa de
la barra.

b) Escriba las ecuaciones de movimiento de la barra.
c¢) Determine 6 en funcién de 6.

d) Determine el angulo en que la reaccién horizontal en O se anula.



290 Ejemplos resueltos

e) Determine el angulo en que la reaccion vertical en O se anula.

|
|
|
|
|
|
|
|

Solucién. Solucién

4 o
LO = Io(,v = —§Ma26’k:
T'o = —Mgasin6k

2 .
E = gMa?é’2 + Mga cos 6,

las ecuaciones de movimiento son

d2
N, — Mg = Mﬁacosﬁ
2
N, = Mﬁasinﬁ
4

§Ma2é = Mgasin$,

de la 1ltima integrando se tiene que

2 39
0 = 2@(1 cos 0)

de modo que
d2
N, = Mg+ Mﬁacosé
39

Ma d .,
Mg — Sang ag S 9%(1—C089)

3 d .,
= Mg(1—4sin9@sm 0(1 — cos b))

M
= Tg(Scose— 1)?
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Similarmente

2

N, = Mﬁasinﬁ
= QZZHC% cos? 92—‘2(1 — cosf)
= 43(1?[599 dile(cos2 0 — cos®0)
= %(—281110 + 3 cosfsin )
- %(—Q—Fi?;cos@)sinﬁ

de modo que las reacciones se anulan la vertical en cos§ = 1/3 y la horizontal

en cosf = 2/3.

A

EjEMPLO 8.0.10 Dos particulas de igual masa m estan inicialmente en re-
poso, unidas por una cuerda de longitud L, inicialmente estdn en linea recta
con la cuerda estirada y horizontal. A una de las particulas se le da una
velocidad de magnitud Vi dirigida verticalmente hacia arriba. Determine las

coordenadas de las particulas

en funcion del tiempo.

Solucién. Sean x1, x2, ¥ € Yo las coordenadas de las particulas entonces

miZ; = T cosb

miy = Tsinf —mg
mis = —1 cosf

miys = —Tsinf —mg

siendo cos = (z3 — x1)/L, sin@ = (y2 — y1)/L. Pero si colocamos el origen

en la posicién inicial del centr

X

Y2

o de masas

— cos 0, xo = ECOS@,

y1 + Lsiné.
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De aqui puede obtenerse

H = tante = —
constante i
mV?
T = 0
2L’
% L Vot 1
o= —Ot——sin—o——gt2,

= ¢4 Zgin—_— gt
Y2 9 —|—251n 7 29 )
L Vot
T{ = —— COS—
1 2 L7
L Vot
Ty = —COS—.
2 2 L
A

EJEMPLO 8.0.11 Se realizan tres rotaciones activas sucesivas en /2 en tor-
no a los ejes cartesianos x,y, z en ese orden. Fncuentre el eje y el dngulo de
la rotacion equivalente.

Solucién. La matriz de la rotacion resultante serd

0 -1 0 0 01 1 0 O
1 0 0 0 10 00 —11,
0 0 1 -1 0 0 01 0
es decir
0 01
R=1{ 0 10|,
-1 0 0

de donde 1+ 2cos¢ = Tr(R) = 1, por lo tanto ¢ = 7/2. El eje se deduce de

0 0 2 0 —n, mny
R—R'=| 0 00 |=2sin¢| n. 0 —n, |,
-2 00 —Ny Ny 0

de donde se deduce que es una rotacién en noventa grados respecto al eje y.

A
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EJEMPLO 8.0.12 Pruebe la siguiente relacion entre rotaciones, que genera-
liza el resultado del problema anterior

R.(¢)Ry(m/2) Ry (0) = Ry(7/2).

Solucién. La matriz de rotacion finita ha sido escrita en términos de una
matriz que hemos llamado (7x). Por una obvia propiedad de los vectores,
tenemos que . ~

Rd x b= R(@x R'b),
lo que significa que la matriz cruz correspondiente a un vector rotado es
(Rax) = R(@x)R™*.
En consecuencia
RRi(¢)R™' = Rpa(9).
En particular se tiene
Ry(t/2)R.(¢) = Ry(m/2)Ru(¢)R," (m/2)R,(7/2)
= R_.(9)R,(7/2),
de donde es claro el resultado.

A

EJEMPLO 8.0.13 Demuestre la siguiente relacion de rotaciones que involu-
cran los dngulos de Fuler, ecuacion 4,7 con la notacion alli indicada:

Solucién. La demostracién estd basada en las mismas propiedades del
problema anterior. Considere que

i=R. (D), k' =Ru(O)k = Rp.(:(O)k,
por lo tanto se tiene

R = Ra(O)R.(V)Ra(—O)R,(O)R.()

pues rotaciones en torno a un mismo eje conmutan.
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Figura 8.2: Angulos de Euler

A

EJEMPLO 8.0.14 Demuestre que las componentes de la velocidad angular, en
términos de los dngulos de Fuler son

a) En el sistema movil
wy = Bcosth+ psinbsing,
Wy = —fsin + ¢psinfcosp
wy = 1+ ¢pcosh.

b) En el sistema de ejes fijos:
wy = tsinfsing+0cosg,
Wy = —thsin 6 cos ¢ + Osin ¢,
w, = tcosh+ .

Solucion. De acuerdo al teorema de adiciéon de velocidades angulares se
tiene que
&= ok + 01" + Dk, (8.1)
siendo 7" = cos @i + sin¢) =cos i’ — sin)j, entonces, para escribirla en
términos de las direcciones fijas basta considerar que

k' = cos Ok + sin 0(sin ¢i — cos ¢)),
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entonces

ok + 9((:08 o1+ sin @) +

¥(cos Ok + sin O(sin ¢i — cos ¢))),
= ({psinﬁsingzﬁﬁL@cosgzﬁ)i—l—
(—{/}Sinecosqﬁ—i-ésind))j—i—
(1hcosf + ).

&l
I

Para escribirla en ejes méviles considere de nuevo (8.1)
& = ok + 01" + Dk,

y ahora A R
k = cos Ok' + sin O(cos1pj + sin 1),

entonces

&l
Il

0(cos i’ — sinj) + Ok’

= (¢sin@siny + O cos )i’ +
(¢sinf costh — Osineh)j +
(¢cos O + )k’

A

d(cos O’ + sin O(cos 1p] + sini')) +

EjeMmpPLO 8.0.15 Considere un trompo simétrico con Iyy = Isg = A y I35 =
C. Escriba el lagrangiano del trompo utilizando los dngulos de FEuler. Escriba

ademds las ecuaciones de Lagrange.

Solucién. De acuerdo al problema anterior, tenemos que

L = %A(gﬁﬁsianinw + 0 costh)? +
%A(gbsin@cosw — fsine)? +
%C(g}ﬁcos& + 1)) — Mghcos,

que se reduce a
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L = %A(df sin? 0 + 92) +
1. .
§C(¢ cos +1))* — Mghcosf.
tenemos

L= %A(éz sin29+92)+ %C({bcos@—l—fb)Q —
Mgh cos 8,

Si llamamos ' . '
U = ¢cost + 1,

las tres ecuaciones de lagrange pueden escribirse
VU = s = constante,

A¢sin?0 + Cscosf = constante = a,
AD + Cs¢sinf — A(b2 sinf cosf — Mghsinf = 0.

La tltima, es preferible reemplazarla por la ecuacién de conservacién de la
energia que es
1 (o — Cscosf)?

1 .2 1
E=-= —A0" + =Cs®> + Mghcosf
5 AsmZg 1 24¢ Tgbs tMghcost,

(o — Cscosf)?
Asin® f

AP =2F — Cs? — 2M gh cos 6 —

A

EjempLO 8.0.16 Considere una funcion escalar V(7). Determine la nueva
funcion escalar U(T) obtenida rotando la anterior en torno a un eje por el
ortgen, mediante una rotacion en torno a un eje n en un dngulo ¢.

Solucién. Evidentemente, los valores de la funcién rotada U en un punto
7 son los valores de la funcién original en el punto R~! 7, es decir

U(F) = V(R™7).
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A

EJEMPLO 8.0.17 Se tiene un elipsoide centrado y orientado de acuerdo a los
ejes cartesianos con ecuacion:
2 2 2

x Yy z

4+ =1,

a? b 2
Determine la ecuacion del elipsoide que se obtiene al rotar el anterior en
torno a un eje que pasa por su centro en un dngulo ¢ y en un eje n.

Solucién. Es conveniente escribir la ecuacién del elipsoide en una forma
matricial

PM7 =1,
siendo
1/a®> 0 0
M = 0 1/* 0
0 0o 1/ c?

De acuerdo al problema anterior, la ecuacion del elipsoide rotado sera
(RT'D)"M(R™) 7 =1,
o bien
fTRﬁ(ﬁb)MRﬁ(—Cf)) r=1

Falta realizar la multiplicacién matricial indicada, que es un tanto complica-
da. Por ejemplo si, se trata de una rotacién respecto al eje x, resultard

x? cos? sin? sin? cos?
—+( i ¢>ﬁ+( i ¢>£+

a? b2 c? b2 c?

b2 2

A

1 1
+2 cos ¢ sin ¢ (— — —) zy=1

EJEMPLO 8.0.18 En la colision de dos cuerpos rigidos si se conserva la ener-
gia en el choque, pruebe entonces que el coeficiente de restitucion es unitario.
Aqui, el coeficiente de restitucion debe ser definido respecto a la direccion en
que se desarrolla la fuerza de interaccion impulsiva (J), ver figura (8.3).
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Figura 8.3: Colisién de dos cuerpos rigidos

Solucién. Si llamamos .J a la interaccién impulsiva y Pi(y P,) al punto
de contacto, 1 y 2 a los centros de masas e indicamos con + y— a valores de
las diversas cantidades justo después y justo antes de la colisién, tenemos
que

=

My(0f —vy) = J, (8.2)

My(f — ) = =7, (8:3)
Hy (& — &) =GP xJ, (8.4)
Hy(@3 —&5) = =GP x J, (8.5)
y conservacién de energia

1 1 1 1
§M1’U1+2 + §MQU2+2 + 5@'? . Hlo?)'f + 5@; . Hgﬁ;r =

1 1 1 1
§M1U1_2 + §M2U2_2 + 5(31_ . Hlle_ + 5(:5; . HQU_}; . (86)

De las ecuaciones (8.4) y (8.5) se obtiene
& Hy& — @ - Hidy = (& +a@7) - GLP x J,
Gy - Holf — &y - Hody = —(&f +@5) - GoP x J .

De aqui, con algo de dlgebra, puede obtenerse de la ecuaciéon de conservacion
de la energia

(T +07) - T — (0 +0y) - J = (@ +&7) x GiP- T+
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(@ +@5) x GoP - T,
pero
’U;l :’UT—{—@»T XGlp,

y similarmente las otras, entonces
—+ —— —f —— 7
(U_Pl —I— Upl - UPQ - UPQ) ’ J )

es decir B B

(0p, = ¥p,) -] = —=(Up, = Tp,) - J.
que significa coeficiente de restituciéon unidad, en la direccién del impulso de
interaccién.

A

EJEMPLO 8.0.19 Para el movimiento de un trompo simétrico con su pia
fija, discuta la condicion que debe cumplir su spin para que su movimiento
vertical sea estable. Considere dados sus momentos de inercia respecto a la
pua, A y C, sumasa M y la distancia h desde la pia al centro de masas.

Solucién. Las constantes para el movimiento de este trompo seran
12 .2 Lo
a=A¢ sin“fd+ Cscosf =Cs, E= 505 -+ mgh.

Entonces, la ecuacién para 42 (u = cos ) resulta

— 2 — 2
uw? = f(u) = (2mgh — 2mghu)1 Au - (CS ACsu) ,

que admite como indice u; = 1, up = 1,y para la otra

1 2
2mhg —l—u_(%) =0.

A A

La condicién de estabilidad es que esta tercera raiz, sea mayor que 1, es decir

Cs\? 4dmhg
=) >0
A) — A

A
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Figura 8.4: Precesién uniforme

EjEMPLO 8.0.20 Considere el movimiento de un trompo simétrico con su
pua fija, en precesion uniforme, es decir con la inclinacion de su eje respecto
de la vertical constante. Deduzca la condicion que deben cumplir su spin S
y su velocidad angular de precesion ® = Q para que ello ocurra. Considere
dados sus momentos de inercia respecto a la pia, A y C, su masa M y la
distancia h desde la pia al centro de masas, ademdas de la aceleracion de
gravedad.

Solucién. Aqui es preferible partir de cero. Para este caso en el mo-
mentum angular varfan sélo los vectores unitarios 72, k. En efecto, ver fig.

(8.4)
Lo = Apsin® i+ Cscosf k,

de donde )
dLy . di dk
— = A¢sinf— — =— inf).
i ¢ sin Hdt + Cscosf i mghsin @ )
Las derivadas son
di - odk
a—¢cos€y, E——qbsm@y,

por lo que resulta la condicion

A¢2 cos — C's¢p + mgh = 0.
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Puede notarse que para un spin dado, existe uno, dos, o ni un valor de la
precesién ¢ segin sea el signo del discriminante

C?s* — 4Amgh cos 6.

A

EJEMPLO 8.0.21 Respecto al problema anterior, deduzca la condicion que
debe cumplir el spin s del trompo, para que el trompo pueda tener movimiento
de precesion uniforme en cualquier dngulo 6.

Solucién. De la solucién del problema anterior, basta requerir que C?s%—
4Amgh cosf > 0 para todo 6. Por lo tanto debe ser

C%s* > 4Amgh.

A

EjeMPLO 8.0.22 Considere una barra de largo 2a y masa m que se coloca
horizontalmente en equilibrio sobre el punto mas alto de una esfera de radio R
que permanece en reposo. Considerando sélo movimiento en el plano vertical
que contiene la barra, escriba la ecuacion de movimiento para el dngulo que
gira la barra, considerando que ella no desliza sobre la esfera. Verfigura (8.5).

GP=R#6

Figura 8.5: Barra sobre un cilindro

Solucién. Con relacién a la figura, se tiene

rg = Rsinf — RO cosb, Yo = Rcosf + RAsing .
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De alli se obtiene

1 : 1. 1
L= §mR2«9292 + 5]92 —mg(Rcosf + Rfsind), I = gmcﬁ )

(I +mR%6*)6 + mR200° + mgRcost =0.

A

EJEMPLO 8.0.23 Considere una particula de masa m que se mueve en un
plano. Las coordenadas elipticas ¢ y n se definen por:

C:T1+Tg,

nNn=mr —rTe,

siendo ™ Yy ro las distancias de la particula a dos puntos fijos en el pla-
no del movimiento. Demuestre que en términos de coordenadas elipticas, el
hamiltoniano de la particula libre estd dado por:

C2_4C2
H =92, — 00 g le =
<C2_772 T)C2_772

Figura 8.6: Coordenadas elipticas
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Solucién. Una solucién elegante se encuentra en el libro de Arnold, pa-
gina 262 ([2]). Una solucién més de fuerza bruta serfa la siguiente. Con la
notacién indicada en la figura, podemos escribir

r? = ri4+c* —2rccos(fy),
r? = 13+ 4 2ryccos(fy)
4t = 1?41y’ —2rirgcos(fy — 6y),
r = ricosb; —c=rycosbsy+c,
y = risinfy = rysinfsy,

de las cuales se puede obtener

2 2

riy —mT
o= S e (o)
xrx = g—n y2:—C2+T/2— C—n 2—62
4c’ 2 4c ’
de donde
ds? = dz® + dy? = a®d? + b*dn?,
con

s G-, =

TNy U T dae— )
Como L = muv?/2, se obtiene
1 :
L= am(a%2 + b%7?),

y finalmente

_
2ma? = 2mb?’
A

EJEmMPLO 8.0.24 Utilice el resultado anterior para escribir el hamiltoniano
de una particula que es atraida inversamente al cuadrado de su distancias a
dos centros fijos.

Solucién. El potencial atractivo hacia los dos centros fijos sera de la

forma
Ty T2 T2 ¢“—n?
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por lo tanto

_ LA —4AR) | p AUt =) L 4¢
2m -2 2m (- ¢ —n?

A

EJEMPLO 8.0.25 FEscriba y resuelva las ecuaciones de movimiento para un
congunto de particulas de igual masa que estin unidas en linea recta por
resortes de constante eldstica K, y largo natural a, para las desviaciones
longitudinales en torno a las posiciones de equilibrio. Considere primero un
conjunto de N particulas estando fijas las de los extremos y luego, un conjunto
infinito con condiciones de borde periddicas, ver figura (8.7).

Figura 8.7: Osciladores acoplados

Solucién. El lagrangiano del sistema es
i 2 i i 2 [ i—1 )

de donde se deducen las ecuaciones de movimiento para cada masa

K .
<QJ+1+QJ—1_2(]])7 ]:1727"‘aN'

%':%

Para un caso (a) tomaremos ¢y, gny+1 =0 ara el otro caso (b) tomaremos
) + )
o = qn, qn+1 = q1. Para ambos casos, sean las dependencias temporales

q;(t) = Qe

resultando

K
_wsz = Q2(Qj+1 + Qj*l — 2Q]) , con Q2 = E s (87)



305

un sistema de ecuaciones homogéneo que admite solucién distinta de la trivial
solo si el determinante de la matriz de los coeficientes es cero. Aqui, deben
distinguirse los dos casos. Es decir las frecuencias admisibles w satisfacen

a)

[ w2 — 202 02 0 . 0 T
02 w? — 20?2 02 0
det 0 02 w? — 202 : =0
: " 0?
0 - 0 02 W?2-202
b)
[ w? — 202 0?2 0 e 0?2 ]
02 w? — 20?2 0? 0
det 0 02 w? — 20?2 : =0
: 02
o 0 o2 w202 |

Una alternativa sin embargo es encontrar soluciones no triviales de (8.7).
Para ello suponga

Q; = Ce' (o)

Si se reemplaza en el sistema de ecuaciones se comprueba que ellas son efec-
tivamente soluciones si se cumple

w = 2€2sin (?> )
2

Para el caso periédico debe ademds tenerse

G NO) 1
por lo cual, las soluciones admisibles para las frecuencias son
w, = 20 sin (%) , con n=20,1,2,.... N —1.

El caso de extremos fijos, es mds complicado y estd resuelto en el capitulo de
sistemas continuos
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EJEmMPLO 8.0.26 Para el movimiento de una particula respecto a un sistema
fijo a la superficie de la tierra, que gira con velocidad angular constante some-
tida a su peso y a otras fuerzas que no realizan trabajo virtual, demuestre que
despreciando términos en w? las ecuaciones de Lagrange pueden escribirse

como: ~
(@ x ) v
- = =2m(J X v) - =— .
dt 0q; g 94;

Solucién. De acuerdo al teorema de Coriolis, la aceleracién absoluta
dqps puede relacionarse con la aceleracion y velocidades relativas (@ y ) de
acuerdo con

(aps = A4 + 20 X U+ @,
siendo A un punto origen en la superficie terrestre. Si se considera ademas

que

GMm -
R? i

entonces, la ecuacién de movimiento, segunda ley de Newton, con una fuerza
F' adicional a la gravitacional serd

mgk = ma, +

. L GMm ~ =
m(da+ 20 X U+ ad) = — 7 R+ F,
entonces A
mad = —mgk — 2mad X v+ F.

Ahora es necesario recordar que la siguiente es una identidad

4o 9P o

luego si se multiplica por la masa y se reemplaza ma, recordando que F.
0r/dq; = 0 si la fuerza no realiza trabajo virtual, entonces

%%K . ;qu = (—mgk — 2m@ x 7) - g; ,
ademas
or  ov
dg;  0g
de donde se establece el resultado
d OL 0L
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siendo el lagrangiano

L = —mv® —mgz.

A

EJEMPLO 8.0.27 Aplique lo anterior para escribir las ecuaciones de movi-
miento de una particula que oscila en un plano horizontal liso atraida hacia
el origen por una fuerza eldstica, con influencia de la rotacion terrestre. Elija
los ejes x hacia el Sur, y hacia el Este, z vertical, en el punto de latitud \.

Solucién. El lagrangiano es

1 1
L= 5m(jc? +9°) — 5K(gc? +19?),

v=x1+79J], & =—wcos\i+wsn k,
K K
T4+ —x =2wysin \, i+ —y = —2wrsin\.
m m

Alternativamente, si se hubieran usado coordenadas polares

1 : 1
L= §m(7“2 + 7“292) — 5[(7“2 s

o K . d, o
i*—r92+—7“:2r9wsin)\, — (1?0 4+ 2r?wsin \) = 0.
m dt

A

EJEMPLO 8.0.28 Si el origen del sistema (no inercial) que rota con velocidad

angular & no estd acelerado, muestre que la ecuacion de Lagrange puede
escribirse:

4oL oL
dtdg  Oq

81 se toma como lagrangiano, el siguiente:

1 1
L:§mvz—V(f')+mU-(DxF—l—§m\ﬁxﬂ2.
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Solucidn. La aceleracién absoluta estd dada por (Teorema de Coriolis)

—

dcd
c?abS:2cU><z7+c3><(c3><F)—l—E><F+c?,

luego se trata de demostrar que se obtiene correctamente la ecuacién

4 oF
(m?df X T+ m@ x (& % 7) +md—°: X 7+ ma + vv) : 87“ 0. (88)
qi

Si denotamos por L; al operador

se tiene que

similarmente

oV or
B dq; =V a%,

i oF
Li(m@ @ x 7) = <md—°; X 7+ 2m@ x U> : a; ,

y finalmente

Li<%m|ﬁxﬂ2> :(mcﬁx(ﬁxf’))-g—;,

que junto con la ecuacién correcta (8.8), prueban que L;L = 0.

A

EJjErcicio 8.0.34 Una barra de masa M y largo 2a se coloca vertical con su
extremo inferior apoyado sobre un plano horizontal rugoso, se perturba leve-
mente y comienza a caer como se indica en la figura. Se observa que la barra
desliza sobre el suelo cuando el dngulo que ella ha girado es w/4. Determine
entonces el coeficiente de roce estdtico de la barra con el suelo.
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mg

B —

Solucién. Solucién: las ecuaciones de movimiento son

d2
N—-Mg = M-—acosf

dt?
d2
f = Mﬁasinﬁ
4 ;
§Ma29 = Mgasin@

de la tltima integrando se tiene que

0 = %(1 — cosf)

de modo que

d2
N = Mg+ M—acos0

dt?
Ma d _, 3¢
= — — —(1 — cosb
Mg SRR «92a( cos 0)

3 d .,
Y O(1 — cosh))

M
= Tg(Bcosﬁ— 1)?

= My(1



310 Ejemplos resueltos

Similarmente

d2
f = Mﬁasine
Ma d

20059@(:

~ 3Mg d 9 3
= 4cos€d«9(cos 0 — cos® 0)

M
= z)tTg(—QsinH + 3 cosfsin )

M
= %(—2 + 3 cosf)sind

39

2

=

0S 62a< cos 0)

La condicién es que en 0 = 7/4

f=uN

3Mg 1.1 Mg (.1 2
(243 —==pu—2(3—=-1

algo de dlgebra da

de allf sale

[\)

J— — 7\/5 =
p=3(-1+3v2) A 120468

A

EJjEmPLO 8.0.29 Un disco de masa m y radio 2a se coloca en reposo sobre
el punto mds alto de un hemisferio rugoso de radio R que estd fijo. El disco
se perturba levemente y comienza a bajar rodando sin deslizar. Determine:

a) La velocidad angular del disco en funcién de 0.
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b) # en funcién de 6.
¢) La reaccién normal y la fuerza de roce en funcién de 6
d) El dngulo 6 donde el disco pierde el contacto con el disco.
Solucién. Podemos calcular la rapidez del CM de dos manera,
vor = (R+a)f = aw,

de donde

w
a

las ecuaciones de movimiento seran

N —mgcos = m(—(R+ a)92)

mgsinf — f = m(R+a)f

fa = Ioyw o
;o= %m(R—Fa)é,

combinando la segunda con la idltima

mgsin§ — %m(R +a)f =m(R+ a)b,

mgsinf = gm(R +a)b

i 2gsinf
- 3(R+a)’

que integrada da

2 4g(1 — cosf)
0 =———,
3(R+a)

ademés
. 2 . 1 .
f = mgsm@—ggsmé’:ggsmé

N = mgcosf —m(R—i—a)@2
(Tcost —4)
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despega en
4
cosf = = 6 = 55.1501°

Notemos que la fuerza de roce no se anula al mismo tiempo en que se
anula la normal.

A

EJEMPLO 8.0.30 Tres particulas iguales de masa M que pueden moverse en
linea recta, estdn unidas entre si por resortes iguales de constante eldstica K
a la vez que las extremas estan unidas por otros dos resortes iguales a los
anteriores a puntos fijos. En la situacion de equilibrio, los cuatro resortes
tienen su longitud natural. Determine las frecuencias y modos normales de
oscilacion del sistema.

Solucion. En términos de los desplazamientos xy, x2, x3 respecto a las
posiciones de equilibrio tenemos que

1
K = 5M(:'c% + 5 + 3),

1 1 1 1
V=Kol + =K(za —21)* + §K(x3 —x9)? + K73,

2 2 2
Las ecuaciones de Lagrange resultan

ov

8_1'1 = KCL‘l—K(ZCQ—.Tl)

ov

8—:L'2 = K(l’g—!ﬁl)—K(ZEg—l’g)

ov

a—x3 = K(I3—$2)+KCL‘3
Mi'l = —K(2Z’1 — l'g),
M:i'2 = —K(2£L‘2 — I —1’3),
Mfi’3 = —K(2x3 — ZEQ),

si denotamos por wj = K/M y suponemos z; = a;e™" resulta el sistema
lineal

wla; = wg(2a1—a2),

w2a2 = w(2)(2a2 —a; — CL3),

wlas = w§(2a3—a2),
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que se simplifica atin més si llamamos w? /w2 = A

(A=2)a; +ay = 0, (8.9)
a1 + ()\ — 2)(12 + as = O,
a9 + ()\ - 2)@3 = O,
o sea el determinante

A—2 1 0
det 1 A—2 1 =0,
0 1 A=2

de aqui

A=2)(A=2?—=1)-(A—=2)=0
con soluciones \; = 2, Ay = 2+1/2, \y = 2— /2 de modo que las frecuencias

propias son
w1 :WO\/§, w1 :CUO\/2+\/§, w1 ZWO\/Q—\/§.

Para encontrar los modos normales de (8.9) se obtiene para las tres frecuen-
cias

azr = 0, a;; +as =0,
\/§CL12 + 99 — 0, 929 + \/§CL32 = O,
—V2a13+ a3 = 0, ags — V2as3 =0,

La matriz A puede escribirse

a11 a2 a13
A= 0 —V2a12 V2ai3 |,
—a11 a12 a13

aunque no es necesario imponemos la condicién (ATKA)Z,j = J;;,entonces
como K = MI, resulta

ann 0 —aq a1 a12 a3
a1a —V2a12  anp 0 —v2a1 V2ai3

a3 V2a3 s —ai a12 a3
1 1 1

2 2 2

2a7; = —, 4ajy = —, daj; =

M M M
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de modo que

1 1 1

1 \/5 2 2
A——— 0 —¥2 ¥2 |

VM | _ 1 1% 1%

/2 2 2

y (salvo por factores irrelevantes)

T = Cleuult + C2€zw2t + C«gezwgt
Ty = —\/5026’“0215 -+ \/§Cge’w3t
T3 = _Clezwlt + C2ezw2t + C«geu.ugt

que puede escribirse

Ty = ¢1+ G2 +Gs,
To = —\/§§2 + \/§§3,
T3 = —G11G2+G3,
de donde despejamos
1
G2 t¢3 = §(IE1+$3),

1
—Gat63 = 5\/5@,
y salvo constantes las coordenadas normales son

S = Ty + 33— V219,
g3 = I1+$3+\/§I2,

g1 = X1 — T3,

A
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