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1 Integral de Laplace

Consideremos la transformada de Fourier de una funcién f(t):

S(w) = /_O:O f(t) exp(—iwt) dt

la cual corresponde a una funcién compleja de la variable real w. Consideremos ahora el caso en
que w es complejo y denotemos s al complejo ¢ w. La integral anterior se puede escribir entonces
como:

J(s) = /_O:O f(t) exp(—st) dt

Esta integral se conoce como la integral de Laplace de dos lados. Consideraciones respecto a la
convergencia de esta integral se pueden obtener si se expresa el complejo s = 0 4+ 7 w, de modo que
la integral de Laplace queda:

I(s) = / f(t) exp(—ot) exp(—iwt) dt
la cual corresponde a la transformada de Fourier de la funcion:

f(t) exp(—ot)

Segun el teorema de la integral de Fourier, para que la integral anterior converja se requiere,
como condicién suficiente, que la integral:

[ 15 exp(=o 1) ar

—0o0

exista, de donde se deduce que para una funcién f(¢) dada, esta integral puede existir para ciertos
valores de o y no para otros.
Dado que la integral de Laplace de dos lados se puede expresar como:

/_0:0 f(t) exp(—st)dt = /_Ooo f(t) exp(—st) dt+ /OOO f(t) exp(—st)dt =

/OO f(=t) exp(st) dt + /OO f(t) exp(—st) dt
0 0
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entonces es posible obtener toda la informacién necesaria sobre la transformada de Laplace de dos
lados analizando solo la integral entre 0 e co:

F(s) = /0 T () expl(—s t) dt

la cual podemos denotar simplemente integral de Laplace o transformada de Laplace.
Existe un teorema que prueba que esta integral converge para valores de R[s] > ap, donde «g
es un real que que corresponde al minimo valor de « tal que:

Jim f(1) exp(—a ) = 0

Funciones f(t) que satisfacen la condicién anterior para a > ag se dice que son de orden
exponencial ag. En general, funciones que corresponden a respuestas de sistemas lineales estables
son de orden exponencial 0. Variables como la velocidad o la corriente eléctrica siempre toman
valores finitos y por lo tanto f(¢) siempre es acotada. Funciones acotadas son, obviamente, de
orden exponencial 0. Funciones no acotadas, por ejemplo aquellas que son proporcionales a alguna
potencia del tiempo, t", son también claramente de orden exponencial 0. En un sistema inestable,
la funcién f(t) puede crecer exponencialmente como exp(a t). Es ficil ver que esta funcién es de
orden exponencial a.

2 Combinaciones lineales de transformadas de Laplace

Llamemos a la transformada de Laplace:

entonces se tiene que:

Qe 0= [ kI exp(=st)de=k [~ f(t) exp(—s 1) dt = k (L)
0 0
donde k es una constante real.

Si ahora consideramos una segunda funcién g(t), de modo que mientras f(t) es de orden expo-
nencial oy, g(t) lo es o4, entonces en este caso la transformada de la suma de f y g es:

QO +90) = [ (10 +9(0) exp(=s ) de = [~ 1(t) exp(=s 1) dt+ [ glt) exp(s 1) dt =
IHOERI0)

y el intervalo de convergencia de ¢[f(t) + g(t)] es: R[s] > max[oy, 0.
Generalizando se tiene:

Clky f(t) + k2 g(t)] = k1 £[f(t)] + k2 £]g(t)]

donde k1 y k9 son constantes reales.

Programa de Doctorado en Fluidodinamica 2 Universidad de Chile



FD704 Métodos Experimentales en Fluidodindmica

3 Transformadas de Laplace de funciones tipicas

Para hacer el calculo explicito de la transformada de Laplace de una funcién f(t), es preciso resolver
la integral:

F(s) = /O T () expl(—s ) dt

donde exp(—s t) es un complejo. Sin embargo, si F(s) es analitica puede simplificarse el célculo
de la integral anterior. En efecto, recordando que hemos llamado o a la parte real de s: R[s] = o,
entonces en ese caso, si conocemos F(o) es posible obtener F'(s) simplemente reemplazando o por
s.

Consideremos la funcién f(t) = exp(a t), de orden exponencial a (es decir con un intervalo de
convergencia R[s] > a). La transformada de Laplace de f se obtiene primero calculando F(o):

F(o) = /OOO exp(a t) exp(—o t) dt = /OOO exp((a—o)t)dt =

cexp(—=(c—a)t)|>” _ 1
o—a 0o o—a
y reemplazando o por s, se llega finalmente a:
1
F(s)=/L[f(t)] =
() = €1 (1)] = ——

Para la funcién f(¢) = 1, con orden exponencial 0, se obtiene, imponiendo a = 0 en el resultado
anterior:

La Tabla 1 muestra algunas de las transformadas de Laplace m&s basicas. Existen libros
completos con colecciones de transformadas de Laplace que pueden consultarse para resolver ca-
sos mas complejos. También puede utilizarse el software Mathematica, que es capaz de entregar
analiticamente transformadas de Laplace.

Es importante mencionar que la transformada de Laplace tiene una transformada inversa tinica,
de modo que la Tabla 1 puede utilizarse para determinar F'(s) conocido f(t), o viceversa.

4 Transformada de Laplace de la derivada de f(t)

Consideremos la derivada de la funcién f con respecto a t: f’(t). Su transformada de Laplace se
puede calcular a partir de:

A—oo

F(o) = /OOO f'(t) exp(—o t) dt = lim /OA f'(t) exp(ot) dt

Esta integral se puede hacer por partes, de modo que:

A

A A
/ f'(t) exp(o) t) dt = lir% f(t) exp(—o t)| +o / f(t) exp(—o t) dt =
0 € € 0

Programa de Doctorado en Fluidodinamica 3 Universidad de Chile



FD704

Métodos Experimentales en Fluidodinamica

f(®) F(s)
1 1/s
exp(a t) 1/(s—a)
sin(b t) b/(s? +b?)
cos(b t) s/(s* +b?)
exp(at) sin(bt) b/((s — a)? + b?)
exp(at) cos(bt) | (s—a)/((s—a)?+ b?)
t" s n>0 n!/s"tt
{ B 0<;<<1; (1—exp(—sT))/s
6(t —to) exp(—s to)

Tabla 1: Transformadas de Laplace bésicas

A
f(A) exp(—c A) — f(0+) + o /0 f(t) exp(—o t) dt
donde se ha denotado:
lim £(e) = £(0+4)

Es necesario hacer la precisién anterior, ya que es comun que la funciéon f sea discontinua en t = 0,
de modo que f(0) no estd definida o tiene un valor distinto a f(0+).
Por otro lado, si f es de orden exponencial oy, entonces:

i f(#) exp(—0 A) =0

cuando o > gg. Ademads,

lim /OA f(t) exp(—ot) dt

A—oo

converge a F(o) para o > 0. Por lo tanto, para este intervalo, se obtiene:

/0 TP exp(—o t) dt = o F(o) — f(04)
y para la transformada de Laplace, reemplazando ¢ por s:
([f'(t)] = s F(s) — £(0+)
Generalizando este resultado, se puede escribir para la derivada de orden n de f:
()] = s F(s) — "1 F(04) — "2 fD04) — ... — "D (04)

Un resultado relacionado, corresponde a la transformada de Laplace de la integral de una
funcién. Esta resulta ser:

(f@®)]

S

sty drl =
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5 Aplicacién a la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias

La transformada de Laplace constituye una buena herramienta para la resolucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias, fundamentalmente debido a la propiedad, deducida en la seccion previa,
de reducir en un orden la derivada sobre la cual se aplica. Ello permite, en general, reducir en un
orden la ecuacion diferencial si se toma la transformada de Laplace de la ecuacién completa.

A continuacién revisaremos un ejemplo correspondiente a un sistema lineal de primer orden,
analogo a un sistema resorte-amortiguador sin masa o a un filtro eléctrico de paso bajo. La ecuacién
que describe tales sistemas tiene la forma:

T Z—ZZ +y=f(t)
donde f(t) es una funcién forzante. Supongamos, con el objeto de encontrar la respuesta de este
sistema a un impulso, que f(t) = 6(t — tp), donde ty es el instante de tiempo en el que se aplica el
impulso, y que la condicién inicial del sistema es: y(0) = 0.

Aplicando transformada de Laplace a la ecuacién anterior y usando los principios de linealidad
revisados anteriormente, se tiene:

dy

T (] + tly) = €5(2 — 1)

y por lo tanto:

T (s Lly] — y(0+)) + L[y] = exp(—s to)
Resolviendo para £[y], notando que y(0+) = 0, se obtiene:

1 exp(—stp)
4 ]_f s—l—l/Z?

Es facil demostrar que esta expresién corresponde a la transformada de Laplace de la funcién:

0 O<t<t
vit) = { Lexp(—(t—t0)/T)  to<t

que corresponde, por lo tanto, a la solucién de la ecuacién diferencial analizada. Es claro, entonces,
que al usar la transformada de Laplace para la ecuacién lineal de primer orden anterior se obtiene
una ecuacién algebraica que es facil de resolver. Para encontrar la solucién buscada, sin embargo,
es necesario aplicar la transformada inversa. Esto pone de manifiesto la necesidad de conocer
dicha transformada, lo cual, en ciertos casos méas complejos que el aqui analizado, puede tener una
dificultad bastante grande.
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