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INntroduccion.

Fundamentos

Como cualquier otro servicio publico, un sistema de
telecomunicaciones tiene que proveer para una demanda
fluctuante que solo se puede predecir con un grado limitado de
exactitud.

La naturaleza del servicio requiere un alto estandar de
rendimiento. Desde el punto de vista del usuario, la gran mayoria
de las demandas deben ser satisfechas con poco 6 ningun retraso,
de lo contrario considerara un servicio inaceptable.

Al mismo tiempo, los equipos de transmision y conmutacion son
caros y deben ser eficientemente utilizados. Un sobre-
dimensionamiento de la central desmeritaran en las ganancias y
un subdimensionamiento dara un servicio pobre.

La optimizacion de la estructura de la red y la provision de equipo
son por |o tanto uno de los aspectos mas importantes en la
ingenieria de las telecomunicaciones.



INntroduccion.

e Herramienta de analisis del
comportamiento de las redes de
comunicaciones.

e Conmutacion de circuitos. Redes de
Telefonia Tradicional (PSTN).

e Telefonia Celular.




Teoria de Trafico en
Conmutacion de Circuitos.

e Establecimiento de un canal dedicado
fisico (real), de extremo a extremo.

e Elementos de conmutacion en la red
telefonica.
— Centrales publicas (CO - Central Office)
— PBX (Private Branch eXchange), para el caso
de empresas.
e Los enlaces pueden consistir en:

- Ranuras de tiempo en un sistema de
multiplexacion temporal (TDM).

- Bandas de frecuencia para el caso de
multiplexacidon en frecuencia (FDM).



Conceptos a Manejar.

e Trafico.- Se define como el producto del nimero de
llamadas y su duracion promedio durante un periodo
de observacion dado. Es decir,

A = AH

donde A= Intensidad o Flujo de trafico

A = No. de llamadas originadas por unidad de
tiempo

H = Tiempo promedio de llamada



Conceptos a Manejar.

e Erlang .-A la unidad internacional de
trafico telefonico se le denomina Erlang en
reconocimiento al matematico danes A. K.
Erlang, fundador de la teoria de trafico
telefonico.

e La intensidad de trafico expresada en
Erlang corresponde al porcentaje de uso
de un canal por unidad de tiempo.



Conceptos a Manejar.

e Grado de servicio.- El termino grado de servicio
define la proporcion de las llamadas que se permite
fallar o bloquear durante la hora de mayor ocupacion
debido a la limitacion, por razones economicas, del
equipo de conmutacion de las plantas o del numero
de canales. En una oficina central con varias etapas
de conmutacion, existen grados de servio para cada
una de las etapas El grado de servicio total es
aproximadamente igual a la suma de los grados de
servicio parciales.

Grado de servicio = (numero de llamadas perdidas) /
(numero total de llamadas generadas)



Conceptos a Manejar.

Modelos de Llegadas.

e Las redes telefonicas pueden operar en base a
blogueo de llamadas o a la utilizacion de colas de
espera.

e El modelamiento para este tipo de
comportamiento se realiza con teorias de cola.

e La notacion de Kendall para un sistema general
de formacion de colas es de la forma:

A/B/C:

A: Representa la distribucion de llegada de requerimientos (eg,
llamadas) en un conmutador

B: Representa la distribucion de servicio en un elemento conmutador
(eq, duracion de llamada)

C. Es el nimero de troncales o canales de salida para el caso de
una central telefénica o celda en telefonia movil.




Conceptos a Manejar.

Modelos de Llegadas M/M/C

e Modelo donde tanto los procesos de
llegada como los de servicio son
Poissonianos o exponenciales (M,
Markov), y se tienen C canales.



Conceptos a Manejar.

Modelo de llegada y servicio de
eventos.

La siguiente figura ilustra las colas fisicas
en los sistemas y la relacion entre los
servicios y los buffers en M/M/1

Buffers Servicio

Entrada Salida—




9.1 Procesos de Poisson.

Se usan tres enunciados basicos:
Sea At un intervalo de tiempo, entonces se tiene:

1. La probabilidad de una llegada en el intervalo At se
define como AAt + O(A t), MA t <<1, siendo X una
constante de proporcionalidad especificada y O(A t) los
terminos de orden superior.

2. La probabilidad de cero llegadas en A t es:
1- \A t + O(A b).

3. Las llegadas o ocurrencia de eventos son procesos sin
memoria: cada llegada (evento) en un intervalo de
tiempo es independiente de eventos en intervalos
previos o futuros.



9.1 Procesos de Poisson.

e El término O(A t) denota los elementos (A At)"
con n igual o superior a 2.

e De acuerdo con 1 vy 2, la probabilidad de mas de
un evento en el intervalo A t corresponde a
O(At).

e Sea un intervalo finito T, entonces la probabilidad
p(k) de k llegadas en T esta dada por:

(AT Y™
K!

p(K) = k=0,1,2,3,.... (9.1)



9.1 Procesos de Poisson.

A la ecuacion (9.1) se le conoce
como la distribucion de Poisson, en la
cual se cumple:

EK) =S kp(K) =02 = 4T 92



9.1 Procesos de Poisson.

Consideraciones.

e Sea t el tiempo entre llegadas sucesivas, siendo
esta una variable aleatoria. En la estadistica de
Poisson, t es una variable aleatoria con
distribucidon exponencial, es decir su funcidn
densidad de probabilidad f.(r) esta dada por:

f (r)=e™" (9.3)



9.1 Procesos de Poisson.

Existen dos clases principales de sistemas
de entroncamiento:

1. Blogueo o borrado de llamada
pérdida (Lost Call Cleared o LCC) sin
cola de espera.

2. Retraso de llamada pérdida (Lost Call
Delayed o LCD) con cola de espera.



9.1 Procesos de Poisson.

Borrado de llamada pérdida (Lost Call Cleared o LCC),
sin cola de espera.

e Cuando un usuario requiere servicio, existe un tiempo
minimo de configuracion, despueés del cual se le es
otorgado el acceso a un canal si este esta disponible.

e En la eventualidad de no existir canal disponible, la llamada
es interrumpida sin acceso al sistema, teniendo el usuario
la oportunidad de volver a intentar despues de un tiempo.

e Se asume que las llamadas llegan con una distribucidon de
Poisson.

e EXxiste un numero casi infinito de usuarios.



9.1 Procesos de Poisson.

Borrado de llamada pérdida (Lost Call Cleared o LCC),
sin cola de espera.

e La formula de Erlang B describe el grado de servicio (GOS)
como la probabilidad que un usuario arbitrario experimente
bloqueo a la solicitud de realizar una llamada.

e Se asume que todas las llamadas bloqueadas son
retornadas instantaneamente a un recipiente de usuarios
infinito, y que cada usuario puede volver a llamar en
cuanU|er momento.

e El tiempo entre llamadas sucesivas para un usuario
bloqueado es un proceso aleatorio y es asumido con
distribucion de Poisson o fdp exponencial.



9.1 Procesos de Poisson.

Retraso de llamada pérdida (Lost Call Delayed o LCD),
con cola de espera.

e Se utilizan colas para mantener en espera las llamadas
inicialmente bloqueadas.

e Sj un usuario llama vy los canales se encuentran ocupados,
Ssu requerimiento es retrasado hasta que un canal se
desocupe. La probabilidad de que un canal no este
inmediatamente disponible en un sistema LCD esta
determinada por la formula Erlang C.



9.1 Procesos de Poisson.

Retraso de llamada pérdida (Lost Call Delayed o LCD),
con cola de espera.

e En LCD el GOS es medido por la probabilidad que la
llamada sea retrasada en un tiempo mayor que t segundos.

e Se asume que existe un numero infinito de usuarios

e Todas las llamadas en la cola son eventualmente servidas.



9.2 Erlang B.

La formula de Erlang B determina la probabilidad que
una llamada sea blogueada (LCC)

Supuestos:

e Todos los usuarios, incluso los bloqueados, pueden pedir un
canal en cualquier momento (sin memoria).

e Todos los canales libres estan disponibles para entregar
servicio hasta que todos sean ocupados.

e La probabilidad de utilizaciéon de un canal (tiempo de
servicio) esta exponecialmente distribuido. Es decir, las
llamadas largas tienen menos probabilidad de ocurrencia.

e Hay un numero finito de canales disponibles.



9.2 Erlang B.

La formula de Erlang B determina la probabilidad que
una llamada sea blogueada (LCC)

Supuestos:

e La peticion de trafico esta descrita por una distribucion de
Poisson, lo cual implica un arribo de llamadas en intervalos
de tiempo exponenciales.

e Los intervalos de llegada de peticiones de llamada son
independientes unas de otras.

e El niumero de canales ocupados es igual al numero de
usuarios realizando una llamada telefdonica.



9.2 Erlang B.

Definiendo:
= C : canales
= U : usuarios

= A : numero medio de llegada de llamadas por
unidad de tiempo (tasa de llegada)

H : duracion promedio de una llamada
A : trafico total ofrecido por el sistema
A,: trafico promedio ofrecido para cada usuario

A,: tasa promedio de generacion de llamadas por
cada usuario

Entonces A, = A/ H=>A=UA;, =1 H.



9.2 Erlang B.

La probabilidad que una peticion de canal de un usuario
sea bloqueada esta dada por:

—_—
M lineas (troncales) C lineas [troncales)
de entrada de zalida
Figura 9.1: Modelo genérico de central de conmutacion (9 4)

Pr|Bloqueo |= Pr[Ninguno de los C canales este libre ]



9.2 Erlang B.

e Como las llamadas llegan de acuerdo a una distribucion de
Poisson se tiene:

Pr{a(t+7)—-a(t)=n}= e:lf (Az)" para n=0,12,... (9.5)

Donde a(t) es el numero de llegadas o eventos que han
ocurrido desde t=0, y t es el intervalo de tiempo entre dos
eventos sucesivos. Como ya se discutiod, la fdp del tiempo
entre llegada de eventos es exponenual)

e La probabilidad que el tiempo de llegada sea menor que un
tiempo s esta dada por:

Prz, <s)=1-e* (9.6)



9.2 Erlang B.

e El tiempo de servicio es la duracion de
una llamada en particular que ha sido
atendida exitosamente en el sistema.

e El tiempo de servicio se asume
exponencial con duracion de llamada
promedio H, con lo que

u =1/H
es la tasa de servicio media (numero de
llamadas terminadas por unidad de
tiempo).



9.2 Erlang B.

e |La probabilidad que el tiempo de servicio del n-
esimo usuario sea menor que algun tiempo de
duracion s esta dada por:

Pri{S, <sf=1-e* s>0 (9.7)

e Donde la funcion densidad de probabilidad de
tiempo de servicio es:

p(S,) = ue (9.8)

S, es el tiempo de servicio del n-ésimo usuario.



9.2 Erlang B.

Demostracion de Erlang B.

Necesario utilizar propiedades de las cadenas de Markov.
Consideremos un proceso estocastico de tiempo discreto.

Toma valores desde un conjunto de enteros no negativos,
t2al queCIols p():osibles estados del proceso soni =0, 1,

En otras palabras, cada estado de la cadena de Markov
corresponde al numero de troncales de salidas siendo
utilizados.

El proceso es una cadena de Markov si la transicion desde
el estado presente i al estado proximo i+1 depende solo del
estado i y no de estados previos.

La operacidon de sistemas de entroncamiento es de tiempo
Corc]:ltmlélo E)pero puede ser analizado en pequenos intervalos
onde



9.2 Erlang B.

e Si N, es el numero de llamadas
(canales ocupados) en el instante
KO, entonces N, puede ser
representado como:

Ny = N(kd) (9.9)

e La probabilidad de transicion esta
dada por:

P, =PriN,, = jIN, =i} (9.10)

]



9.2 Erlang B.

e Usando el enunciado basico numero
2 de procesos de Poisson y

nermitiendo que 0—0, se tiene:
P, =1-48 +0(5) (9.11 )
P =1-A5—ius+0(s) i>1 (9.12 )
Poi,= A6 +0(5) i20 (9.13)
P, =i-u-6+0(S) i=0 (9.14)

Bi=0(0) J=1, J=1+] J=I-1 (9.15)



9.2 Erlang B.

e Probabilidades de transicion
representada como una cadena de
Markov para Erlang B.

L0 AD 1O




9.2 Erlang B.

Para entender la cadena supongase que al comienzo se tienen 0
canales ocupados, es decir no hay usuarios.

Sobre un pequeio intervalo de tiempo, la probabilidad que el
sistema continue sin usuarios es (1 -AJ).

La probabilidad de que haya un cambio desde 0 a 1 usuario esta
dada Bor Ad. En el otro caso, si hay un canal en uso, la
probabilidad de que el sistema pase a 0 canales ocupados esta
dada por uo.

Similarmente, la probabilidad que el sistema continué con un
canal en uso esta dada por 1 - AD - ud. Todas las probabilidades
de salida para un cierto estado suman 1.

Sobre un gran periodo de tiempo, el sistema alcanza el estado de
regimen permanente y tiene n canales en uso. Entonces bajo
regimen permanente se cumple:

A6P._, =nuéP. n<C  (9.16)

La anterior es conocida como la ecuacion general de balance.



9.2 Erlang B.

P =1

n

Sabemos
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n 0
u) n

Y
7l G
PO:(—j P=1-S'P
)

[
=1

Sustituyendo (9.19) en (9.20) 1
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9.2 Erlang B.

e |La probabilidad de bloqueo para C canales es:

C
P =P, i i (9.22)
u ) Cl
e La formula para Erlang B.
A
P, =— C!1 (9.23)
2 —
n=0 n!



9.2 Erlang B.

Probabilidad de blogueo como funcidn del numero de
canales y la intensidad de trafico en Erlangs.
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* Fuente: “Wireless Communications”, T. Rappaport, Capitulo 2




9.2 Erlang B.

Erlang B Table

Ch 1% 2% 5% Ch e Yo 5%

F) 2.50 2.94 374 29 19.49 21.04 23.83
8 312 3.63 4 54 I0 20.34 21.83 24 80
9 3.78 4.34 5.37 31 21.19 2283 2877
10 4. 46 5.08 6. .21 32 22.04 23.73 26.75
71 5186 5.84 7.07 33 22,90 24,63 2T.72
12 5.87 6.61 7.95 24 23.77 25.53 28.70
13 6.60 7.40 £.83 I3 24 .63 26.44 29.68
T4 7.35 8.20 972 I6 25.51 2734 30.66
15 8.10 .00 10.63 a7 26.38 28.25 31.64
16 8.87 89.82 11.54 iB 27.25 2916 32,62
17 9.65 10,65 12.46 39 28.13 30.08 33.61
8 10.43 11.49 13.39 40 29.0 3.00 34,60
79 11.23 12.33 14.31 41 29.89 31.92 35.58
20 12.03 1318 15.25 42 30.77 32.83 6. a7
21 1283 14.03 16.19 43 31.66 33.76 37.56
22 13.65 14.90 17.13 44 32.54 34.68 38.56
23 14.47 15.76 18.08 45 33.43 35,60 39.55
24 15.249 16.63 19.03 46 34,32 36.53 40.55
25 1612 17.50 19.99 47 352 37.46 41.54
26 16.95 18.38 20.94 48 36.11 38.349 42.54
27 1797 19.26 21.90 49 3r.00 3932 43.53

28 18.64 2015 22.86 30 37.90 40.25 4453



9.3 Erlang C.

Para definir el sistema retomamos nuevamente el esquema inicial:

—_—
M lineas (troncales) C lineas [troncales)
de entrada de szalida

Figura 9.1: Modelo genérico de central de conmutacion

Se procede de manera similar que en la seccion anterior.

Se asume que si a una llamada no se le asocia un canal.

Las llamadas son puestas en una cola (no es bloqueada),

La cola tiene un largo infinito.

Luego las ecuaciones (9.5), (9.6) y (9.8) siguen siendo validas.



9.3 Erlang C.

e E| diagrama de estado para este
modelo Erlang C.

ud 2u IC 1)pnd % ; % % ; %c#a

1-Ad—ud 1-A8-(C -1)ud 1-A6-Cud 1-A3-Cud

Figura 9.4: Probabilidades de transicion como una cadena de Markov



9.3 Erlang C.

“En estado permanente, la probabilidad que el sistema este
en estado k y se produzca una transicion al estado k - 1 en
el préoximo intervalo de transicion es la misma que la
probabilidad que el sistema esté en estado k — 1 y transite
hacia el estado k.”

Desde el diagrama 9.4: A6P,_, = kusP, para k <C (9.24)

Entonces  p - [ij%Pkl para k<C (9.25)
Y7
Y ASP,_, = CusP, para k>C (9.26 )

Entonces P = [i)i P_, parak>C (9.27)
u)C



9.3 Erlang C.

De lo anterior se desprende:

( k
[ﬁj Ip ke
p VA K! (9.28)
K
1(A) 1
Ya que iszl entonces:
k=0 ) 1
O_C—l l kl 1 ﬂ, c 1 (929)
il L
1C




9.3 Erlang C.

e | a probabilidad que una llamada
llegue cuando todos los C canales
estén ocupados y entonces tenga
que esperar :

C
Pr|C canalesestenocupados|= Y P, =P, . [/Ij =
k=C Chl u (



9.3 Erlang C.

. A .
La cual es valida para ,u—C<1 . Sustituyendo PO desde

(9.29) y haciendo A=UA,H=A/u se obtiene:

°
Pr|C canales esten ocupados |= A

AC + C!(l— AjClAk
C k=0 k!

La cual corresponde a la formula de Erlang C.

(9.31)



9.3 Erlang C.

La probabilidad de llamadas siendo retrasadas como una funcion del
numero de canales y la intensidad de trafico en Erlangs.

Mumkber of Trunked Channels LCh
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0.01 ,
0.1 I £ 5

Traffic Intensity in Erlangs

Figura 9.5: Probabilidad que la llamada sea retrasada como una funciéon del niumero
de canales y la intensidad de trafico en Erlangs.



