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Resumen: En este capitulo se analiza el tema de la dindmica Lagrangiana aplicada al
proceso de obtencién de modelos de sistemas dinamicos, tanto mecénicos como de otra

naturaleza.

1. INTRODUCCION

Las leyes bésicas de la dindmica pueden ser expresadas
matematicamente de varias maneras equivalentes a la
forma dada por Newton. Una de ellas son las ecuaciones
de Lagrange, las cuales pueden ser deducidas a partir
de las leyes de Newton y el principio del trabajo virtual.

El método de Lagrange reduce en gran parte todo el
campo de la estatica, de la dindmica de particulas y la
dindmica de cuerpos rigidos a un solo procedimiento que
implica las mismas etapas basicas, reemplazando asi a
todos los métodos particulares. Este método resulta
especialmente poderoso cuando se desea modelar
sistemas complejos, ya que es una forma sistematica y
general para determinar las ecuaciones de estado.

El procedimiento Lagrangiano estd basado en gran parte
en magnitudes escalares: energia cinética, energia
potencial, trabajo virtual y en muchos casos, la funcién
de potencia. Todas ellas tienen la ventaja de ser
facilmente expresables en cualquier sistema de
coordenadas adecuado. Ademas, las ecuaciones de
Lagrange basadas en las anteriores magnitudes
escalares tienen en cuenta en forma completa y
automatica las magnitudes vectoriales como fuerza,
aceleracion, velocidad, etc., sin necesidad de recurrir a
métodos vectoriales formales.

Por udltimo, el método de Lagrange es aplicable a otros
campos diferentes de la dindmica, resultando ser
especialmente atil en el estudio de los sistemas
electromecanicos.

1.1 Ideas y Conceptos Relacionados

En el estudio de un sistema dinamico lo primero que
debemos conocer es su configuracion, es decir, de que
partes esta compuesto, las relaciones gque existen entre
estas partes y los grados de libertad que tiene el
sistema. Recordemos que los grados de libertad se
definen como el nimero minimo de coordenadas
independientes requeridas para especificar la posicion
de todas y cada una de las particulas y elementos
componentes del sistema.

Para conocer la posiciéon de cada una de las partes de
nuestro sistema respecto a alguna referencia recurrimos
a algun conjunto de coordenadas. Sin embargo, como
las ecuaciones de Lagrange son vdlidas para cualquier
tipo de coordenadas, no estamos obligados a remitir
nuestro estudio a ningln sistema coordenado especifico;
por lo tanto, expresaremos todas las ecuaciones
importantes en funcién de coordenadas generalizadas.
Las coordenadas generalizadas son un conjunto de p

magnitudes cualesquiera, que definen completamente la
posicion del sistema bajo estudio.

Es importante notar que no importa cual sea la
naturaleza de estas magnitudes. Para resaltar este
hecho al conjunto se le designa por la letra g, y a cada
coordenada en particular se le asocia un subindice. Asi

G, dy,---,0, Son las coordenadas generalizadas del

sistema en cuestion. Ademas, al conjunto de
velocidades generalizadas, conformado por las tazas de
variacion de cada coordenada g, se le designa por (.

En varias ocasiones necesitaremos trasladarnos de un
sistema de coordenadas generalizadas a algun sistema
coordenado convencional y viceversa, para lo cual
disponemos de las ecuaciones de transformacion. Estas
ecuaciones dan cuenta de las relaciones que existen
entre los dos sistemas de coordenadas y se notaran de
la siguiente manera:

X:X(ql,qz,...,qp),obien, X = x(q)
y= y(qllqz,...,qp),obien, y= y(q)
Z=Z(q1,q2,...,qp),obien, z=2(q)

resaltando de esta forma que las coordenadas
convencionales que usemos en nuestras ecuaciones
estaran en funciéon de coordenadas generalizadas. Por
otro lado, se debe tener en cuenta que al momento de
elegir coordenadas generalizadas solo debe importarnos
gue nos faciliten la resolucion del problema, por lo cual,
puede darse el caso de que no todas las p coordenadas
elegidas sean independientes y que solo n de ellas si lo
sean, luego, las (p—n) coordenadas dependientes
reciben el nombre de coordenadas superfluas y deben
ser eliminadas de las ecuaciones de transformacion
utilizando las llamadas ecuaciones de restriccion:

qn+1 = qn+1(q11q21"'vqn)
qn+2 = qn+2(q11q21"'1qn)

dp = 0p (0, Az, 0y)

las que nos conducen a obtener ecuaciones de
transformacion reducidas

X= X(q1|q2|-"!qn)
y: y(qlaqzy“'rqn)
Z= Z(qlxqzl"'IQn)

Es importante destacar que para que la transformacién
de coordenadas sea posible, ésta debe ser
continuamente diferenciable, con n grados de libertad.
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2. PRINCIPIO DE MINIMA ACCION

Este principio es considerado como la formulacién mas
general de la Ley del Movimiento de los sistemas
dindmicos. Segun este principio, todo sistema esta
caracterizado por una funcién L(Q,q). denominada

Lagrangiano del sistema, y por su integral S
&
S=L(g,qtdt
4
gue se conoce como la accion.

El Principio de Minima Accién establece que la
trayectoria que siga el sistema durante su evolucion

entre dos posiciones (o estados) (q(t,),q(t,))
(a(t,),q(t,)) cumpliré la condicion de accién minima.

El célculo variacional nos indica que la condicién de
minimo (en forma general, de extremo) de S se cumplira
si para la trayectoria correcta su primera variacion (o
simplemente variacién) es nula, es decir S=0. Tal
como se puede ver en el apéndice, para resolver el
problema de minimizar una integral dada es necesario
que la funcion integrando satisfaga la siguiente

ecuacion:
dfdL)_oL _
dilog) oq

Esto es cierto cuando el sistema tiene un solo grado de
libertad. En general, si son n los grados de libertad, y

como las  funciones q ®) deben variar

independientemente, obtendremos n ecuaciones de la
forma recién presentada. Estas ecuaciones diferenciales
reciben el nombre de Ecuaciones de Lagrange (en el
calculo variacional se les conoce como Ecuaciones de
Euler) y son las que determinan el comportamiento
dindmico del sistema.

2.1 Ecuaciones de Lagrange para una Particula

Como ya lo indicamos anteriormente, cualquiera de las
varias maneras de formular las leyes fundamentales de
la dindmica puede tomarse como base para la deduccién
de las ecuaciones de Lagrange. Nosotros partiremos de
las leyes del movimiento de Newton, estableceremos la
ecuacion de D’Alembert y de aqui, finalmente,
deduciremos las ecuaciones de Lagrange.

Supongamos que sobre la particula de masa m
(constante) actia una fuerza resultante F de

componentes F_, Fy, F,. La ecuacion del movimiento

de Newton para esta particula es:

F=mr
la cual expresada en forma escalar segin sus
componentes queda:

Fo=mx, F, =my, F,=mz

Consideremos ahora el trabajo virtual &w hecho por F al
suponer que la particula sufre un desplazamiento virtual
o completamente arbitrario e infinitesimal. Luego:
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ow=F .o =Fd+Fdy+F,oz
= m(xdX + yoy + 2z)

Sean (., Q,, @, un conjunto de coordenadas

generalizadas, y recordemos que a través de las
ecuaciones de transformacién podemos expresar los
desplazamientos virtuales dX, dy, oz en términos de

&;11, &12, §q3. Es decir:
oX

B
a('.]1 ' 2 aQB ’

By
= aql Y 5o+ 8q2 X 5, + 5q3

5q 5q 5q
8q1 ' 8q2 ? 8q3

Entonces, sustituyendo estas expresiones en la
ecuacion del trabajo virtual, y luego de reagrupar
términos, se obtiene lo siguiente:

3 ox ay 0z
F X F z N & =
é o, aq, roq, S

k=1 an aqk aqk

Como el primer miembro de esta ecuacion es el trabajo
virtual y @,, @,, (, son coordenadas generalizadas,
entonces a los coeficientes que acompafian a &g, , &0, .
5013' denotados Q,, Q, y Q, respectivamente, seran

llamados fuerzas generalizadas. Por lo tanto la ecuacion
anterior queda de la siguiente forma:

Qldqi + Q25q2+ Q35q3 =

ay az
= Zay) &,
Z_ll aq aqi aqi j

donde

oX oy 0z -
=F, para j =123
Q=Fus - aq. |=yan Feog

j qj

Como &4, O,. &g, son arbitrarios (algunos pueden

ser incluso nulos), entonces la ecuacion del trabajo
virtual es vélida si y solo si se cumple que:

Q.= rr( oX ry ay , az]
= el el
B 8q1 0
X z
Q,= rr{xa + yiay + z—a ]
ad, " dd,  9dq,
oX oy az
L
90, Qs 8q3
Estas expresiones ya contienen en forma implicita las
ecuaciones de Lagrange; para poder llegar a ellas
debemos realizar algunas transformaciones de indole

puramente matematico, sobre las cuales no debemos
tratar de ver ningun sentido fisico. Notemos que en
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nuestro conjunto de ecuaciones solo intervienen
términos de la forma

oa
ai

cona=x,Y,2
Jq

Las siguientes transformaciones son validas para las
tres coordenadas X, y, z. En primer lugar, recordemos la
regla de la cadena, es decir:

axq axq+%q
o0, " 0g, " 0g, ®

Si ahora derivamos parcialmente esta expresion
respecto a alguno de los o lograremos la siguiente
identidad:

oX _ oX

aq.  9dq;

ademas, debemos notar que:
afax)_ 2 (a)_ax
dt{dg, ) og \dt) dq

Ahora, sustituiremos estas dos ecuaciones en la
siguiente identidad:

8x g ox _x df ox
8q, dt aq, dt | 9q,

asi, concluiremos que

£ OX _ dM a[ax]

gg dt| ag | og

De igual forma podemos obtener expresiones
semejantes para cada una de las restantes
coordenadas. Por lo tanto, estamos en condiciones de
reemplazar estos resultados en nuestro conjunto original
de ecuaciones, y reagrupando términos obtenemos lo
siguiente:

2 .2 2 2 .2 2
Q-m Y[ (X, Y Z||_d[xX ¥V Z
dt{ogl2 2 2J) agl2 2 2

En esta ecuacion podemos reconocer la presencia de la
energia cinética de la particula libre, ya que:

T =g(x2+ v+ zz)

Reemplazando esta expresion en la ecuacién anterior,
obtendremos la siguiente expresion:

daTj T

hal con =123
di{og ) oq =9

Estas son las ecuaciones de Lagrange en su forma mas
general para una particula libre.

2.1.a Significado de las fuerzas generalizadas
La expresion
oW =F,&X+F,0y+F,z

es una ecuacién general que determina el elemento de
trabajo hecho por una fuerza F en un desplazamiento
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general & de componentes (X, dy,dz). Como los
desplazamientos  virtuales o, d0,, O, Son
totalmente arbitrarios, anulemos &g, y &q,, dejando

que solamente (|, varie infinitesimalmente; luego, al

transformar estos desplazamientos obtendremos lo
siguiente:

oy
& = = 5z=
0"q1 = a0, &, - aql 22 5,
yaque g, ¥ qs, se han mantenido constantes.

Sustituyendo en la ecuacion del trabajo virtual tenemos

que:
oX ay 0z J
=| Fxy +Fy_—+F,——|&
. ( dg,  'oq,  aqy)
y claramente, esto es equivalente a escribir:

évvoﬂ =Q,60,

De aqui podemos ver que una fuerza generalizada se
puede definir como una magnitud tal que el producto

Qjé'qj es el trabajo hecho por fuerzas impulsoras

cuando qj varia en una cantidad é'qj . Junto a esto, es

necesario recalcar que las fuerzas generalizadas no son
siempre fuerzas en el sentido corriente de la palabra; por
ejemplo, si la coordenada g; esun angulo @, entonces

la fuerza generalizada Qj debe ser un momento a fin

de que Qj&qj sea un trabajo.

2.1.b Obtencién de las fuerzas generalizadas

Para esta tarea poseemos dos métodos: el primero es el
mas directo, aunque puede resultar largo y monotono;
consiste en remitirse a la definicién antes presentada:
Q-=F 8X+F 9y L E 0z
X~ y z N
e} dq; daq;

El segundo método es variar tan sélo una de las
coordenadas, por ejemplo q;-en é'qj y mantener todas
las demas constantes. A continuaciéon se determina por
cualquier procedimiento adecuado el trabajo hecho por

todas las fuerzas impulsoras cuando solo varia esta
coordenada.

Ejemplo 1:

Una particula se mueve en la superficie de un cono, el
que se aleja de un origen fijo como muestra la figura 1.

Figura 1. Sistema mecanico del Ejemplo 1.
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Ecuacion de restriccion:

p = ztan(e)
Ecuacién de transformacion de coordenadas:
X = pcos(y)
y=psin(p) + f(t)
Z2=2

Sea q=(¢p,z)'. Entonces las ecuaciones de
transformacion r = r(t,q) son:

x = ztan(a) cos(p)

y=ztan(e) sin(e) + f (1)

2=12

La Unica fuerza externa es el peso de la particula, luego,
el Lagrangiano del sistema es:

1
L =§m(x2+ v+ 7%) —mgz

donde:

x = a(zcos(p) - zsin(¢)p)

y = a(zsin(p) + zcos(p)g) + f (1)

2=12
con a=tan(«). Reemplazando los valores de las
coordenadas en el Lagrangiano se obtiene:

L(t0,0) =5 ml(a+ ) 7+ a2 +
+ 2af (t)(zsin(@) + zcos(p)p)]— mgz
Las derivadas parciales son:

% = maf (t)(zcos(e) - zsin(p)p)

?TI; = m(a? zp? + af (t) cos(p)¢) - Mg
% - m(a2 2o+ af (t)ZCOS((P))
%'; - m((a2+1)z+ af (t)sin(p))

d(aL)_ 2, 2
dt(aq)j_ ma (Zzz¢ + 7 (p)+
+ma(fzcos(¢) + fzcos(p) — fzsin(p)p)

;@;J =m(a?+1)z+ma(f sin(p) + f cos(p)p)

Finalmente, las ecuaciones de Lagrange son:

2azp + zagp + T(t) cos(p) =0
(a’+1)z-a’zp® +af (t)sin(p) +g=0

Una vez planteado el modelo, puede ser necesario
conocer las condiciones iniciales para las posiciones y

velocidades, o sea, z(0), z(0). ¢(0) vy ¢(0). El
sistema de ecuaciones que resulta es no lineal y
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complejo de resolver en forma analitica. Un método de
hacerlo es utilizar un computador digital o uno analdgico.

2.2 Sistemas Conservativos

Los sistemas conservativos tienen especial interés en el
estudio de la dindmica ya que poseen algunas
caracteristicas sobresalientes, las cuales recordaremos
a continuacion.

Un campo de fuerza se dice conservativo si y solo si

satisface las siguientes condiciones:

i) La fuerza solo depende de la posicion.

i) La fuerza puede derivarse de un potencial, es decir,
existe una funcion escalar @ talque F =V .

Entonces, bajo estas condiciones se encuentra que el
trabajo realizado por una fuerza conservativa es
independiente de la trayectoria e igual a la diferencia de
potencial que exista entre los extremos de la misma.

Usando la notacion V para designar a la energia
potencial, definiremos el cambio de esta energia AV
como el negativo del trabajo realizado por una fuerza
conservativa al moverse entre dos posiciones dadas, o
sea:

AV =V, -V, =-[F -dr
T

por lo tanto, se tiene que

F=-VV

En lo que a nuestro estudio se refiere, veremos que la
mayor utilidad de la funcion de energia potencial, radica
en el hecho que cuando la expresamos en coordenadas
generalizadas, las fuerzas generalizadas se obtienen
mediante:

oV

Qk:—a

Ahora deduciremos este resultado, para lo cual
recordemos que las fuerzas generalizadas pueden
expresarse por medio de la siguiente ecuacion:

p oX. Y2 0Z.
kaz(a X e Mg ZJ]
=\ 7 og, ' 9q, ' 9q,

Suponiendo ahora que las fuerzas aplicadas al sistema
son conservativas, y por lo tanto sus componentes
pueden ser expresadas como:

oV
F,=——
1
oX;
entonces la ecuaciéon anterior queda de la siguiente
forma:

(v o, v dy, v

Qk=_z o

5\ 0X; dq,  dy; 9q,  dZ; Iq,

Gracias a que el miembro derecho de la ecuacion
anterior corresponde a la aplicacion de la regla de la
cadena, entonces se obtiene finalmente la relacion:

A
Q= Jq,
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2.3 Ecuaciones de Lagrange para Sistemas
Conservativos

Utilizando el resultado anterior para fuerzas
conservativas veremos que las ecuaciones de Lagrange
presentan ahora una forma mas familiar, luego que
introduzcamos el concepto de la funcién de Lagrange.

Recordemos que para un sistema cualquiera las
ecuaciones de Lagrange que anteriormente fueron
deducidas tenian la siguiente forma:

d(aT) oT _

at| ag, | ag, 2

Ahora reemplazando Qj por el resultado anterior y

luego reagrupando la nueva expresion se obtiene lo
siguiente:
d| dT 0
— | =—|-—(T-V)=0
dt{ dq; ) dq;

La funcion de Lagrange o Lagrangiano L del sistema se
define como la diferencia entre las energias cinética y
potencial. Ademas, la energia potencial depende
solamente de las coordenadas y no de las velocidades
generalizadas, o sea:

oV
ag, 0
a;
por lo que las ecuaciones de Lagrange para sistemas
conservativos siempre tendran el siguiente aspecto:

dfoL|_dL _,
dt{dq; | oq,
donde:
L=T-V

2.4 Sistemas Parcialmente Conservativos

Si algunas de las fuerzas que actGian en el sistema no
son conservativas, las ecuaciones de Lagrange pueden
escribirse de la siguiente forma:

df dL oL

para lo cual, las fuerzas generalizadas deben calcularse
en la forma acostumbrada tomando en cuenta
Unicamente las fuerzas no conservativas.

2.4.a Determinacion de las fuerzas generalizadas para el
caso de fuerzas disipativas.

El término disipativas se aplica a todas aquellas fuerzas
que originan pérdidas (disipacion) de energia del
sistema durante el movimiento o evolucion del mismo.
Esta pérdida de energia usualmente se presenta por la
formacién de calor.

A menudo ocurre en la practica que la magnitud de la
fuerza disipativa es proporcional a alguna potencia de la
velocidad de la particula, es decir:

F=av"
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Para concretar ideas veremos que por lo general se
encuentran 2 tipos de fuerzas disipativas, las cuales se
clasifican como:

a) Fuerzas de friccion: Para roce dinamico, estas fuerzas
se suponen proporcionales a la fuerza normal entre las
superficies en contacto, independiente del area de
contacto o de la velocidad de la particula. Por lo tanto,
usando la ecuacién anterior, se tiene que N=0 y
a=uN donde g es el coeficiente de roce, y la
expresion de la fuerza es:

F =uN

b) Fuerzas de viscosidad: Se dice que una fuerza es
viscosa cuando depende de la primera potencia de la
velocidad y se opone al movimiento, o sea,

F =bv

en que b es el coeficiente de viscosidad.

Existen dos métodos para determinar las fuerzas
generalizadas de tipo disipativo: el primero es idéntico a
los que ya han sido presentados, solo hay que tener en

cuenta que si F =av" y ademas como )'(/v es el

coseno del angulo entre v y X, podemos entonces
descomponer esta fuerza de la siguiente forma:

n } - _ n-1
F, = -av (Vj ]

F,=—ayM"
F,=—az"

y por lo tanto:
n

évvtota] ==

a (X% + Y0y, +Z0z )Vin_l

1

A continuacion se aplican las ecuaciones de
transformacion para las coordenadas y después se
reagrupan términos, reconociendo una fuerza

generalizada Qj en el coeficiente que acompafie a

cada é'qj .

La segunda forma usada para determinar las fuerzas
generalizadas de tipo disipativo se denomina método de
la funcién de potencia.

Existe un gran ndmero de fuerzas, incluidas las
conservativas y muchas formas de disipativas, para las
que es posible escribir una funcién P tal que las fuerzas
generalizadas estén dadas por:

oP
Qj _aiqj

La funcién P es analoga al potencial y se define de la
siguiente forma:

P= I(dex+ F,dy + dez)

De la ultima ecuacion es evidente que la funcién P tiene
dimensiones de potencia, motivo por el cual se
denomina funcién de potencia. Ahora bien, si las fuerzas
involucradas son de naturaleza tal que cumplen la
siguiente condicion :
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oF, _ oF,
dy  OX

entonces, al evaluar la integral se obtiene una cantidad

P tal que:

P
oX

Sustituyendo este resultado en la expresion para las
fuerzas generalizadas obtenemos, y aprovechando que:

oX _ oOXx

9, aq,
se obtiene la siguiente relacion:
P Ix Py oPIz)| oP
Q=——"+——""TT+——"|=—
"\ oxdq, dyodq, dzodqg, ) oq

Para el caso particular de la funcién de friccion, funcién
de potencia toma los siguientes valores en funcion de
sus parametros:

- Friccién en seco:

F=a=P=av
- Resistencia viscosa (amortiguacion):

F=zav=> P:%av2

- Forma general:
1
F=za"=P=—"—a"
n+1

3. ECUACIONES DE LAGRANGE APLICADAS A
SISTEMAS ELECTRICOS Y ELECTROMECANICOS

Las ecuaciones de Lagrange pueden ser directamente
aplicadas a una gran variedad de sistemas eléctricos y
electromecanicos, siendo especialmente Utiles en el
estudio de estos ultimos.

Los conceptos que ya fueron tratados, es decir
coordenadas generalizadas, energia cinética, energia
potencial, ecuaciones de restriccion, etc. que se aplican
a sistemas mecanicos, tienen todas ellas su contraparte
en los sistemas eléctricos. Por tanto, con una adecuada
eleccion de coordenadas y con las expresiones
adecuadas para Ty V, la forma de las ecuaciones que
se obtienen al tratar sistemas electromecanicos es la
misma de las ya conocidas ecuaciones de Lagrange en
sistemas dindmicos.

3.1 Circuitos Eléctricos

Las coordenadas que elegiremos para describir los
circuitos eléctricos son las cargas (;,d,,...,q, due
pasan por las diferentes ramas del circuito después de

un instante de tiempo determinado. Entonces la
corriente | =( corresponde a una ‘“velocidad” e

igualmente ( representa una “aceleracion”. La direccion

positiva para el flujo de cargas es totalmente arbitraria,
pero nosotros mantendremos el sentido convencional.
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Las ecuaciones de restriccion en un circuito eléctrico
estdn dadas por las ecuaciones de Kirchhoff, y los
grados de libertad estan dados por la diferencia entre el
ndmero de ramas y el nimero de nodos del circuito
eléctrico.

3.1.a Energia Cinética

La energia magnética de una bobina de inductancia
constante es:

1 5
e==L
2q

la cual tiene la misma forma que la energia cinética de
una particula. Por lo tanto se puede establecer una
equivalencia entre la energia magnética del circuito
eléctrico y la energia cinética de un sistema de
particulas. Ademéas la energia de dos bobinas con

autoinductancias L, y L,, e inductancia mutua L, es

1
€= 5 (L11q12 +2L,0.0, + Lzzc]zz)

En el caso méas general de un circuito que contiene s
bobinas, la "energia cinética eléctrica" estara dada por

1 S S
Ta :EZZ L, a9,

i=1 r=1
Las coordenadas superfluas deben ser eliminadas de
esta expresion por medio de las ecuaciones de
restriccion.

3.1.b Energia Potencial

La energia potencial de un circuito puede considerarse
como una composicion de dos partes: las fuentes de
energia (baterias, generadores) y la energia almacenada
en los condensadores.

Una fuente de voltaje E, suministra una energia al
sistema igual a E(, en donde q es la carga entregada
por la fuente. Asi, si se refiere la energia potencial al
punto g = 0, entonces ésta se escribe:

\% -Eq

fuente —

Notese la analogia de esto con la energia potencial
gravitatoria

V =-mgh
de una particula de masa m. La relacién anterior es
vélida aunque E varie con el tiempo.

La energia de un condensador cargado aislado, de
capacidad C, puede escribirse como:

2
o q
2C
que es completamente equivalente a la energia de un
resorte:

2

luego, ]/C corresponde a K en esta analogia.

£

Por tanto, la energia potencial del circuito que contiene
varias fuentes y condensadores, esta dada por:
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Si  los condensadores tienen cargas iniciales
O10:Ong:- - -+ Og » €NtONCES las energias de cada uno de

ellos quedan descritas mediante:

v = (8 +00)°
T

j
y si la corriente (, circula en direccion opuesta a la

positiva de E, entonces Ekq debe tomarse como
positiva.

3.1.c Fuerzas generalizadas en un circuito eléctrico

Las "fuerzas basicas” que actGian en un circuito eléctrico
pueden ser ilustradas directamente si tomamos una
malla que contenga todos los elementos que ya
conocemos: resistencias, bobinas, condensadores y
fuentes de potencial.

Aplicando las leyes de Kirchhoff obtenemos la siguiente
ecuacion:

q
Lg=E-——R
q cRa

Haciendo la analogia con los sistemas mecanicos,
vemos que Lq corresponde a una "fuerza inercial", tal

como MX; q/C corresponde a la fuerza ejercida por

un resorte, andlogo con kX; E es la "fuerza" aplicada
por la fuente y — Rq corresponde exactamente a una

fuerza disipativa, como —bx .

La fuerza total generalizada Q , correspondiente a la

variable generalizada ¢} , puede ser convenientemente

considerada como formada por fuerzas disipativas
(originada en las resistencias) y por fuerzas
conservativas (pueden derivarse de la energia
potencial).

Las ecuaciones de fuerzas generalizadas disipativas
pueden ser obtenidas en forma totalmente analoga a
como se obtienen en sistemas mecanicos. Asi vemos

gue cuando la carga &qi circula por R, el trabajo
correspondiente (energia disipada) es igual a:

W =-Rqgdg

Por tanto para un sistema que contenga un numero
arbitrario de resistencias se tiene:

W :_Z Rg &

Entonces, una vez eliminadas las corrientes y cargas
superfluas (a través de las ecuaciones de restriccién), se
agrupan términos 'y la fuerza generalizada
correspondiente a las resistencias puede leerse
directamente de la ecuacion anterior. Sin embargo, en
muchos casos resulta ser mas util la funcién de potencia
para evaluar las fuerzas disipativas, ya que una vez
hallada se tiene que:
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_oP
Q= g

La funcién de potencia en circuitos eléctricos puede
adoptar dos formas:

1 2 H A 1
P=—= 2 obien p=_§"_"' g™
ZZRqI Zi:n—i-lq'

La primera (que es un caso especial de la segunda) es
aplicable en todos los casos en que las resistencias
sean lineales es decir:

OW =-Rqdq

La segunda se aplica cuando la caida de voltaje a través
de una resistencia esta dada por:

E=Aq
es decir:

W =—Aq’%.-

En cualquiera de las formas de la funcién de potencia las
corrientes superfluas deben ser eliminadas.

Ahora bien, la fuerza total generalizada esta dada por:

Vv

Qi = _TCL+ (Qi)nc

entonces se puede formar el Lagrangiano para sistemas
eléctricos de la siguiente manera:

Lee =Te Ve
para luego escribir las ecuaciones de Lagrange en la
forma ya conocida:

dfdlg | dlg

&l oq ) aq (W

Esta forma es cierta solamente para sistemas de
parametros concentrados y donde el ndmero de

elementos es finito. (Q.),. solo contiene fuerzas
1/ nc

disipativas, ya que la conservativas se tienen en cuenta

en forma automatica en la funcién energia potencial.

Ejemplo 2:

A continuacion se presenta la deduccion de las
ecuaciones de Lagrange para el circuito eléctrico de la
figura 2.

L11,L12 L22,L.21

Y Y YL

Figura 2: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.

La energia cinética del circuito es:

1
T =§(M11q12+2M12 Q1Q2+M22 q;)

La energia potencial del circuito es:

1
\ :E(qz _q3)2 - qu

El Lagrangiano del circuito es:
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1
L= E(M 10 +2M 1,00, + M 22q2)_

1

_E(qz _q3)2+ qu

La potencia disipada del circuito es:

P=%(R1(q1—qz)2 +Ra)

Las derivadas parciales correspondientes al desarrollo
son:

aI

aq,

oL 1

ﬁ— —E(Qz —%)
oL 1
T%_E(qz —%)

d( dL
dt(aql =L,q + L,0,

d( dL
dt[aqz =L,0, + L»0Q,

dfai_g
dt | dq,

g(: =R(q,-a,)
i
a0,
i
dq,

= _Rl(ql - qz)
=R,0;

Las ecuaciones de Lagrange son finalmente:

L,g, +L,0,-E= _Rl(ql_ Q2)
1
L,G + L0, +E (Q2 - Q3) = Rl(ql - Q2)

1 = —
—E(qz—qs)— Ry0

3.2 Sistemas Electromecanicos

Un sistema electromecanico es aquel en el que la
energia asociada es eléctrica, magnética y mecanica.
Ademaés, por lo general las energias mecénicas y las
electromagnéticas seran mutuamente dependientes,
motivo por el cual el movimiento mecénico y el
funcionamiento eléctrico no pueden estudiarse en forma
separada. Dicho en otras palabras, el sistema debe ser
considerado en forma global.

La funcibn de Lagrange para un sistema
electromecanico puede escribirse como

L=Te —Va +Tuec —Viec
=Lg + Lyec
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La energia cinética mecanica y la energia potencial
mecanica se representan por T Yy Vg

respectivamente, expresadas en la forma acostumbrada,
en funcion de cualquier sistema de coordenadas

espaciales @, q,,...,q, - Si, ademas de estas N,
s 1

coordenadas espaciales, se deben tener en cuenta N,

cargas independientes (coordenadas eléctricas) puede
decirse entonces que el sistema tiene:

N=N,+N,
grados de libertad.

Al escribir el Lagrangiano electromecanico para un
problema especifico es necesario ser cuidadoso en la
seleccion de las unidades, de modo que todos los
términos que conformen al Lagrangiano se expresen en
las mismas unidades de energia.

Las fuerzas generalizadas (que no han sido tenidas en
cuenta por los términos de la energia potencial en el
Lagrangiano) correspondientes a coordenadas eléctricas
y espaciales se encuentran en la forma vya
acostumbradas.

Ejemplo 3:

Se presenta a continuacion la deduccién de las
ecuaciones  de Lagrange para el sistema
electromecanico de la figura 3.

R2

L11, L12 L22,L21

Figura 3. Sistema electromecanico del Ejemplo 3.

Energia cinética:

1 1
Tuec =§ |1912 +§|2922

1
T = 5 (L11Q12 +2L,0,0, + Lzzq;Z)

Energia potencial:

1 1
VMEC = 5 Klelz + 5 K2922 - N1¢1Q161 - N2¢2Q262

1
Vg = E(% + Q2)2 - EO(ql + qz)

Funcién potencia:

1 2 2
P= E(Rich + RzQz)
Coordenadas generalizadas:

Q=(9116210mq2)T

Lagrangiano:
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=%|1912 ~ 1,07 +

1
2

( LG + 2L,040, + L02)-
Klelz _5 K2€22 + N1¢1q101 + N2¢2q202

1
—oc @+ a) +Bla+a,)

Derivadas parciales:

oL

891 K 0 + Nl¢1ql
oL

862 K 0 + N2¢2q2
oL o+ qzj
Bql =5 (

aL h+9,
aqz =5- ( C )

oL
— =10
801 171
oL
—=1,0
892 2¥2
oL
a =L,0 + L0, + Ny,
h
JL
ﬁ = Ly,0, + L0, + No¢,6,
2

Finalmente, las ecuaciones de Lagrange son las
siguientes:

Iﬂl + K& —-Ngg =0
|292 +K,0,-N,9,0,=0

, +
L0+ Lpd, + N6, + N1¢1‘91 +% -E=-Raq

_Rz%

A +
L,q, + L,,0, + N,@,0, + N,o,0, + o qu _E,=

A. APENDICE: CALCULO DE VARIACIONES

Uno de los problemas mas caracteristicos del célculo
variacional es el de extremalizar una integral dada, para
lo cual se busca imponer condiciones sobre la funcién
integrando.

Sea una funcion F(X,Yy,y). entonces trataremos de
determinar una  funcién y(X) continuamente
diferenciable tal que la funcién |, definida por:

I =TF(x,y,y)dx

X

con y(X:L) =y, e y(Xz) =Y,
que es una integral definida, tome un valor extremo
(mé&ximo o minimo), aunque, para fijar ideas,
supondremos que | debe ser minimizada.

Supongamos que ya conocemos la funcion minimizante
y(X) (trayectoria real) y tomemos cualquier funcion
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arbitraria y diferenciable h(x) tal que se anule en los

extremos. Luego para cualquier constante infinitesimal
& latrayectoria variada, definida por la funcion:

¥, () = y(x)+£h(x)

cumplird con las condiciones de borde.

Reemplacemos ahora la trayectoria real y(Xx) por la
variada infinitesimalmente  y (x) en la integral |,
obteniendo:

=jF(x,y+gh,y+eh)dx

X1

Entonces, una vez que las funciones h e y han sido
fijadas, esta integral pasa a ser funcion solamente de & .

Esta funcion tomara su valor minimo cuando £ =0 (por
hipétesis) y esto sera posible si y solo si:

dl, (¢)
de

£=0
Tomando la derivada bajo el signo integral tenemos lo

siguiente:
d, _J(oF dy,  oF 3, ),
ady, de 9y, o€

Evaluando ahora en £ =0 vemos que esta ecuacion
queda de la siguiente forma:

j [ h(x)+h(x)] dx=0

£=0 X

de

y utilizando la regla de integracion por partes se obtiene,

oF 1% tloF oF
Th - h(x) dx=0
ay ) +£L>y dX[ayH (I

X

Sin embargo, como una de las condiciones impuestas es
que h(X) se anule en los extremos, entonces el primer

término de ésta expresion resulta ser igual a cero.

Ahora, si multiplicamos la ecuacion por £ y notamos la
variacién de y como:

d=y,~y=¢h

entonces llegamos a la siguiente expresion:
%l oF d(oF
— dx=0
J ﬂ ay dX( 9y ﬂﬁy}

Como ¢y es completamente arbitrario para todos los

valores de x, desde X hasta X,, entonces, para

asegurar que esta integral es nula, es necesario que el
coeficiente de Jy (la expresion entre corchetes) sea
cero en todo el intervalo en cuestiéon. Hemos logrado de
esta manera encontrar la condiciéon buscada, es decir,
para que una funcién y(X) haga minima (0 méaxima)
una integral como |, es necesario que satisfaga la
llamada Ecuacion de Euler:
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dfoF)_oF _,
dx{ oy | oy
Aqui las derivadas parciales se han formado

considerando a los argumentos de la funcién F como
variables independientes.
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