Capitulo 2

Diferenciacion de funciones
vectoriales

En las aplicaciones nos encontramos a menudo con la necesidad de usar funciones
vectoriales de varias variables: una funcién vectorial de una variable define una curva,
una funcion vectorial de tres componentes y dos variables define una superficie, una dis-
tribucion de cargas eléctricas crea un campo eléctrico que se describe por medio de una
funcién vectorial de tres componentes y tres variables, etc. En la primera parte de este
tema establecemos los conceptos de funcion vectorial diferenciable y matriz jacobiana. El
resultado fundamental de esta primera parte es la regla de la cadena que nos muestra
cémo se obtienen las derivadas parciales de una funcién compuesta f o g en términos de
las derivadas parciales de f y de g. A continuacién daremos diversas aplicaciones de la
regla de la cadena para finalizar esta primera parte con la definicién del jacobiano. La
segunda parte del tema se centra en el calculo de derivadas de funciones definidas de
forma implicita, es decir, de las que no conocemos su expresion.

2.1. Funciones vectoriales diferenciables

Definicién 2.1. Sean f1,..., i, funciones definidas en un subconjunto D de R™. la fun-
cion definida por

X = (x;,x2,...,2,) € D CR" = (f1(x),..., fm(x)) € R™,

se dira que es una funcion vectorial de n variables y m componentes y suele denotarse

por £ =(f1,..., fm)-

Definicién 2.2. Sea f = (f1, fa,..., fm) una funcion vectorial. Se dice que f es difer-
enciable en xy cuando lo son todas sus funciones componentes.
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24 Capitulo 2. Diferenciacién de funciones vectoriales

Si f es diferenciable en xg la matriz de orden m x n cuyas filas son los gradientes de
cada componente recibe el nombre de matriz jacobiana de f en el punto x( y se denota
por f'(xq).

Ejemplo 2.1.1. Sea f : R? — R3 definida f(z,y) = (e*,2* +y,22%y?). Calcular la
matriz jacobiana en el punto (1, 3)

Solucion:

dfi(1,3 -

10(3: ) = yelug = 3¢’

= Vfi(1,3) = (3¢%, ")

afl(lvg) _ xezy‘ _ 63

dy (1,3)
0f2(1,3)

= V/f5(1,3) = (2,1

on1y 5(1,8) = (2,1)

dy (1.3) —
af3(173> 2.2

= 6 ](1,3) =54
060.3) _ s | =12

oy Ylas T

Asi pues, la matriz jacobiana en el punto (1,3) es:

3e3 €3
2 1
54 12

Para facilitar la comprension, vamos a desarrollar lo que resta de este apartado para
el caso de funciones de dos variables y dos componentes. Si f = (fi, fo) es diferenciable
en (xo, o), sus dos componentes son diferenciables en dicho punto y, por tanto, existen

los gradientes V f;(xo,y0) (i = 1,2). La matriz jacobiana de f en el punto (xg, yo) tiene la
forma

o) w00
/ o 05 Yo y 0, Y0
t'(z0,90) = 0fs 0,

or (z0,%0) a—y(xo,yo)

Si necesitamos un valor aproximado de la diferencia f(zo+Ax, yo+Ay) —f(xo, v0), para
valores pequenos de Ax y Ay, basta recordar que cada componente f;(zo+ Ax, yo+Ay) —
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2.1. Funciones vectoriales diferenciables 25

f(x0,90) de la diferencial vectorial anterior puede aproximarse por df;(zo, yo; Az, Ay) =
V fi(zo,y0) - (Az, Ay), puesto que cada f; es diferenciable en (zg,yo). Si definimos la
diferencial de la funcién vectorial por

df1 df1

a—(ivo, yo) _(9507 yo)
. ; x dy
2 2

%(xoa%) a—y(ﬂﬂo»yo)

entonces la diferencial es un vector cuyas componentes son aproximaciones de las cor-
respondientes componente f(xg + Az, yo + Ay) — f(xg,yo) y dichas aproximaciones son
mejores cuanto mas pequenos son los incrementos de las variables independientes Ax y

Ay.

El caso de funciones vectoriales de una variable real presenta una particularidad que
destacamos a continuacién. El nimero de componentes es indiferente pero, para simpli-
ficar, consideraremos una funcién f : z € D C R — f(z) = (fi(z), f2(z)) € R? Sus
componentes f; y fo son funciones reales de variable real. Si xy es un punto interior de
D, tiene sentido considerar el limite siguiente:

lim 1) = £(20)

z—xo X — T
Caso de existir, se denota por f’(zq) y recibe el nombre de derivada de f en el punto
xo que es un vector de R%. Es facil probar que el limite de una funcién vectorial es el
vector cuyas componentes son los limites de cada componente de la funciéon. Por tanto,
en nuestro caso tenemos:

T GOl {C) (Hm @) = filwo) o i) - fl(%)) |

T—xo r — T

T—I0 r — 2o T—T0 r — T

Vemos, pues, que f es derivable en xy cuando lo son sus componentes y se verifi-
ca f'(xg) = (f{(x0), f45(x0)). La matriz jacobiana de f es la matriz columna f'(z¢) =
(f1(xo), f5(x0))". Entre las funciones vectoriales de una variable, el concepto de derivada
de una funcién en un punto es de mayor interés y se usa mas a menudo que el de matriz
jacobiana; por ello, reservaremos la notacién f'(xq) = (f{(xo), f4(x0)) para la derivada de
f en xg.

Una ecuacién del tipo r(t) = (x(t),y(t)) con t € [a,b], puede interpretarse como las
ecuacion paramétrica de una curva plana. Vamos a mostrar que el vector derivada r'(to)
es un vector tangente a la curva en el punto r(fy). En efecto, el cociente incremental

r(t) —r(to)
t—ty
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26 Capitulo 2. Diferenciaciéon de funciones vectoriales

es un vector con igual direccién y sentido que r(t) — r(tg), si t > to; en cambio, si t < t,
el sentido es el contrario. En cualquier caso, el cociente incremental es un vector paralelo
a la cuerda de extremos r(t) y r(ty), y dirigido en el sentido en que r(¢) recorre la curva.
Al tomar limite cuando ¢ — %, se obtiene un vector tangente a la curva en el punto r(ty)
y dirigido en el sentido mencionado.

Terminamos este apartado haciendo notar que la matriz jacobiana de una funcién
escalar no es otra cosa que el gradiente, y si la funcién escalar es de una sola variable,
entonces la matriz jacobiana tiene un unico elementon que es la derivada ordinaria f’(zo).

2.2. Propiedades de la diferencial de campos vecto-
riales.

Las propiedades de la diferencial de funciones vectoriales son las mismas que las de
funciones de varias variables escalares.

También podemos extender la regla de la cadena estudiada en cursos de Célculo.

Teorema 2.1 (Regla de la cadena). Sean f: D(f) CR" - R™ y g : D(g) C R™ — RP,
con f(D(f)) C D(g). Sif es diferenciable en xo € D(f) y g lo es en f(xq), entonces gof
es diferenciable en x¢ y se verifica (g o f) (xo) = g'(f(x0)) - f'(x0).

Es importante destacar que el teorema precedente afirma que la matriz jacobiana de
la funcién compuesta es el producto de las matrices jacobianas de g y f.
Ejercicio 2.2.1. Sean:

fiRZ =R f(u,v) = (u+v,u,0?)
g:R*—=R* g(z,y) = (2*+ 1,97

Calcular la derivada de fog en (1,1) usando la regla de la cadena.

En las aplicaciones nos solemos encontrar a menudo con el problema de realizar cam-
bios de variables y tener que reescribir la relacién o ecuacién que verifican las vari-

ables primitivas en las nuevas variables. Supongamos que tenemos z(yi,¥s2,...,Yn) v

que cada y; = y;(z1,x9,...,%y). Si tenemos una ecuacién o relacién en la que aparece
0z . . . - 0z .

5 (t=1,2...,n) y quisiéramos poner la ecuacién en funcién de e (j=12...,m).
Yi x;

Aplicando la regla de la cadena se tiene

0z 02 Oy =1,2,...,m
ax]_lZIayl 81‘3’ j_ » &yt
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2.3. Plano tangente a una superficie 27

Ejercicio 2.2.2. De cierta magnitud T se conoce que verifica la siguiente relacion en
deriwadas parciales en coordenadas polares

‘o 8T+ cosw OT 0
nw-— — =
dp p  Ow

Calcular la ecuacion que verifica T en las coordenadas cartesianas.

(2.1)

2.3. Plano tangente a una superficie

El lugar geométrico de los puntos del espacio que verifican la ecuacién

fla,y,z) =0

es, en general, una superficie S, pues se trata de un conjunto de puntos con dos grados de
libertad. En efecto, pueden escogerse los valores de x e y libremente y el valor de z queda
determinado por la ecuacién. Esta recibe el nombre de ecuacién implicita de la superficie.

Vamos a probar que, si (g, Yo, 20) es un punto de S, V f(xo, yo, z0) es un vector per-
pendicular al vector tangente, en dicho punto, a cualquier curva contenida en la superficie
y que pasa por (xg, Yo, 20). Sea, pues, r(t) = (x(t),y(t), z(t)) (t € [a,b]) la ecuacién de una
curva que estd contendida en la superficie S y que pasa por el punto (g, yo, 20). Entonces
existe ty € [a, b] tal que r(ty) = (z(to), y(to), 2(ty)) v se verifica

f(z(t),y(t),z(t)) =0, para cada t € [a, b].

Si F(t) = f(r(t)), entonces F(t) = 0, para cada t € [a,b]. Por tanto F'(t) = 0,para todo
t € [a,b]. En particular, F'(ty) = 0. Ahora bien, aplicando la regla de la cadena se tiene
que F'(tg) = Vf(r(tg)) -r'(to)". Por tanto, queda probado que V f(r(to)) y r'(to) (el vector
tangente unitario a la curva en (zg, o, 20)) son perpendiculares.

Esta es la razén por de que se defina el plano tangente a la superficie f(z,y,2) = 0
en el punto (zg,yo,20) como el plano que pasa por dicho punto y es perpendicular a
V f(xo, Yo, 20). Su ecuacion tiene la forma
of of

%'($—$o)+a—y'(y—yo)+%'(Z—ZO)ZO»

donde las derivadas parciales de f se toman en el punto (zg, Yo, 20)-

Si la ecuacién de la superficie viene dada en forma explicita por z = F(z,y), podemos
pasar a la forma implicita poniendo f(z,y,2) = F(x,y) — z = 0. De acuerdo con lo que
acabamos de ver, el plano tangente en el punto (xg, yo, F'(xo, o)) tiene por ecuacion

OF

%(l’oayo) (= @0) + g_j(iﬁoayo) (Y —yo) + (=1) - (z = F(z0, %)) =0,
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28 Capitulo 2. Diferenciaciéon de funciones vectoriales

0 oF 0 oF 0
ya que —— f_ f —f = —1. Por tanto, la ecuacion del plano tangente adopta

or Oz’ 8y 6y Y 92

la forma final

oF oF
2z = F(x0,90) + %(xoyyo) (x — o) + a—y(xoayo) (Y — o),

que es la misma expresion que hemos obtenido al estudiar el concepto de funcion diferen-
ciable de dos variables.

Ejemplo 2.3.1. Calcular el plano tangente a la superficie z = x2+y? en el punto (0,0,0).

0z

E» —(0,0) = 0. Como z(0,0) = 0, la ecuacién
Y

Solucion: Haciendo calculos resulta — 02 (0,0) =

ox

del plano tangente es z = 0.

Paraboloide z:><2+y2 y su plano tangente z=0

0%

.‘ R0 )
‘:‘ .‘::,::mo,'
A

§ &

SRR
‘.J:““‘“:“'3°:°:3:3‘o‘:3.‘o"o'o‘: i
A Rusissnd ‘m‘m.o Yot
N RS " 5o X ,o‘o‘o X ‘c'c 'l,'ll,,”’lt//
R N \‘\\ .\ “ t‘o‘:.‘ ,:"', 'NI,I oyl

AR
X0
D)

R
RIS

Finalizamos el apartado destacando una propiedad de V f en relacién con las superficies
de nivel de f. Dada una funcién f de tres variables f(x,y,2) = ¢ es la solucién de una
supeficie de nivel. Si (xg, %o, 2z0) es un punto de dicha superficie, del mismo modo que
hemos probado que V f es perpendicular a la superficie f(x,y, z) = 0, puede demostrarse
que V f(xo, Yo, 20) es perpendicular a la superficie de nivel.

2.4. El jacobiano

En este apartado consideramos funciones vectoriales con n variables y n componentes.
En tal caso, la matriz jacobiana es una matriz cuadrada de orden n y tiene sentido calcular
su determinante que recibe el nombre de jacobiano de la funcién en el punto en custion.
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2.4. El jacobiano 29

Definicién 2.3. Sea f : D C R" — R", una funcion diferenciable en xo € D. Se define
el jacobiano de f en xy como el determinante de la matriz jacobiana f'(xg) y se denota

por
oh on | of
Ory  0xy ox,,
, A(f1, far - fn)
det<f (XO)) - a(xl,l’g,"',xn) - . . : .
Ofn Ofn Ofn
0xr; 0xo oz,

Siy = f(x) también suele usarse la notacién

6(y1, Y2, ... 7yn)
O(z1, 9, ..., Ty) (x0)-

Ejemplo 2.4.1. St x =rcosa e y = rsena, entonces

sen « T Ccos &

cosQ —Tsen o '
=r

Las dos propiedades fundamentales del jacobiano son las siguientes:

(1) Sif es diferenciable en x( y g es diferenciable en g(x,), entonces el jacobiano de la
funcién compuesta g o f es el producto de los jacobianos, es decir, se verifica

021,20, ., 2n)  O(21,22,...,2,) . O(Y1,Y2, -+ Yn)

(1,22, xn) O, Y2, Un) O(T1, T2, ..., 2,)

donde z = g(y) e y = f(x).
(2) Si f posee inversa diferenciable, entonces se verifica

a(ylay% s 7yn) . 8(:151,362, cee 7xn)
a(xlax%"-awn) a(y1>y27"'ayn)

donde y = f(x).

Ambas propiedades se deducen facilmente a partir de la regla de la cadena y del
hecho bien conocido de que el determinante de un producto de dos matrices cuadradas
es el producto de los determinantes de ambas. La segunda es consecuencia directa de la
primera.

Ejemplo 2.4.2. Sean u = J yv=x*+y? calcular
x

I(u,v)’
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30 Capitulo 2. Diferenciaciéon de funciones vectoriales

d(u,v)
d(z,y)

Solucion: Lo més cémodo es calcular el jacobiano

obtenido:

y después invertir el resultado

0(u,v) ‘ Rl N PP I

2z 2y

Entonces el jacobiano que buscamos es igual a , por la propiedad segunda.

-1
20 + 1)

Un céalculo sencillo permite obtener las variables z e y en funcién de v y v. Concreta-

mente
) )
T=4/—— =
1+ u?’ y 1+ u?

Con estas expresiones de x e y, ahora podriamos obtener el jacobiano

O(z,y)
O(u,v)
pero es mas simple el camino anterior, calculando el jacobiano de la funcién inversa y
aplicar posteriormente la segunda propiedad.

directamente,

2.5. Derivacion de funciones definidas implicitamente.

2.5.1. Caso de una ecuacion con dos variables

Una ecuaciéon del tipo F(x,y) = 0 se puede interpretar como la ecuacién en forma
implicita de una curva en el plano OXY, ya que el conjunto de los puntos que verifican
la ecuacién poseen un grado de libertad (se pueden escogar los valores de = libremente y
los de y quedan determinados por la ecuacién). Este tipo de ecuaciones pueden dar lugar
a diferentes situaciones, como se puede observar en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.5.1.

(e) F(z,y) = z* +y* + zy — 3 = 0. Se observa que (1,1) wverifica la ecuacion, pero
podemos despejar ninguna incognita en funcion de la otra.
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2.5. Derivacién de funciones definidas implicitamente. 31

Teorema 2.2 (De la Funcién Implicita). Sea F' una funcion de clase uno en un dominio
D C R? y sea (xg,yo) € D un punto tal que F(xg,70) =0y F,(r0,90) # 0. Entonces existe
un entorno E de xo de modo que sélo hay una funcion y = y(x) definida implicitamente
en dicho entorno por la ecuacion y verificando y(xg) = yo. Ademds, esta funcion tiene
derivada continua en cada punto de E.

Suponegamos que y = y(z) es una funcién definida implicitamente por la ecuacién
F(z,y) = 0y queremos calcular y'(z). Vamos a ver que podemos encontrar y'(z) aunque
no dispongamos de la forma explicita de y(z). Basta observar que F(z,y(x)) = 0, para
cada z € E (E es el dominio de y(x)). Entonces la derivada de F'(x,y(z)) respecto de x
es cero en F. Para obtener esta derivada no hay mas que aplicar la regla de la cadena
para obtener

oF n or dy
or Oy dx
para cada x € E. Esta ecuacién permite obtener
oF
Dz
, —_— ——
Ay

F
expresion valida para cada x € E siempre que a—(az‘, y(x)) #0.

Y
Nota: Notese que este teorema es un teorema estrictamente local para las soluciones de
F(z,y) = 0 en un entorno de una solucién inicial (xg,yo). No indica cémo hallar esa
solucién inicial ni cdmo se determina una expresién explicita para y = f(z).

Ejercicio 2.5.1. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x*+y? =
r? en el punto (xg,%), siendo yo > 0. Calcular el valor de y'(0).

2.5.2. Caso de una ecuacion con tres variables

La ecuacién F(z,y,z) = 0 define una superficie de forma implicita. Para saber si la
ecuaciéon define a z como funcién implicita de las variables = e y, en un entorno de un punto
(20, Yo, 20) que verifica la ecuacién, acudiremos a un teorema similar al que acabamos de
ver.

Teorema 2.3. Sean F' una funcién de clase uno en un abierto C R3 y (xo,v0,20) € D
un punto tal que F(xo,Yo0,20) = 0 y F.(o,%0,20) # 0. Entonces existe un entorno E de
(x0,Y0) de modo que sélo hay una funcion z = z(x,y) definida implicitamente en dicho
entorno por la ecuacion y verificando z(xo, yo) = 20. Ademds, esta funcion tiene derivadas
parciales de primer orden continuas en cada punto de E.
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32 Capitulo 2. Diferenciaciéon de funciones vectoriales

De hecho, existe un Teorema general de la Funcién Implicita, valido para una ecuacién
F(zq,...,z,,x,41) = 0. En este caso, si se quiera que la ecuacién defina implicitamente
a la variable x,.1 como funcién de las restantes en un entorno del punto xg, el Teorema

exige que F Jlfn-&-l no se anule en dicho punto.

Ejemplo 2.5.2. La ecuacion y?> + xz + 2> — e* —4 = 0 define a z como funcion implicita

dz 0
de x ey en un entorno del punto (2,0,0). Calcular —Z, =
ox” Oy
Solucion
OF OF
— =r+2z—e = — =1 # 0. Luego F define a z como funciéon implicita
0z 2 | (2,00

de z ey (2 = f(x,y) en un entorno de dicho punto.
v +af(z,y)+ fle,y)? —e/W —4 =0

Derivando respecto de x

of OF w9 _ of  few)y
f(x,y)+xax+2f(x,y)ax e, =0 = ax(x+2f(fc,y) el ) = —f(x,y)
Luewo 2 = =%
1ee Or x+22—e*

0 —2
Anéalogamente —f -
dy x+2z—¢€*

2.5.3. Caso de un sistema de ecuaciones

En primer lugar, vamos a estudiar el caso de un sistema de dos ecuaciones y tres
variables. Consideremos el sistema

F(z,y,z) =0,
G(z,y,z) =0,

y nos planteamos la cuestién siguiente: ;qué condiciones deben verificar F'y G para que
el sistema defina implicitamente a x e y como funciones de z. Antes de var la respuesta a
esta pregunta, es conveniente considerar el caso de un sistema lineal

(2.2)

a4+ by +ciz =0,
1 1 1 (2.3)
asx + boy + coz = 0.

a1

Es concocido del Algebra Lineal que, si el determinante A = # (0 entonces

(05} b2
en el sistema (2.3) z e y estan determinadas (de manera tnica) en funcién de z por las
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2.5. Derivacién de funciones definidas implicitamente. 33

relaciones siguientes:

—c1z b a; —Ci12
—Coz by Ay —CoZ
S N Y N

. I(F,G) . : :

Noétese que A no es otra cosa que 8(—)’ es decir, el jacobiano de (F,G) respecto de
T,y
: : . . .., O(F,G)
las variables x e y. Por tanto, en el caso lineal, si se verifica la condicién m £ 0,
T,y

entonces el sistema definie a x e y como funciones de z. Pues bien, en el caso general
ocurre exactamente lo mismo, sélo que expresan x e y en funcion de z. Concretamente,
se verifica el siguiente resultado.

Teorema 2.4 (Teorema de la funcién implicita para sistemas). Sean F' y G funciones de
clase uno en un abierto D C R3 y (z0, Yo, 20) € D un punto tal que se verifica el sistema

IF,G , :
(2.2) y ﬁ(ﬂfo, Yo, 20) # 0. Entonces eziste un entorno E de zy de modo que el sistem
T,y
(2.2) define implicitamente (de manera tinica) en dicho entorno a x ey como funciones
de z (xr = x(z), ey =y(z)), verificando x(z9) = x¢ e y(20) = yo. Ademds, estas funciones
tienen derivadas de primer orden continuas en cada punto de E.

—2 2
Ejemplo 2.5.3. Las dos ecuaciones 22:2 0 Y } definen a u y v como funciones de
Oou Ou Ov Ov
x ey. Halloar —, —, —, —.
4 Ox’ Oy Ox Oy

Solucion:

Derivando las expresiones anteriores respecto de x, se obtiene:

2:—2u@ + QU@ ‘ 2 2
ox ox ou 0 w| 2u B u
OZU@—FU@ i%_ ‘ —2u 2v —2u2 — 202 W +0?
ox ox v
‘ —2u 2 ’
Anélogamente: @ = v 0 = —2v -
ox ‘ —2u  2v —2u? — 202 u?+v?
v

. . ) ou v ov u
Hacemos lo mismo para la variable y, se tiene: — = ———, — = ——.
dy uw?+v? Oy u?+ 02
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34 Capitulo 2. Diferenciaciéon de funciones vectoriales

Ejemplo 2.5.4. Si u se elimina entre las dos ecuaciones x = u + v, y = u-v?, llegamos
a una ecuacion de la forma F(z,y,v) = 0 que define a v como funcion implicita de x e y.

ov v
Hallar —, —.
W e oy
Solucion:

u=r—v=y=(z—v=>y=x0> 0= F(z,y,v) =0& y+ 0> —z0v?=0.

Derivando respecto de x se obtiene:

v v v ov v
2 ? - v = — — %)== — = ——.
3v o TV 0= axv(?)v ) =v = %~ 30— 22
Anélogamente, derivando respecto de y se obtiene:
v ov dv  Ov 1
1430 — 20— =0=>1= 200 -3?)—— = — = ————.
o dy xv@y (2zv = 3v >8y dy  2xv — 302

Para finalizar, enunciamos el teorema de la Funcién Implicita para un nimero cualquiera
de variables (tanto independientes como dependientes).

Teorema 2.5 (Teorema de la Funcién Implicita). Consideremos las m ecuaciones :

Fl(xlwrQa"'71‘717217227"'72771) =0
FZ(xlnya"'7xn7Z17227"'azm) =0
Fm(xla-r?a'"axnazbz%"'azm) =0
tal 8(F17F27”.7Fm) 0 l ¢ ) end )_ 0 .. 0o .0 ... 0
ales que — # 0 en el punto (X, z9) siendo (Xo,20) = (7, -, xp, 27, 2)-
(217227”'7’27”) . . .
Entonces, las m ecuaciones anteriores definen a las variables zy, 2o, - - - , 2, como funciones
de las variables independientes x1,xq, - - -, Ty, €s decir, z; = fi(xy, -+, x,), i =1,2,--+,m

en un entorno E de (xg,z¢). Ademds estas funciones tienen derivadas parciales continuas
en .
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2.6. Ejercicios Propuestos.

2.1 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién: F' : R? — R2? definida como

F(z,y) = (fi(z,y), fo(z,y)) donde:

2xy? . zy .
— si(z, 0,0); ——, si(2,y) # (0,0);
filz,y) = 2> +06y° @) # (0,0) folz,y) =< Vo +y? !

0 si (x,y) = (0,0) 0 si (z,y) = (0,0)

2.2 Sean las funciones f : R® — R? y ¢:R? — R2, definidas por:
fz,y,2) = (sen(zy + 2), (1 +2°)%) v g(u,0) = (u+e’,v+e").

(a) Demuéstrese que f es diferenciable en (1, —1,1) y calctilese D f(1,—1,1).
(b) Demuéstrese que g es diferenciable en (0, 3) y calctlese Dg(0, 3).
(c) Calcilese D(go f)(1,—1,1).

2.3 Sean f : R? - R3 y ¢ : f(R?) — R? siendo f(z,y) = (", 2 —y,2?) ¥y
9(u, v, w) = (u”,sen(v + w))

Pruébese que f es diferenciable en (0,0), que g es diferenciable en f(0,0) y que
h = go f es diferenciable en (0,0). Calcilese Dh(0,0).

2.4 Demostrar que la funcién z = f(x —at)+g(z+at) siendo f y g derivables dos veces,

. ., ) ) 0%z , 022
satisface la ecuacion de vibraciones de la cuerda ET =a 92
iy

2.5 Si se realiza el cambio de variables dado por u = 2% + y* y v = xy, encontrar la

0
forma que adopta en las nuevas variables la ecuacion ya— + xa—f =0.
T Y
: . of 0f .,
2.6 Se considera la ecuacion —— = ——. Encontrar la forma que adopta la ecuaciéon en

T Y
las nuevas variables v y v, dadas por x =u+ v, y = u — v.

2.7 Comprobar que el plano tangente en cada punto de la superficie 22 + y* = a® tiene
en comun una recta con ella.
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2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

Capitulo 2. Diferenciaciéon de funciones vectoriales

Si y = y(z) es una funcién definida implicitamente por z2 + y3 + ¢¥ = 0, calcular ¢/
e ¢y’ en términos de x e y.

La ecuacién = + z + (y + 2)? = 6 define a z como funcién implicita de = e y, sea

_ of of o*f
z = f(x,y). Calcular 90’ By’ 900y

Comprobar que la ecuacién z* + y* + xy — 3 = 0 define implicitamente a y como
funcion de x en un entorno de (1, 1). Si y(z) denota dicha funcién, calcular y”(1).

La ecuacién 2 + 93 + 23 — 32 — 3y + 2z + 4 = 0 define a z como funcién implicita de
2

x e y. Calcular el valor de a—z en el punto (1,0, —1).

ox

2 2
Calcular la ecuacién de la recta tangente a la elipse T + LA 1, en el punto

16
(1,2V/3).

Comprobar que el sistema siguiente define a x e y como funciones de z en un entorno
de (1,1,1,). Calcular z'(1) e ¥/(1).

Flr,y,2) =23 +9y*+ 23— 22— 1 =0,
G(z,y,z) =2yz —1=0.

r+y+t=1,
2+ 3+ 171,
ciones de ¢ en un entorno de (1,0, 0). Si z(¢) e y(¢) denotan dichas funciones, obtener
el vector tangente de la curva de ecuaciones paramétricas x = x(t) e y = y(t) en el
punto t = 0.

Probar que el sistema define implicitamente a z e y como fun-

22—y - 22 +u=0,

El sistema vz 4+ yut1=0,

} define a z y u como funciones implicitas de x

2

e y en un entorno del punto (z,y, z,u) = (%, —%, —1,1). Calcular el valor de 352 0
x
11

el punto (5, —3).
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