Universidad de Chile
Depto. de Ingenieria Matemdtica

Pauta Control #2
MAZ22A - Célculo en Varias Variables — Semestre Verano 2006
Profesor: Marcelo Leseigneur P. Fecha:
Auxiliar: Renzo Liittges Cintolesi 04 de Enero de 2007

Pregunta 1:

a) Se pide resolver la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

0z , 0z
x—+y—=0
0x y@y
., X = pcoso
Para ello se recurre a la transformacion a coordenadas polares dada por: V= psend

Planteando adecuadamente el problema, se pide pasar la ecuacién diferencial parcial a coordenadas
polares y resolverla. A partir de lo anterior entregue una solucién particular que no sea un
polinomio ni la funcién nula.

Solucion:
2—i = S—Zg—iJr%% = Cos 92—;—5629%
g—; = sen92—2+c059 p% . Reemplazando en la ecuacion obtenemos:
x%—i—y(g—; = pcoso COSQS—Z— SEZQ% +psen0 sen92—2+cos@p%
= pg—jz 0 = z=f(0) .Porejemplo: z=tan(0) .

b)Sean f:R’->R y g:R*—IR dos funciones clase C? en sus respectivos dominios.

Considere la funcion w = f(x,y,z) con z=g(x,y)
Aplicando la regla de la cadena y derivando tenemos:

Ow _0wdx Owdy 0w 0z
0x Ox Ox Oyodx 0z Ox

Ahora bien, como g_x =1y 8_y =0 , obtenemos que:
X X

ow Ow Ow 0z o ow 0z
— = —t—== 1 1 1 —— =0 . 1 '
ox Ox 0Oz ox 0 cual implica que 37 Ox Comente este resultado



Solucién:

El error estd en la ultima linea, donde se cancelan las derivadas parciales con respecto a la primera
componente de la funcién w , ya que denotan la derivada de funciones distintas. Para evitar
confusiones la funcién denotada como w a la derecha de la igualdad podria ser denotada por f.

Para ilustrar, un ejemplo: Supongamos f(x,y,z)=x+y+z , g(x,y)=—x .Entalcaso
w=flx,y.glx,y))=y .

Luego Z_;V =0 y sin embargo 2—§ =1 ,luego no se pueden cancelar.

c)Sea a € R fijoynonulo. Seaademds f € C?(IR,IR) . Se define

F(x,y)=f

x2—qa?

Ty

Encuentre las funciones f tales que V (x,y)€ RX(0,0) , V2F(x,y)=0 .
Solucion:
2__ 42

Sea g(x,y)= +y .conlo cual

O0g _2x _ 028 2

ox y 0x?

g _, x¥—-a> _, g o2g _ ,(g=y) -

E—l— R —; = 8y2_2 = . Por otro lado:

oF . 0g 0’F wologl 8

- = -2 = =

Pyt 2 52 85 f()ax2

02F 8g g

=f" —= . Luego
Gor =)k s 1LE Lueg
82F 02F . 4x2 (2 2y 2(g—
V2 = — (g) (2y—g8)? Lr(e) 2y (e=y)|_
ox7 oy? y? y? y? y?

Donde acomodando los términos:

4x2 (2y—g)? 2—4a2 2y 2(g— 2

y); +( yyzg) = (g yza) y_};+7(iz ) —y—f . Con lo cual:

n _2g
V2F = f"(g)lg?—4a?|+f'(g)2g|]=0 = f,(g) = . Integrando obtenemos:
k, k, 1
f'(g)= =— - . Integrando nuevamente llegamos a:
—4a? 4d4a|g—2a g+2a

k
flg)= 4—‘{1n(g—2a)—1n(g+2a)}+k2




Pregunta 2:

a)

Una de las primeras y quizds mds ampliamente conocida de las
1 leyes de Newton es la famosa ley de Gravitacion Universal.
(x-7) La ley dice que si tenemos 2 particulas una de masa m en X'y
otra de masa M en Y, la fuerza que actda sobre la primera es:
m

Donde y es laconstante de gravitacion universal.

Si x(t) es la posicion en el espacio de una particula de masa m que se mueve bajo la accion de la
fuerza gravitatoria, debida a una masa M fija en el origen.

Pruebe que la energia E (1) = %Hx’(t)

E'(t)=m<x"(t),x'(t)>+y

=<F(t),x

(t)>—<F (1), x'(t)>

“Z_Yﬁ es conservada, es decirque E'(t)=0 .

Indicaciones: - Use la Segunda ley de Newton F =mx"’
= Vex, x>
Solucion:
. . Mm
Si la masa M est4 en el origen la fuerza toma la forma: F(t) = —y H <t)H3x
X

Ademds sabemos que %<x(r),x(t)> =<x'(t),x(t)>+<x(t),x"(t)>=2<x"(1),x(t)> .

M
Luego la energiaes: E(f) = ﬂ<)C'<l),x "(1)>—y “ . Derivando:

2 Vex(t), x(1)>

I
o




b)
Considere la siguiente ecuacion en derivadas parciales:
0°u 0%u 0% ou ou

A—+B +C——+D—+E—+Gu=0 (¥
0 x? 0x0y 0 y? 0Xx oy . *)

Se desea utilizar el cambio de variables y = ¢**"#.y .

1) Exprese la ecuacion entregada en términos de las derivadasde v .
ii) Determine las condiciones que deben cumplir las constantes A,B,C,D,E y G tales que para
xy B escogidos adecuadamente , se anulen los términos correspondientes a las derivadas
de primer orden en la ecuacion transformada.

O0%u 0% O  Ou, Ou_ Esto es
0x? 0x0y 0y> Ox Oy . ’

encuentre los valores de  «y f que anulan las derivadas de primer orden en la ecuacion

1i1) Aplique su resultado a la ecuacion

transformada.
Solucion:
i)Sea h(x,y)=e*"""" ,conlo que:
oh oh oh oh
— =«h —=«h —=Bh —=8h .
ax X b axz X ) ay B B ayz B

Ademds tenemos u = hv . Derivando usamos la regla del producto:

ou_oh, 4 0v_,

— = o<v+a—v
ox Ox 0x

o0x

y aplicdndola nuevamente obtenemos:

02u  0%h Oh Ov 02v ov 0%

= —_—— = 2 e 1
o2 ox2 v+28x 8x+h8x2 h| x V+20(6x+6x2 . Andlogamente ...
02u _ 0%h Ohov L 0%v ov 02v

= —v+2——+h =h|B2v+2B—+
0y oy Tayay "oy (B‘) Bﬁy ay?
O _ 0% 0hov 0hdv 0% [ o 0v cov o
0xdy 0x0y Ox0y 0Oyox 0xO0y oy 0x O0x0y

Luego la ecuacién (*) queda:

ov 0%v ov ov 0%y ov 02%v
Ah|o2v+2 a—+ +Bh toa——+p—+ +Ch|B2v+2B—+ +
xy “ax 0 x? By “ay B@x 0x0y Aty Bay 0 y?
Dh av+% +Eh|B v+g—; +Fv =0 . Donde los términos que acompafian a las derivadas

de primer orden son: (2aA+BB+D) y (2BC+Ba+E) .

.. g . . _ 200A+BB+D=0
ii) Luego la condicion para que se anulen las derivadas de primer orden es: 2BC+Ba+E =0

iiiy A=1 B=—1 C=2 D=E=1 = B=1+20 _, (X:—_S ’ B_—3
x=1+48 7 7




Pregunta 3:

a) Se diceque F:AclR"—IR" esuna funcién potencial (0 un campo gradiente vectorial) si existe
f:AcR"—>R declase C? talque F(x)=V f(x) .Porotrolado, la curva
¢:BcR—R" esunalineade fluyjode Fsi ¢'(r) = F(¢p(r))

i) Muestre que F:IR*—> R’ definidapor F(x,y)=(—y,x) NO es una funcién potencial.
i) Muestre que la fuerza electrostitica Coulombiana actuando sobre una carga de magnitud ¢
en la posicion X debido a una carga de magnitud Q en el origen, dada por:

Fx) =224 £EQq

H X es una funcién potencial con f(x) = — HXH

I
iii) Considere F:R*—R*> definidapor F(x,y)=(x,—y) .Determine ¢,,¢,:R—R
tales que (1) = (p,(7), p,(#)) seauna linea de flujo de F. ;Qué curva describe el
camino ¢ (1) ?
iv) Dibuje F(x,y) sobre el camino que pasa por (1,1).

Solucion:

. . 0 0

i) Supongamos que existe f tal que F(x)=V f(x) ,luego a—f =-y , % =x .Locual
X

implica, por una parte que f = —xy+k,(y) yporlaotra f = xy+k,(x) .Igualando ambas

expresiones: Kk, (y)— kz(x) = 2xy . Pero no existen dos funciones dependientes cada una de una

sola de las variables tales que su combinacion lineal sea el producto de estas, y por lo tanto f no

existe.

EQq
IxIf

—£0¢q

Vex, x>

£0q

3/2
<x,x>

=V

ii) Basta calcular V f = V|-

Luego F es un campo gradiente vectorial.

iii) Necesitamos que ¢ '(¢) = F(¢(z)) , lo que por componentes resulta en el sistema:

b =d ¢, = ke
‘;bz':_d)z ¢02:k2€7x
ésta (es por eso que se le llama linea de flujo de F). La curva que pasa por (1,1) es cuando
k,=k,=1 1y sevecomo en el grifico:

. Al evaluar F sobre esta curva, los vectores resultan tangentes a

1.0

09

0.s

0.7 ™

06 a

0.5

0.4 =

10 1258 15 175 20 225 25 275




2
X —xr?

b)Sea F:|l,;0/»R definidapor F(x)= [ —dr .

i) Encuentre F'(x)
ii) Claramente F(x)> 0 ¥ x>1 .Explique por qué F estd acotada en { 1,00 .

Indicacién:

v —wi?

1. Considere G(u,v,w)= f 2

u

dt

2. Asuma cumplidas las hipétesis para aplicar la regla de Leibniz:

b

b
Si q‘b(x):ff(x,t)dt con ¢:R'-R y f:R"™' IR entonces: % f@—f dt

a 1

Solucién:
v —wi?
i) Consideramos G(u,v,w) = f
u

fundamental del calculo obtenemos:

0G __¢ 0G _ e . Ademas de la indicacion: Z—G = —f te ""dr .

b

ou u ov v w ’

dt 'y g(x)=(x,x2,x) .Usando el teorema

Luego, dadoque F(x)= Gog(x) ,porreglade la cadena:

6G, \ou 8G, dv oG, ow _ ™ ™M n 3 e .

Fr - 4= e _ +2 _ ¢ xtdt:_ X X
(%) 6u(g)8x 8v<g)6x 8w( )ﬁu x T { ¢ 2x(e ¢
ii) Puestoque x>1 , x2>x y laintegral de F es positiva, porloque F(x)> 0 . Asimismo

—x<—x? > ¢ “—¢ ¥ = F’(x)<O .Luego F es monétona decreciente y
F(x)<F(1) ¥V x>1 .LuegoF es acotada.




