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Pregunta 1:

a)Sean (X, Hx) e (Y, |||y) dos espacios vectoriales normadosy ¢:X—Y una
transformacion lineal. Pruebe que las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. ¢ escontinuaen 0.
2. AM>0 talque, Vxe X , |px), <My .
3. ¢ escontinua.

Solucion:
1=2 :Como ¢ escontinuaenO,existe o6>0 tal que si HxHX< 0 entonces

o )
H¢(X)HY<1 . Entonces, para x € X ,si x#0 , HMXX:5<6 . por o que
o
gy, <1 s oo o e ool <3l oon w=3

€
2=3 :sea x€X y €>0 .sitomamos 5:M entonces Hy—xHX<6 implica

lp ()= (xllly =llp(y=2)lly < Mlly=xlly < M5 =€ .

3=>1 :trivial.

b) Considere X = C[0,1| con la norma 171 = XSE‘?(RJ|f(X)| , Y =R ylafuncién
1:C[0,1]—>R definida como:

1

I(f) = f f(x)dx Pruebeque I(f) esunafuncién continua.

0

Solucion:
1 1

()= 1(f =] f(x)dx—[ folx)dx

0 0

< [ (x)= folx)|dx

J ()= folx))ex

1
<Hf—f0‘|fdx:||f—f0H<6:e .Luego I(f) es continua.
0




¢) Sean ahora X = C7[0,1] (el espacio de las funciones f:[0,1]—IR diferenciables con
derivada continua f'€ C[0,1] ) e Y =C|[0,1] .Esclaroque CZ[0,1]< C[0,1] ,asique
podemos vera C![0,1] como un subespaciode C[0,1] .

Definimos la funciéon  D:C![0,1|— C[0,1] como D(f)= f' .(aD sele conoce como

operador diferencial). Si utilizamos la norma uniforme ”f H = Sel[l(RJf (X)‘

1. (Es D Lineal?
(Es D continua?
3. (Contradice su resultado lo obtenido en la parte a) ? Explique.

Indicacién: al analizar la continuidad puede serle de utilidad considerar la sucesion

f.(x)= lsen(nZTrx) )
n

Solucion:
1. Es claro que D es lineal, pues la derivadaen IR lo es.

2. Probaremos que D no es continua. Consideremos la sucesion de funciones

1
fll= o f,—0 en (CJ[0,1] . Sinembargo
D(f,)=nmcos(n?mx) ,conloque HD(fn)

1
falx)= ;sen(nznx) . Como ‘

=nt ,luego D no es continua en 0.

3. Esto no contradice necesariamente a la parte a) , ya que una funcion lineal es necesariamente
continua sélo en un espacio de dimensidn finita, y en uno de dimensién infinita no tiene porqué
serlo.




Pregunta 2:

a) Relacione cada una de las siguientes funciones con su correspondiente grafico y curvas de nivel.

Solucion:
La correspondencia es:

[ilx,y) = 2x2+4y?

f2(x,y) = xysen(x)cos(y)

20 N
164 x

fi(x,y)=cosh(x+y)

'1:
Il, ’

fo(x,y)=(3x+x2)e™ e




lim

b) Determine la existencia de
(x,y)—(0,0)

de las siguientes funciones:

xcosy—ycosx—x+y si(x,y)#(0,0)

1. filx,y)= x2+y?
0 si(x,y)=(0,0)
x3+y3 si(x,y)#(0,0)
2. fo(x,y) =1 x24y2 4yt
0 si(x,y)=(0,0)
x‘y‘a si(x,y)#(0,0)
3. filx,y)= x4y +x2 (en funcibnde x €R )
0 si(x,y)=(0,0)
Solucion:
. 1= 1—
1. Como llmM — ,existeun o>0 tal que M<l si |z|<o . Por
o 22 2 22
otro lado podemos escribir f(x,y) como:
2 l1—cos(x) 1—cos(y)
_ x2 y2 luego para |x|<o y |y|<o , setiene:
flx,y)= ——
X<ty
X2 |y+y?| x| . . . .
1f (x, y)| < 22 < xl+ |yl = || x| . Luegosi 6 <min{o,e/2] se tiene la continuidad

x%+y?
de f en el origen.

p3(cos?0sen’ 0 cos’? Osen30
2. 1f(p,0)) = |[Polcos?Bsen )} |cos’ Osen
p2+p*cos*o 1+p2cos*0
30 f(x.y)l = xbP | xbl Nyt (aih ) =(x2+y4)ix1
’ xAytxz| o yrx? x2+y*

o 1

Luego si %—% >0=>a>2= (x2+y4)2 2,0 vy fes continua.

Ahora bien, para « <2 tenemos, tomando x=my? :
ox—=2
m|yl

m . Expresion que para «=2 y tomando

f(my?,y)=

Si « <2 laexpresion diverge al tomar hn(l) . Luego fno es continua.
y—

< plcos?0 sen’0|—0 luego f continua.

2

liir(l) depende de m.




Pregunta 3:

a) Seael espacio E =IR2 , considere la funcién: N (x,y) = sup(|x|,|y|.|x—y|) .
Muestre que N es una norma y dibuje la bola unitaria ( B(0,1)={x € E/ N(x,0) <1} ).

)

Solucion:

. O<N(x,y)<o puesparacada (x,y) ,Nentregaunmdduloen IR ,lo cual es norma.
2. N(x,y)=0=||=|y|=lx—y[=0=(x.y)=0

3. N(Ax,Ay)=sup(Ax|,|ay], A x—ay)) = A[-sup(|x], |y|, |x=y]) = A[-N (x, )

4. N cumple la desigualdad triangular pues para cada (x,y) , N entrega un méduloen IR que
cumple la desigualdad.

La bola unitaria resulta:

’
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08—

¢) Considere el espacio E = C![0,1] (las funciones de variable real sobre [0,1] con derivada
continua). Sea la funcién N :C![0,1|—IR definida como:

N () =1£ ()} sup [£(x)
1. Muestre que N es una norma.
2. (Es N equivalente a Hf\|w=xsélll(g”\f(x)| ?

Solucion:

N(f)= 0 pues esuna suma de médulos. Ademads es acotada pues toda funcién continua sobre
un intervalo compacto de los reales alcanza sus cotas.
Es trivial que f(x)=0 Vx = N(f)=0 .Ademis

N(f)=0= |f<0)‘ =0 A XSEU[(P)’”‘JC'(X”: 0" pues se trata de médulos. Luego
f'(x)=0V x= fconstante con f(x)=f(0)=0 = f=0 .

N(Af)=[A£(0)|+ sup \(Af)’(x)\=\A|[|f(0)l+ sup | £/ (x)|| =AIN(f)

x €[0,1] x€[0,1]

Ademas N cumple la desigualdad triangular porque es suma de médulos y estos la cumplen, donde
ademads el supremo funciona bien con las desigualdades.




x+y 2xy

D 2 2 .. . —
b)Sea f:R, —R,” definidapor: f(x,y) >

.Considere la sucesion X, de

IR2 definida por la recurrencia:

Xn+1 = f<Xn) vn ZO
XOZ(XO,yO) con Xx,>y,>0

1. Muestre que la sucesion estd bien definida.
2. Estudie la convergenciade X
3. De existir, determine su limite.

n

_x
Indicacién: Puede serle util para algunas partes estudiar la sucesién x,-y, .Con X.= y"
n
Solucion:
_ 2 xn—l yn—l . .
1. Veamos que y, = ———— no se indefine. Estoes, x,+y,#0 Vn
xn— 1 +yn -1

Esto se tiene pues X, e Yy, sonambos positivos, y f va del primer cuadrante de IR2 en este

mismo conjunto, con locual x, e Yy, son distintos de cero para todo n.

2. Mostraremos que X, es convergente mediante la convergencia de sus componentes X, ¢
Y, . Siguiendo la indicacién calculamos el producto:

2x, 1Y,

: = i i Y, = Vn
P—— =x, ,v,, andlogamente setiene X, y,= X,¥,
n—1 n—1

xn71+yn71
2

xl’l.yﬂ =

2
o X, X0 Yo _ %oYo
Con esto podemos escribir:  x, ., = BEY e y,= . Por otra parte, puesto que la
X, X

n

media arménica es siempre menor o igual a la aritmética, se tiene que y, <x, Vn , con lo cual

X +y .. .
”2 ~<x, .Luego x, esunasucesién decreciente, con lo

podemos demostrar que x, ., =

XoY
070 .
cual y,=—— escreciente. Veamos ahora que son acotadas:

n

X,>Y, por enunciado. Bastard ver que x,=>y,= x,,, =y, ,lo cual se tiene pues

X, Ty Yoty Yot Yo .
Xy =—F7— = = > =y, . Con esta cota conocida para x,
2 por hipotesis 2 y,creciente 2

) _XoYo _ XoYo
podemos acotar y, como sigue: y, = < = x, .Ahora tenemos:

Xy Yo
x, € R decreciente y acotada inferiormente

‘ _ = ambas convergen
v, € R creciente y acotada superiormente

3.Sean L, y L, loslimitesde x, e y, respectivamente. Tomando limite a ambos lados
de las igualdades:
X, ty, oI = L+L, _ %oYo X0Yo -

=] =

'xn+1 = 2 X 2 X y

L= \/Xo)’O :

n




