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INTRODUCCION

La luz (onda electromagnética) juega un rol central en la teorfa de la
relatividad. Su estudio desde un punto de vista cientifico comenz6 durante
el Renacimiento y alcanzd un alto grado de desarrollo con Isaac Newton y
Christian Huygens. Estos cientificos sustentaban hipotesis distintas acerca
de la naturaleza de la luz. Mientras Newton postulaba que la luz estaba
constituida por pequenos proyectiles que se movian con mucha rapidez, Huy-
gens visualizaba la luz como una onda. El medio en el cual se propagaba esta
onda recibio6 el nombre de éter y se suponia que jugaba un rol analogo al que
le corresponde a un medio elastico en la propagacion de un onda mecanica.

A comienzos de 1800 Thomas Young (1773-1829) observé por primera
vez, interferencia con haces de luz. FEste experimento fué crucial para la
aceptacion de la interpretacion ondulatoria de la luz. Posteriormente, en
1873, James Clerk Maxwell logré unificar las teorias de electricidad y mag-
netismo. Utilizando la nueva teoria unificada, predijo la existencia de ondas
electromagnéticas cuya velocidad de propagacion es la velocidad de la luz en
el espacio vacio

c=2.997924 x 10° m/s (1)

Trece anos mas tarde, en 1886, Heinrich Hertz logré generar por primera
vez ondas electromagnéticas con un dispositivo fabricado en su laboratorio.
Subsistia sin embargo el problema de detectar el medio en cual la luz se
propagaba. Si ese medio existia, deberian haber efectos fisicos medibles aso-
ciados al movimiento de la fuente luminosa o del observador con respecto al



éter — analogamente a lo que ocurre cuando una fuente de sonido se propa-
ga en el aire a velocidades cercanas a la del sonido (ondas de choque). Sin
embargo, este tipo de efectos no se observan con ondas electromagnéticas.
Incluso, se sustentaba la hipotesis que el éter podia ser un sistema de refe-
rencia absoluto y légicamente la tierra y todos los demas cuerpos tendrian
una velocidad dada con respecto a este sistema de referencia. Sin embargo,
en 1881, Albert Michelson y posteriormente Edward Morley en 1887, demos-
traron experimentalmente que la velocidad de la luz es independiente del
movimiento de la fuente y que su valor es ¢ = 2.997924 m/s. Este experi-
mento heché por tierra, definitivamente, la idea del éter y se aceptd que las
ondas electromagnéticas se propagan en el espacio vacio.

En 1905 Albert Finstein publicd sus ideas sobre relatividad en un traba-
jo titulado ”Sobre la electrodinamica de los cuerpos en movimiento”. Alli,
Einstein postula que el movimiento absoluto no puede ser detectado median-
te ningun experimento y que la velocidad de la luz tiene el mismo valor en
todos los sistemas de referencia inerciales. Esta teoria incluye en sus postu-
lados los resultados de los experimentos de Michelson y Morley ain cuando,
aparentemente, Einstein no estaba al tanto de ellos cuando elaboré su tra-
bajo.

La exposicion de estos apuntes comienza con la traduccién de las dos
primeras secciones del trabajo original de Einstein (Secciones 1.1 y 1.2) pa-
ra luego continuar con el desarrollo del tema siguiendo el método que se
consideré mas apropiado para este curso.

1 CINEMATICA

1.1 Definicion de simultaneidad

Considere un sistema de coordenadas en el cual las ecuaciones de la mecanica
de Newton son validas. Con el objeto de distinguir este sistema de otros
sistemas de coordenadas que seran introducidos mas tarde, y con el propdsito
de clarificar la presentacion, se le llamara sistema estacionario.

Siun punto material esta en reposo relativo a este sistema de coordenadas,
su posicion con respecto a él puede ser determinada con la ayuda de una
regla rigida empleando los métodos de la geometria Euclidiana, y puede ser
expresada en término de coordenadas Cartesianas.



Cuando se describe el mowvimiento de un punto material, lo que hace-
mos es entregar el valor de sus coordenadas como funciones del tiempo. Es
prudente tener en mente que tal descripcion matematica tiene sentido fisico
solo cuando se ha establecido previamente, y en forma clara, que es lo que
se entiende aqui por la palabra tiempo. Es necesario hacer notar que, todos
nuestros juicios en los cuales el tiempo juega un rol, son siempre juicios sobre
ocurrencias stmultdneas. Por ejemplo, cuando yo digo:”El tren llega aqui a
las 7 en punto,”significa algo asi como lo siguiente: ”La situacién en la cual
los punteros de mi reloj marcan las 7 y la llegada del tren a la posicion que
yo ocupo, son eventos simultaneos”.

Aparentemente, seria posible remontar todas la dificultades conectadas
con la definicion de "tiempo”mediante la sustitucion ”la posicion de la ma-
necillas de mi reloj” por "tiempo.” Tal definicion es en efecto suficiente cuando
es cuestion de definir el tiempo exclusivamente en el lugar donde el reloj esta
ubicado, pero deja de ser satisfactoria cuando se trata de conectar en el
tiempo una serie de eventos que ocurren en diferentes lugares, o —lo que es lo
mismo— establecer el tiempo de eventos que ocurren en lugares remotamente
alejados del reloj.

Resulta claro que podriamos contentarnos con determinar el tiempo de
cada evento teniendo un observador premunido de un reloj, en el origen de
coordenadas y asociar la posicion de la manecilla del reloj con la llegada,
a través del espacio vacio, de una senal luminosa producida por el evento
en estudio. Pero, como sabemos por experiencia, esta asociacion tiene la
desventaja de no ser independiente de la posicion del observador que posee
el reloj. Podemos, sin embargo, llegar a una determinacion mas practica a
través de la siguiente consideracion.

Si un reloj esta ubicado en el punto A del espacio , entonces un observador
en A puede determinar el tiempo de los eventos en la vecindad immediata de
A tomando nota de la posicion de las manecillas del reloj que son simultaneas
con esos eventos. Si hay un reloj en el punto B del espacio — mas precisa-
mente, agregemos que se trata de iin reloj de idéntica construccion que aquel
ubicado en A- entonces el tiempo de los eventos en la vecindad immediata
de B puede ser determinado analogamente por un observador colocado en
B.! Sin embargo, sin una estipulacién més precisa es imposible comparar los
tiempos de un evento que ocurre en A con un evento que ocurre en B; pues

'El punto A y el punto B estan en reposo en el sistema estacionario



solo hemos definido un "tiempo-A”y un "tiempo-B”, pero no hemos definido
un "tiempo” comin para A y B. Este ultimo tiempo puede, sin embargo, ser
definido si nosotros establecemos, por definicion, que el tiempo que requiere
la luz para viajar desde A a B es igual al tiempo que ésta requiere para via-
jar desde B hasta A?. Asi, consideremos un rayo de luz que parte desde A
hacia B en el "tiempo-A” 14, es reflejado en B hacia A en el "tiempo-B” {5
y retorna a A en el "tiempo-A” t;x- Por definicion, los dos relojes funcionan
en sincronia cuando:

lp—tla=1,—1p (2)
Suponemos que esta definicién de sincronismo no admite contradicciones y
que puede ser aplicada a cualquier nimero de puntos; consecuentemente, las
siguientes condiciones son satisfechas en general:

1. Cuando el reloj en B es sincronico con el reloj en A, entonces el reloj
en A es sincrénico con el reloj en B.

2. Cuando el reloj en A es sincronico con el reloj en B y con el reloj en
C', entonces los relojes en B y en C' son mutuamente sincrénicos.

De esta manera hemos establecido, con la ayuda de ciertos procedimientos
fisicos (imaginados), que es lo que se debe entender por relojes funcionan-
do sincronicamente, en reposo en diferentes lugares y, mediante ellos, hemos
adquirido evidentemente una definicion de ”simultaneidad”y de ”tiempo.” El
"tiempo”de un evento es la indicacion, simultanea con el evento, de un reloj
estacionario ubicado en el lugar del evento, y que, para todas las determina-
ciones de tiempo, funciona en sincronismo con un reloj particular, también
estacionario.

Ademas, en concordancia con la experiencia, estipulamos que la cantidad

DAB(t)y — ta) = ¢ (3)

es una constante universal (la velocidad de la luz en el espacio vacio). En
esta expresion, AB es la distancia que separa a los relojes estacionarios A y
B.

El punto esencial es que hemos definido tiempo mediante relojes en reposo
en el sistema estacionario. Debido a su asociacion con el sistema estaciona-
rio, llamamos al tiempo definido de esta manera, "el tiempo del sistema
estacionario.”

Isotropia del espacio



1.2 Sobre la relatividad de las longitudes y de los tiem-
pos

Las siguientes consideraciones estan basadas en el principio de relatividad y
en el principio de la constancia de la velocidad de la luz. Definimos estos dos
principios de la siguiente manera:

1. Las leyes de acuerdo a las cuales los estados de los sistemas fisicos
varian, no son dependientes de si estos cambios son referidos uno u a
otro de dos sistemas de coordenadas (inerciales) que estdan en movi-
miento translacional relativo uniforme.

2. Todo rayo de luz se mueve en el sistema de coordenadas ”estaciona-
rio”con una velocidad fija ¢, independientemente de si este rayo es
emitido por un cuerpo estacionario o en movimiento. Aqui

camino que recorre la luz

(4)

velocidad = . .
intervalo de tiempo

donde el intervalo de tiempo debe ser tomado en el sentido de la defi-
nicion dada en la Sec. 1.1

Supongamos que se tiene una barra rigida estacionaria, cuya longitud es [y
cuando es medida con una regla, también estacionaria. Imaginemos ahora
el eje de la barra colocado a lo largo del eje X del sistema de coordenadas
estacionario, y que entonces se le imparte un movimiento de translaciéon (
de velocidad v) paralelo al eje X en la direccién de las x crecientes. Ahora
preguntamos sobre la longitud de la barra en movimiento, que supondremos
se establece a través de las dos operaciones que se describen a continuacion:

a) El observador y la regla para medir — mencionada anteriormente — se
mueven junto con la barra que va a ser medida, y mide la longitud de
la barra directamente, poniendo la regla para medir a lo largo de la
barra; i.e. de la misma manera que cuando la barra, el observador y la
regla para medir estan en reposo en el sistema estacionario.

b) Mediante relojes estacionarios instalados en el sistema estacionario y
sincronizados de acuerdo al procedimiento de la Sec. 1.1, el observador
toma nota de los puntos en el sistema estacionario, en los cuales estan



ubicados los extremos de la barra a un tiempo especificado como . La
distancia entre estos puntos, medida con la regla de medir empleada
anteriormente — que en este caso es estacionaria — es una longitud, que
puede ser llamada la "longitud de la barra.”

De acuerdo con el principio de relatividad, la longitud obtenida con la opera-
cién (a), que llamaremos ”la longitud de la barra en el sistema en movimiento,””
debe ser igual a la longitud [y de la barra estacionaria.

La longitud obtenida con la operacién (b), que llamaremos ”la longitud
de la barra (en movimiento) en el sistema estacionario,”la determinaremos
en base a nuestros dos principios, y encontraremos que difiere de .

La cinematica utilizada en su forma usual contiene la suposicion tacita
que las longitudes determinadas por nuestras dos operaciones son exacta-
mente iguales, o, en otras palabras, que en un instante de tiempo dado t,
el cuerpo en movimiento es completamente reemplazable, desde el punto de
vista geométrico, por el mismo cuerpo, cuando se encuentra en reposo en una
posicion dada.

Imaginemos ahora, que en los dos extremos (A y B) de la barra * se
han colocado relojes que sincronizan con los relojes del sistema estacionario,
i.e., sus lecturas corresponden en cualquier instante al "tiempo del sistema
estacionario”en el lugar donde ellos se encuentran en ese momento; asi, estos
relojes son ”sincrénicos en el sistema estacionario”.

Imaginemos también que cada reloj esta acompanado de un observador,
y que estos observadores utilizan el criterio establecido en la Sec. 1.1 para
verificar la sincronizacién de dos relojes. Suponga que, al tiempo {4 °, un
rayo de luz parte desde A, es reflejado en B al tiempo tg, y vuelve a A al
tiempo . Tomando en cuenta el principio de constancia de la velocidad de
la luz, encontramos

tB—tA:'I‘AB/(C—’U) (5)

ty—ts=rap/(c+v) (6)
donde r4p corresponde a la longitud de la barra en movimiento — medida en
el sistema estacionario. Los observadores que acompanan a la barra en movi-

3Esta longitud se denomina longitud propia o longitud en el sistema de referencia donde
la barra estd en reposo.

“De la barra en movimiento

Stiempo aqui significa, tiempo del sistema estacionario



miento encontrarian que los dos relojes no son sincronicos, mientras que los
observadores en el sistema estacionario declararian que ellos son sincrénicos.

De aqui se deduce que no podemos asociar un significado absoluto al con-
cepto de simultaneidad, sino solo decir que , cuando dos eventos vistos desde
un sistema de coordenadas dado son simultaneos, no pueden ser considera-
dos jamas como simultaneos cuando son vistos desde un sistema moviéndose
relativo al sistema dado (a menos que ocurran en el mismo lugar).

1.3 Teoria de las transformaciones de coordenadas y
tiempo desde un sistema estacionario a uno que
tiene, relativo a éste, un movimiento translacional
uniforme

Identifiquemos al sistema de referencia inercial estacionario (o laborato-
rio) con la letra S. Consiste de tres ejes de coordenadas z,y, z mutuamente
ortogonales y de un conjunto de relojes colocados en cada punto del espa-
cio los cuales estan sincronizados de acuerdo al procedimiento descrito en
la seccion 1.1. Sea S’ un segundo sistema de referencia inercial. Al igual
que S, posee tres ejes de coordenadas mutuamente perpendiculares x',y’, 2’
y un conjunto de relojes sincronizados de acuerdo al procedimiento indicado
en la seccion 1.1. Los ejes de coordenada de ambos sistemas de referencia
son paralelos entre si y supondremos que el sistema de referencia inercial S’
se desplaza en la direccion positiva del eje & con velocidad v, de acuerdo a
observadores en S.

A cada conjunto de valores x,y,z,1{ que especifican completamente el
lugar y tiempo de un evento en el sistema S, corresponde un conjunto de
valores z',y', 2, 1" que especifican el mismo evento en el sistema de referencia
S'. El problema es encontrar las ecuaciones (ecuaciones de transformacién)
que relacionan ambos conjuntos de coordenadas.

Lo primero que notamos es que dichas ecuaciones deben ser lineales pues,
tanto el espacio como el tiempo son cantidades homogéneas. Esto significa
que la longitud de una barra es independiente del lugar en que se encuentra
cuando es medida. Analogamente, el tamano de los intervalos de tiempo
debe ser el mismo entre 5 y 10 segundos que entre 44 y 49 segundos. Estas
caracteristicas no podrian ser preservadas si la ecuacion que relaciona las



coordenadas de ambos sistemas de referencia, no fuera lineal®. Consecuente-
mente, las ecuaciones de transformacion deben tener la forma siguiente

’

= an T+ a2y + a3 z+ aqt
a3 T+ Gy Y+ agz 2+ agal
a31 T+ a3 Y+ as3 z+ asst

= au T+ a2y + aaz3 2+ aaal (9)

O - e
I

donde los coeficientes a;; son funciones independientes de las coordenadas
del evento.

Para comenzar, demostremos que las coordenadas perpendiculares a la
direccion de la velocidad relativa, no cambian; i.e.

y =y 2=z (10)
Consideremos dos sistemas de referencia inerciales S y S’ cuyos ejes de coor-
denadas son mutuamente paralelos. Supongamos ademas que S’ se mueve
con velocidad v con respecto a S en la direccién positiva del eje z. Los
observadores de ambos sistemas estan premunidos de reglas para medir,
idénticas, de longitud propia unitaria. Hagamos coincidir los origenes O
y O' ent =1 = 0 y orientemos las reglas para medir perpendiculares a la
direccion del movimiento. Al extremo de la regla en S cuyas coordenadas
son x =0,y =1 m,z =0 adosamos un lapiz de color que permite trazar una
linea indeleble sobre el sistema S a medida que éste se desplaza. Si esa linea
aparece debajo (o sobre) la recta y' =1 m, es algo que puede ser verificado
por los observadores de cada sistema. Ambos grupos concluirian que el ta-
maiio de la regla de un metro en reposo en S’ es mayor que el de la regla de
un metro, medida en reposo en S. Este experimento indicaria la existencia

R R ., : .
6Por ejemplo, si la relacién entre 2 y 2 fuera no lineal
1
2
r = ajzx (M)

. . . ! ,
la longitud de una barra en el sistema de referencia S resultaria ser

1

To _;p]':a]](l—9):8a]]m (8)

cuando las coordenadas en el sistema estacionario son zy = 1 m y ©9 = 3 m. Pero,
resultaria igual a 12a;; m cuando la posicién de los extremos de la barra en el sistema
inercial S fuera 1 =2 m y x5 =4 m.



de un sistema inercial privilegiado (aquel donde los metros son mas largos o
mas cortos) y estaria en contradlccmn con el principio de relatividad. Este
problema desaparece siy =y y que 2 = z ; i.e.

(g1 = (33 = Ggq = (31 = a3y = azq = 0 (“)

Por otra parte, t no puede depender de las coordenadas y o z. Si asf fuera,
eventos simultdneos en S que ocurren en las posiciones (z,y,2) y (z,—y, z)
no serfan simultaneos en S', a pesar de estar simétricamente dispuestos con
respecto al movimiento relativo de los sistemas de referencia. Esta situacion
contradeciria la isotropia del espacio, luego es necesario que

492 = 443 = 0 (12)

Un argumento similar se usa para demostrar que a2 = a3 = 0. Adem’as,
sabemos que la trayectoria en S de un evento que ocurre z' = 0 esta dada por
la expresion @ = vt. Usando esta informacion obtenemos que los coeficientes
a11 y a4 satisfacen la relacion

14 = —VU d1q (13)

Reescribiendo las ecuaciones de transformacion (9)

!

r = au(l‘ — 'Ut) (14)
' = 441 T + Qg t (15)

Ahora usaremos el principio de constancia de la velocidad de la luz. Su-
pongamos que en ¢ = 0 los origenes de ambos sistemas de referencia coinciden
y que los relojes ubicados en esa posicién marcan cero en ambos sistemas.
En ese instante se emite un flash de luz en todas la direcciones. En cada uno
de los sistemas de referencia la luz viaja con la misma velocidad de manera
que se cumple que

x? + y2 + 22 =42 (16)

$/2 4 y/2 i 212 _ CQt/'Z _ CL112($ . ’Ut)2 — 62(a41$ + a44t)2 (17)

donde se han utilizado las ecuaciones (15). Reordenando:

$2(a112—c a4 )-I—y + 22 2$t(a112v-|—02a41a44)-|—(a112v2—c2a442) =0 (18)



Comparando los coeficientes de las diferentes potencias de las coordenadas

en (16) y (17), se tiene:
2 2.2 _ 2.2 2.2 _ 2 2. _ 2
ayj, —c“ay =1 aj; v —cay = — ¢ — a],V = € a41044 (19)

De estas tres ecuaciones se obtiene que

11 = Gag = \/1—;7/02 (20)
v (21)

aq1 =
V1 —v2/c?

Con estos resultados, las ecuaciones de transformacion ( Transformaciones
de Lorentz) adquieren la forma

/ xr — vl
A — 22
V1 —0v%/c? (22)
/ t—(v/02)$
| = ———— 23
V1 —02/c? ( )
y =y (24)
2 =2 (25)

Note que el sistema de referencia inercial S se mueve con velocidad —v
con respecto a S'. Luego, la Transformacién inversa, que expresa las
coordenadas de S en funcién de las de S" se obtiene de las expresiones re-
cién escritas cambiando v en —v e intercambiando z',y’, 2", t" por z,y,z, 1.
Expli’citamente:

- '+ ot

°T 1 —wv?/c? (26)
t'+ (v/c*)a!

= —— 27
V1 —v2/c? 27)
y=y' (28)
z =2z (29)

Ju—
o



Note también que cuando v << ¢, el valor de la raiz cuadrada en denomina-
dor tiende al valor 1 y las ecuaciones de transformacién tienden a la expresiéon
de las transformaciones de Galileo.

Contraccién de Lorentz

Calculemos explicitamente la longitud de una barra en el sistema de refe-
rencia donde ella se mueve con velocidad v en la direccion positiva del eje x.
Por definicion, la longitud de la barra en S es la magnitud de la diferencia de
coordenadas entre los extremos de la barra, medidos al mismo tiempo. Sean
x1 y xy esas coordenadas medidas en el sistema S al mismo tiempo y sea [
la longitud de la barra en el sistema S — solidario a ella. Sean z) y z, las
coordenadas de los extremos de la barra en S'.

Usando las transformaciones de Lorentz podemos escribir:

, it
Ty = _ Tt vl (30)
1 —v?/c?
, . 1
2y = _Tat vty (31)
1 —v?/c?

Restando ambas expresiones y recordando que ¢ = {5:

[ =29 — a4 :(.T;—:C;)\/l—UQ/CQZZO\/l—UQ/CQ (32)

Este resultado muestra que la longitud de la barra [, medida por observa-
dores con respecto a los cuales ésta mueve con velocidad v, resulta ser menor
que el valor obtenido por observadores con respecto a los cuales la barra esta
en reposo. Este resultado recibe el nombre de contraccion de Lorentz.

Dilatacién del tiempo

Calculemos ahora el intervalo de tiempo que transcurre entre dos eventos
(z3,1) v (2,,1,) que suceden en el mismo lugar (i.e. z; = x,) en un sistema
de referencia dado S’ . FEsos eventos pueden ser dos posiciones sucesivas
de las manecillas de un reloj estacionario en S'. Desde un segundo sistema
de referencia S con respecto al cual el reloj se mueve con velocidad +v, se
observa que el intervalo de tiempo At = 1, —1; entre ambos eventos es distinto
que At' = t; — tll. (Note que desde S el reloj experimenta un desplazamiento

Az = v At durante el intervalo de tiempo At que separa a ambos eventos

11



en el sistema de referencia ). Utilizando las transformaciones de Lorentz y
. ., ’ , .
tomando en consideraciéon que z, = z,, se tiene que:

’

ty — 1, At To

o= \/1 —v?/c? N \/1 —v?/c? N V1 —v2/e?

donde el intervalo de tiempo At’ = 74 recibe el nombre de tiempo propio.

(33)

Claramente el intervalo de tiempo entre ambos eventos medido en S es mayor
que en S'. EJEMPLO Considere dos eventos que ocurren en el mismo

! . !/ ! . . 1
punto z¢ en tiempos {1 y {2 en el sistema de referencia S, que se mueve son
velocidad —v en la direccion negativa del eje x, con respecto a un sistema
de referencia inercial S. Los ejes de coordenadas de ambos sistemas son
7 . ’ ., .
paralelos entre si. jCudl es la separacion espacial de estos dos eventos en el
sistema de referencia S7
Las coordenadas temporales de estos dos eventos en el sistema S son

! !

121 tQ
h=-fFm—m—n ly= ————— (34)
V1 —v2/c? V1 —v2/c?
ty — 1

by — 1 = M (35)

V1 —v?/c?

LLa separacion espacial entre ambos es entonces:
Tg — T = —'U(tg — t1> (36)

1.4 Transformacion de Velocidades

La velocidad con que se desplaza una particula en un cierto sistema de refe-
rencia S puede expresarse en término de sus coordenadas cartesianas:
T9 — X1 Az

Yo = T A (37)

La velocidad que calculan los observadores de un sistema S’ — que se desplaza
con velocidad v con respecto a S, en la direccién +x es
sy —ay Az
-1 Al

12



Utilizando las transformaciones de Lorentz podemos escribir de immediato
que:

) Az — vAt
Yo = A vAzx/c? (39)
Dividiendo numerador y denominador por At
u, = —2 2 (40)

] — (vu,)/c?

En forma analoga se deduce que

;o uyy/1—v?/c? (1)

Y (1 —vu,/c?)

. us/1 —v?/c?

g kil (#)
(1 —vuy/c?)

EJEMPLO

Consideremos un rayo de luz que viaja paralelo al eje x en el sistema de

referencia S. Entonces, su velocidad se puede escribir como: ¢ = (¢,0,0) .
Utilizando las ecuaciones para transformar velocidades encontramos que

=27 u, =0 u, =0 (43)

uf:l—v/c:c Y :

Note que este ejemplo comprueba que efectivamente la velocidad de la luz
tiene el mismo valor en los sistemas S y S'. EJEMPLO

Un avién supersonico se mueve a 1000 m/s (aproximadamente 3 Machs)
en la direccion +z relativo a Ud. Otro avion se mueve paralelo al eje x a
500 m/s relativo al primer avién. ; Cuan rapido se mueve el segundo avién
relativo a Ud.?

Sea S el sistema de referencia donde Ud. se encuentra y S el sistema
de referencia solidario al primer avién. Es decir, S’ se mueve con respecto
a S con velocidad V = 1000 m/s. En S el segundo avién se mueve a
u, =500 m/s. Entonces, la velocidad del segundo avién en S es:

B Uy + V
] —I—Vum'/c2

Uy

(44)

13



La cantidad que hace la diferencia con el resultado no relativista aparece en
el denominador; i.e.

Vu,  10° x 500 12
a =3y ~ox M (45)

Claramente, para estas velocidades la correccion relativista no tiene ninguna
importancia. Sin embargo, si en lugar de aviones se trata de particulas que se
mueven con V = 0.8¢ relativa a Ud. y otra con velocidad u, = 0.8¢ relativa a
la primera particula, el término de correccion es importante. Explicitamente:

0.8¢ + 0.8¢

= Ty ape = e (46)

Uy
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1.5 Efecto Doppler

Consideremos una fuente de luz que emite radiacién de frecuencia vy en el
sistema de referencia propio (S,). Cuando la fuente se acerca con velocidad
V' a un observador estacionario en el sistema de laboratorio (), éste mide
que la radiacion tiene una frecuencia diferente v.

Durante el lapso de tiempo At medido en el sistema de referencia del
laboratorio, la fuente emite NV oscilaciones completas, que estan contenidas
en la region entre el observador y la posicion actual de la fuente. Es decir,
en una zona de largo ¢ At — V' At. Por lo tanto, la longitud de onda de la
radiacion en el sistema de referencia S es

- V)AL
y=emV) A N) (47)
Sabemos también que, A v = ¢, luego:
N
N A
g (1—=V/c)At (48)

. . ! . .
Pero, el tiempo trancurrido At en el sistema de referencia donde la fuente
esta en reposo, esta relacionado con At a través de la expresion

Al
S imve

reemplazando este resultado en la expresion para v

U:cN\/l—VQ/ICQ (50)

At (49)

(c— V)AL
La frecuencia propia de la fuente es vy = Atl/N. Usando este resultado
obtenemos la expresion final
14+ V/e
v = 7/1/0 (51)
1-V/e

El valor de la frecuencia cuando la fuente se aleja del observador, se obtiene
facilmente cambiando V en —V en la expresion obtenida.

Note que la expresion obtenida solo depende de la velocidad relativa entre
el observador y la fuente, y de la velocidad de la luz, que es una constante
universal.
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1.6 Intervalo entre dos eventos

Consideremos dos eventos cualesquiera, 1 y 2. En el sistema de referencia
del laboratorio ellos tienen coordenadas (¢ t1,x1,y1,21) y (¢ l2, 22, y2, 22).
Definicién. Intervalo s;5 entre los eventos 1 y 2:

s’ = (=)' = (ra =)’ = (g2 —pn)* = (22 — 2)° (52)

S192 = (;2(At)2 - (AJL)Z - (Ay)2 - (Az)2 (53)

Probaremos que esta magnitud es invariante bajo transformaciones de Lo-
rentz; i.e. , tiene el mismo valor en todos los sistemas de referencia inerciales.
Sea S" un sistema de referencia que se mueve con velocidad V' con respecto
al sistema de laboratorio 5. Entonces

S19° = CQ(At,)Q — (A:z:')2 — (Ay')2 — (Az')2 (54)
Utilizando las transformaciones de Lorentz podemos escribir que
a2t = AP (A= VAe/E] = [Ar — VAP - Ay* = A2 (55)

donde
1

Desarrollando explicitamente los cuadrados del binomio se comprueba que
los términos cruzados de cada paréntesis cuadrado se cancelan mutuamente.

v (56)

La expresion resultante se reduce a

2 _ (AP = V?/e?) — (Aw)*(1 — V?/c?) 2 2
S12° = T~V — (Ay)* — (Az) (57)

Simplificando los factores (1 — V*/¢?) se verifica que el intervalos entre los
eventos 1 y 2 tiene el mismo valor en los sistemas S y S’. En efecto,

s127 = A(AD? — (Az)? — (Ay)? — (Az)? (58)
Causalidad

Decimos que existe una relacion causa efecto entre dos eventos dados
1 y 2 cuando es posible que uno de ellos haya producido (causado) al otro.
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Esta situacion ocurre cuando la separacion temporal entre el evento causa y el
evento efecto es tal que ¢*(At)? > (AF)2 En otras palabras, cuando existe en
principio una senal que generada por el evento causa llegara oportunamente
con la informacion a la posicién del evento efecto para producirlo. Si esta
condicién no se satisface, no puede existir una relacion causa efecto entre esos
eventos. Clasificaciéon de los Intervalos La propiedad del intervalo de ser
invariante bajo transformaciones de Lorentz permite clasificar los intervalos
en forma absoluta, de acuerdo a su valor.

a) Intervalo tipo tiempo. En este caso se cumple que

517 >0 o F(AY > (AF)? (59)

Entre estos eventos puede existir una relacién causa-efecto producida
por una senal que viaja con velocidad ¢; < ¢ tal que ¢;*(At)* = (A7)

b) Intervalo tipo luz.

s1°=0 o A(AN)? = (A7) (60)

Para que exista una relacion causa-efecto entre este tipo de eventos es
necesario que la senal que los conecta sea una senal que viaja con la
velocidad de la luz en el espacio vacio.

¢) Intervalo tipo espacio.

s122 <0 0 c2(At)2 < (AF)2 (61)

En este caso no puede existir una relacion causa-efecto entre los eventos
pues se requeriria una senal que viajara a velocidades mayores que la
velocidad de la luz en el espacio vacio.

Linea de Universo de una particula.
La trayectoria que describe una particula en un diagrama ¢t versus r, se

llama linea de Universo de la particula. Cuando el movimiento esta restrin-
gido a una o dos dimensiones, resulta posible graficar dicha trayectoria.

La figura ilustra la linea de universo de una particula que parte desde
del origen de coordenadas en t = 0 (punto A). Alll aparece dibujado un
cono con vértice en un evento dado. En este caso, el origen de coordenadas
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ct Linea de Univerzo

Eventos
acauzales

con A

Cono de Luz

Figura 1: Cono de luz

ha sido elegido de manera que la particula se encuentra en = 0 al tiempo
t = 0. Todos los eventos que estan contenidos en el cono abierto hacia arriba,
forman parte del futuro de A y todos aquellos en el interior del cono abierto
hacia abajo pertenecen al pasado de A.

El evento B pertenece al futuro de B. Eso significa que una senal enviada
por A en t = 0 podria influenciar lo que ocurrira en B.

El evento C pertenece al pasado de A. Eso significa que lo que ocurrio
en ' podria haber tenido influencia en el evento A.

Los eventos ubicados sobre el manto del cono (eventos D y E) sélo pueden
estar conectados causalmente con A mediante una senal que viaje con la
velocidad de la luz (eventos tipo luz).

Eventos fuera de los conos no pueden influenciar nada que ocurra dentro
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de los conos y viceversa.

Note que en ningun instante la recta tangente a una linea de universo
puede ser menor que 1, pues eso significaria que en ese punto la velocidad de
la particula excederia el valor de la velocidad de la luz en el vacio. Futuro
y Pasado de un evento

Un resultado interesante es que los conceptos de futuro y pasado son
absolutos para eventos entre los cuales existe una relacién causa-efecto (i.e.,
para intervalos tipo tiempo o tipo luz). En este caso, si un evento A ocurre
antes que B en un cierto sistema de referencia, entonces A ocurre antes que
B en cualquier sistema de referencia inercial que se mueve con velocidad
uniforme con respecto al primero.

Sean (z4,t4) y (zp,tp) las coordenadas de estos eventos en el sistema
de referencia inercial S. Para ser especificos, supongamos que tg > 14.
Utilizando las transformaciones de Lorentz tenemos que

ty =ty = [(ts —ta) = V/(zp — 24)] 7 (62)
1 — 1, = (g — ta)7 [1 - %%l (63)

La expresion dentro del paréntesis cuadrado es siempre positiva pues V/e < 1
v (B —x4)/c(tp —14)| <1 (se trata de eventos tipo tiempo o tipo luz). En
consecuencia, ty > t,. En otras palabras, la relacién causa-efecto entre dos
eventos no es alterada por las transformaciones de Lorentz.

Utilizando el mismo tratamiento, se puede demostrar que el ordenamiento
temporal de eventos tipo espacio, no es preservado por las transformaciones
de Lorentz.

1.7 Momentum y Energia relativistas

Consideremos dos posiciones vecinas en la trayectoria de una particula, sepa-
radas por un intervalo de tiempo At en un sistema de referencia S ( Sistema
de laboratorio). El intervalo entre estos dos eventos vecinos es

As? = AL — A = ?Ar? (64)
donde AT es el tiempo propio de la particula. Por otra parte sabemos que

AT = Aly/1 —v?/c? (65)
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donde v es la magnitud de la velocidad de la particula en el sistema de
referencia del laboratorio.

Dividiendo As? por A7?, y multiplicando el resultado por el cuadrado de
la masa en reposo de la particula (mg), se obtiene

mo?c? mo?v? 9 9

— = moy“c (66)

1 —0v%/c? 1 —0v%/c?

Note que esta expresion ha sido construida multiplicando y dividiendo can-
tidades que son invariantes bajo transformaciones de Lorentz; i.e s?, my? y
A7*. Consecuentemente, debe ser invariante bajo transformaciones de Lo-
rentz.

DEFINICION. Energia relativista de una particula de masa mg

m002

/1 —v2/c?

DEFINICION. Momentum Lineal relativista de una particula de masa my

E= (67)

.
mov

1 —0?/c?

= (65)

Reemplazando estas definiciones en la expresion invariante escrita mas arriba,

se obtiene 2
2 p? = mg?c? (69)
0
E? = *p* + moict (70)

E y p son cantidades que dependen del sistema de referencia en que son
evaluadas; sin embargo, note que E? — p? es invariante bajo transformaciones
de Lorentz.

Un resultado muy interesante resulta de aplicar la expresion recién dedu-
cida a una particula cuya masa en reposo es nula (por ejemplo, un fotén o
un neutrino). Dado que mg es nulo, el momentum lineal queda definido en
funcion de la energia de acuerdo a la expresion

p=— (71)

C
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Vemos que el momentum lineal de una particula de masa nula es distinto de
cero.

También conviene notar que la energia de una particula de masa mg en
reposo (sistema de referencia propio), no es cero, sino mgc*.

Definicién Energia Cinética de una particula de masa myg

La energia cinética relativista de una particula de masa en reposo mg
se define como la diferencia entre la energia de la particula en movimiento,
menos la energia que posee cuando esta en reposo.

1
1
V1 —v2/c? )

Note que cuando v/c << 1 (limite no relativista), esta expresion tiende al

(72)

K = FE —moc® = moc*(

valor conocido de mecéanica Newtoniana
- 2 Ly, 1 2
K = mgc*(1 + 3V &t + .. —1) = 5mov (73)

EJERCICIO

Considere un choque frontal perfectamente inelastico de dos particulas
de masas mqg y myg que se mueven con velocidades u; y uy en el sistema de
referencia del laboratorio.

Supondremos que las leyes de conservacion de energia y momentum li-
neal, deducidas en mecanica no relativista, siguen siendo validas, pero las
definiciones para estas cantidades son las que se han dado en esta seccion.

Después del choque ambas particulas quedan adheridas y continian jun-
tas con velocidad u. Sea My la masa en reposo del sistema formado por
las dos particulas adheridas. Utilizando el principio de conservacion de la

energia,
Ki = K1 + Ky = (Ey — mioc?) + (Ey — maoc?) (75)
[(z — [(f = (El + E2 — m10c2 — m20c2) — (Ef — M()CQ) (76)
[(2 — [(f = (mm + Moo — LMO)C2 = Am062 77)

La masa en reposo del sistema después del choque no es igual a la suma de
las masas de las particulas originales.
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En relatividad es comun expresar la masa de las particulas en unidades de
energia, ya que en el sistema de referencia donde la particula esta en reposo
existe una relacion directa entre ambas cantidades

E = moc? (78)

Dado que los valores de la masa de las particulas elementales son muy pe-
quenos cuando se expresan en unidades convencionales como ergs o joules, es
conveniente introducir una unidad de energia mas pequena

1eV =1 electron —Volt = 1.6 x 10717 J (79)
IMeV = 10°%V (80)
EJEMPLO

Un deuterén es un nicleo formado por un protén y un neutrén unidos
entre si por fuerzas nucleares. La masa del deuterén es my = 1875.628 MeV,
la masa del proton es m, = 938.280 MeV y la masa del neutréon es m,, =
939.573 MeV. ; Cudl es la energia minima que se requiere para separar al
proton del neutron en un deuterén?

La energia en reposo del protén mas el neutron libres es : 938.280 +
939.573 = 1877.85 MeV. La diferencia entre esta energia y la energia en
reposo del deuteron es la cantidad minima que se requiere para separarlos.
Es decir:

Armgc® = 1877.85 — 1875.628 Mev = 2.22 MeV (81)

Esta energia se denomina energia de ligazon del deuteron y es la minima
energia que se necesita entregar para fisionar un deuteron.

El proceso inverso fusion, consiste en formar un deuterén a partir de un
protén y un neutron libres. El balance de energia recién escrito muestra que
el proceso de fusion libera 2.2MeV por cada deteron formado. Note que el
proceso libera energia pues la masa de deuterén es menor que la suma de las
masas del protén y el neutrdn.

1.8 Transformaciones Energia — Momentum

Centremos nuestra atencion en un particula de masa mg que se mueve con
velocidad 4 con respecto a un cierto sistema de referencia inercial. En un ins-
tante dado ¢ la particula se encuentra en el punto P de coordenadas (z,y, z).
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Transcurridos At segundos, la particula se encuentra en una nueva posicién
(x 4+ Az, y + Ay, z + Az).

Se puede demostrar que el conjunto de coordenadas (cAt, Az, Ay, Az)
define un vector en un espacio de cuatro dimensiones (Cuadrivector) cuya
métrica es tal que el intervalo es una magnitud invariante bajo transforma-
ciones de Lorentz. En base a este cuadrivector, definiremos otro cuadrivector
llamado Energia -Momentum, de la siguiente manera: Sea As el intervalo de
tiempo entre dos posiciones sucesivas en la trayectoria de la particula de
masa myg, entonces

As = (cAt, AF) (82)

multiplicando cada componente de este cuadrivector por mg y dividiendo por
el tiempo propio de la particula A7,

moAs omo
A An (cAt, AF) (83)
Recordemos que
A
At=——l (84)
1 —v%/c?

Reemplazando este resultado en la expresion anterior y definiendo la primera
componente como F/c¢ y las componentes que siguen como p,, py, p, se tiene
que

= (F/c,pespysp=) (85)

( moc Uy Uy U, )
\/1 - '02/02’ \/1 - '02/02’ \/1 - '02/(;2’ \/1 —v2/c?

Ecuaciones de transformacion Energia Momentum

Comparando el cuadrivector espacio-tiempo con el cuadrivector momentum-
energia vemos que F/c transforma bajo transformaciones de Lorentz de la
misma manera que ct, en tanto que p,,p,, p, transforman como z,y,z. Es-
pecificamente, consideremos un sistema de referencia S que se mueve con
velocidad relativa V' con respecto al sistema de laboratorio S, en la direccion
4. Entonces,

o = y(ct —=Va/e) luego E'Jc=~(E]c—Vp./c) (86)

es decir:

B = 7(E - sz‘) (87>
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De la misma manera, las componentes espaciales transforman como

' =v(x = Vi) (88)

luego,
P, =7(p: —VE/) (89)
Py =Py  P.=p: (90)

2 EJERCICIOS

1. La vida media propia de los mesones pi (piones) es 2.6 x 107® s. En
un haz de mesones pi éstos alcanzan una velocidad de 0.85 ¢, (a);Cual es el
valor de la vida media de un mesén pi medida en el sistema de laboratorio?
(b){ Cuan lejos alcanzan a viajar antes de desintegrarse? (c) ;jCual hubiera
sido la respuesta para la parte (b) si se hubiera despreciado la dilatacién del
tiempo?

2. Una nave espacial de longitud propia 100 m pasa frente a Ud. a
alta velocidad. Ud. mide que la longitud de la nave es 85 m. ;| Cudl es la
velocidad de la nave?

3. Una nave espacial parte desde la tierra con rumbo a la estrella Alpha
Centauro, que de acuerdo a mediciones hechas en la tierra esta a cuatro
anos luz. La nave espacial viaja a 0.75 ¢. (a) ;Cudnto tarda en llegar a la
estrella de acuerdo a observadores asociados al sistema inercial solidario con
la tierra.(b) ; Cudnto dura el viaje para un pasajero de la nave espacial?

4. La maxima velocidad que alcanza un avion supersonico es aproxima-
damente (3 x 107%)¢ (a) ;Cudnto vale la razén (I — ly)/ly (Io es la longitud
propia del avién). (b) jPodria apreciarse el efecto de dilatacién del tiempo al
comparar la lectura de los relojes del piloto y observadores en tierra cuando
ha pasado una hora en la tierra?

5. Considere dos sistemas de referencia inerciales S'y S* que se desplazan
con sus ejes de coordenadas mutuamente paralelos. El sistema S’ se mueve
son velocidad 0.6¢ en la direccién del eje z. Una linterna en reposo en S’
envia un flash luminoso en todas las direcciones de manera que éste alcanza
simultaneamente los puntos (:L'll = —50¢ min.,y;’ = 1 m,z = 2 m) y
(wgl = 50¢ min.y, =1 m,z, =2 m) en t' = 0. Un observador C en S
colocado en la misma posicién en que se encuentra la linterna coloca su reloj
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en cero al momento en que sale el flash de luz.Todos los relojes de S son
sincronizados con respecto a este reloj. (a) Cudl es el tiempo que separa a
los eventos 1 y 2 para el observador del sistema S (b) Demuestre que el relo]
de S marca 25 min cuando el flash de luz llega al punto 1 y marca 100 min
cuando llega al punto 2.

6. (Efecto Doppler). Una galaxia distante se aleja de nosotros a una
velocidad de 1.85 x 107 m/s. Calcule el corrimiento fraccional hacia el rojo
de la luz que emite esa galaxia; i.e. (A — Ag)/Ao.

7. (Paradoja de los mellizos) Una amiga suya que tiene la misma edad
que Ud., viaja a 0.999 ¢ hacia una estrella ubicada a 15 anos luz de la tierra.
Alli permanece 10 anos para luego regresar a la tierra a 0.999 ¢ ; Cuanto
tiempo ha durado el viaje? (a) De acuerdo a lo que Ud. mide (b) De acuerdo
a lo que ella mide.

8. Un cohete cuya longitud propia es 1000 m se mueve en la direccién +x
a 0.6 ¢ con respecto a un observador en tierra. Un astronauta ubicado en el
extremo posterior del cohete dispara un proyectil hacia la parte delantera del
cohete con velocidad 0.8 ¢ relativa al cohete. ;| Cuanto tarda el proyectil en
alcanzar la parte delantera del cohete? (a) Medido en el sistema de referencia
del cohete (b) Medido por un observador en tierra (c) Medido en el sistema
de referencia donde el proyectil esta en reposo.

9. Un cohete de longitud propia 700 m se mueve hacia la derecha con
velocidad 0.9 ¢. Tiene adosados un reloj en la cola y otro en la proa. Am-
bos relojes estan sincronizados correctamente en el sistema de referencia del
cohete. El reloj de la proa y un reloj asociado el sistema de referencia del
laboratorio (reloj A fijo en una cierta posicion en tierra) leen t = 0 cuando
ellos se cruzan. (a) Ent = 0§ cudl es el tiempo que marca el reloj del cohete
ubicado en la cola de éste de acuerdo a un observador en tierra? (b) Cuanto
marca el reloj estacionario en el sistema de referencia de la tierra cuando el
reloj de la cola del cohete pasa por la posicion del reloj A.

10. Una barra rigida de longitud propia Ly forma un angulo § en el sistema
de referencia S donde se encuentra en reposo. Demuestre que el angulo 6’
que forma con el eje z' del sistema de referencia S —que se desplaza con
velocidad V en al direccién +z — estd dado por la expresién tanf = ytan
mientras que su longitud es

L' = Lo[y™%cos*0 4 sen®0)'/? (91)

11. Demuestre que si una particula se mueve con velocidad o en el sistema
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. . ’
de referencia S formando un angulo 6 con el eje x, entonces en S', se mueve
, ’ . '
formando un angulo € con el eje x dado por

sen 0

v(cost — V/u)

tan =

(92)

donde V es la velocidad relativa de S” con respecto a S.

12. Una regla orientada paralelamente al eje = en un sistema de referencia
S se mueve con velocidad ¢ = (0,u,,0). Observadores de un sistema de
referencia S’ que se mueve con velocidad V' con respecto a S en la direccién
+z, determinan que la regla se est4 inclinada formando un dngulo ¢ con el
eje ='. Explique porqué esto es asi. Suponga que el centro de la regla pasa

! ’ . 1
=z =0 al tiempo t =t = 0, tal como se muestra en

por el punto (:L'l =y
la figura.

Note que la parte delantera de la regla en S tiene una coordenada vy’
mayor que su extremo posterior. Responda en orden las siguientes preguntas:
(a) ;Cudndo y dénde el extremo derecho de la regla cruza el eje x en el sistema
de referencia del laboratorio? (b) jCudndo y dénde ocurre este mismo cruce
observado desde el sistema S". ;Cudl es la velocidad de la regla en el sistema
de referencia S’

13. Cierta leyenda dice que un nino dotado de una buena ddsis de curio-
sidad cientifica se preocupaba del siguiente problema: Un corredor se mira
en un espejo que sostiene frente a él con los brazos estirados. Si la velocidad
del corredor con respecto al suelo es cercana a la velocidad de la luz, | se
vera el corredor en el espejo? Analice la situacion desde el punto de vista de
relatividad especial.

14. Paradoja de la Garrocha y el Granero. Un estudiante escribe muy
preocupado las siguientes lineas: ”La teoria de la relatividad esta equivocada.
Considere una garrocha de 20 m orientada paralelamente al suelo mientras es
transportada por un corredor que se desplaza a alta velocidad con respecto a
la tierra. En esas condiciones la longitud de la barra medida por observadores

de la tierra aparece contraida a 10 m.

Por lo tanto, en un cierto instante la garrocha puede estar completamente
contenida dentro de un granero de 10 m de largo (ver figura). Ahora, anali-
cemos la misma situacion del punto de vista del corredor. Para él el granero
aparece contraido a la mitad de su largo propio. ;Como puede entonces una
garrocha de 20 m estar contenida dentro de un granero de 5 m de largo?
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Figura 2: Barra inclinada en movimiento
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Figura 3: Paradoja de la garrocha y el granero

Claramente este hecho demuestra que la teoria de la relatividad contiene
inconsistencias logicas en sus fundamentos”.

Escriba una respuesta a este estudiante explicando en forma clara y cui-
dadosa como la garrocha y el granero son tratados por la relatividad sin que
existan contradicciones.

NOTA. La clave esta en analizar la simultaneidad de los siguientes even-
tos :La punta de la garrocha coincide con la salida del granero y el extremo
posterior de la garrocha coincide con la entrada del granero. En un cierto
sistema de referencia estos cuatro eventos son simultaneos pero no lo son en
otros sistemas de referencia inerciales.
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