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Problema 1.
(1) Como h € L?([0,1]) se tiene que estd en S y luego X; = fot h(s)dBs es martingala. Su

variacién cuadratica es:
t
[(X]: = / h(s)?ds.
0
La martingala exponencial asociada es Z; = exp (X; — 3[X]¢). Por Ito, para f(z) = e®:

zZ = Zo+ [ ZaX,- 30X+ [ Zadx - 5(x],

t 1 t 1 t
1+ / ZudX, — 1 / Zod[X), + / Z,d[X),
0 2 0 2 0

t
1+/ ZsdX,
0

t
1+ / Z,h(s)dB,
0

De aqui, si ¥ = elo h(s)dBs entonces, Z, € H, y como Y = ZCj, donde C}, =
et Jo h(s)%ds o constante, también se tiene Y € H.
(2) Supongamos que F™ = E(F™) 4+ fol H"dBs converge a F en L?(€, F1,p). Como p es
de probabilidad, también hay convergencia L' y luego E(F™) — E(F) por lo que SPG
E(F™) = 0. Ademds, como L? es completo, F, es de Cauchy y luego:

E (/OI(HS” - H;”)st> E </01(HQ - Hsm)dBS>

= E(F"—F")? -0
por lo que (H™) es de Cauchy en L?(du x ds) que es completo asf que H® — H. en

2

L?(dy x ds). Usando nuevamente la isometria se concluye que
1
F=E(F) +/ H.dB;.
0

(3) La primera igualdad se tiene escogiendo h(s) =}, 2;1( j- Como F'(21) es analitica

titi+1
y tiene ceros no aislados en cada nimero real se deduce que es constante igual a cero en
C. De igual manera se prueba lo anterior para zo, ..., z,, por lo que tomando z; = twy

se tiene
E (Yeizj wi(Ble’ij)) =0
Como p(A) = E(Y1p,ea) con My, = (By,, By, — By,,...,By, — By, ,), llamando

f =2 parla, con ay reales y A disjuntos:
1



[ f@nn) = Y an(an)
k

= > aEY1ea,)
k

E(Y ) arl{arca)

k

E(Y Y aplla, (M,))
k

= E(Yf(Mn))

Por argumentos clasicos se deduce que para f € L? se tiene que la igualdad fRn fdu =
E(Y f(M,,)) es satisfecha. As:

/ eiZk zkwku(dx) — E(Yelzk Zk(Btk+1—Btk)) =0.

Como la funcién caracteristica de p es cero, entonces p = 0. De esta manera, para
todo n, para toda funcién medible L?, f : R® — R. Refinando la particién P : 0 =
to <t < --- < t, = 1, por convergencia L? se tiene que E(Y f(B)) = 0 para toda
funcién f : C°(R;R) — R, donde B es un proceso Browniano estdndar, pero como Y es
F1 medible la tinica opcién es Y = 0, luego e+ = {0} y por (1), H+ = {0}.

Como H es cerrado se deduce que H = L?(Q, F1,P).

Problema 2.

(1)

SeaY; = B, — (1 —t) fot u]f—;)gdu. Por una parte:
t }/s t Bu t s Bu
Bt—/ ds Bt—/ du+/ / ﬁduds

t Bu t t Bu
= Bt—/o 1_udu+/0/u7(1_u)2dsdu
t Bu t Bu

' B

S

Donde en la segunda igualdad se usa Fubini dado que las trayectorias brownianas son
Y
1—s
ds pues las variaciones cuadraticas

continuas y luego acotadas en [0, 1]. Tenemos asi que Y; = B; — fot ds. Usando Ito con
1—s

f(z) = z se deduce directamente que dY; = dB; —
integran f”(x) = 0.
Tenemos la ecuacién estocastica dY; = dBy — %dt. Buscamos condiciones tipo Lipschitz.

Tomamos Fi(z) = 2. En [0, o] se tiene que:

lz -y
_ — <
i) = Fily)l = 77— < =

|z —yl.

Donde se nota lo importante que ¢y < 1. Por teorema de existencia y unicidad hay solucion

unica de la ecuacién en [0, to).



Si Z; es otra solucién de (1) en el intervalo [0,1), entonces restringida a [0, %] es
solucién de (1) en ese intervalo y luego Y, = Z, V t € [0, o], por lo cual se deduce que
para todo t € [0,1), Y; = Z; c.s. y como Y; es continua se deduce que c.s., para todo
te[0,1),Y; = Z.

(3) Calculando y por Fubini:

E(K)zE(Bt—(l—t)/ot(lfgiz)Qdu>:—(1—t)/0t%duzo

2
t 1 t
2/ Y;dYS+—/ 2d]Y],
0 2 0

Por Ito, para f(x) = z*:
t t Y2
_ 2/ stBS—Q/ *ds+ [V,
0 o 1—3s

Como Y; es solucién de la ec. estocastica, es integrable y luego E (fot stBs) =0 por la

}/;2

propiedad de martingala. Calculemos la variacién cuadratica de Y:

Y]i=t+(1-1t)? [/0'(11_372)2@])&—2(1—1&) [B,/O.(l]_giuuydu}t

Como la integral du es de variacion finita y continua, y B; es continuo, los dos corchetes

de arriba valen cero, luego [Y]; = ¢. Por lo tanto:

t 2
E(Y,
E(Y?) =t — 2/ Mds
o 1—s
Si llamamos ¢(t) = E(Y;?), tenemos que ¢ satisface la ecuacién diferencial siguiente:
o(t)
@l(t)=1—2m ¢(0) =0
Una solucién particular es ¢(t) = 1 — t. Veamos la homogénea:
t)
L (t) = —9 eu(
e (t) 1_¢
que es una ecuacién separable:
d 2
—loglpu(t)| = ——— = logpp(t) = C + 2log(1 —t) = |pu(t)| = “(1 —1)?

dt 1-1¢
Queda finalmente @g(t) = A(1 —t)?, por continuidad de la solucién. De esta manera
la solucién general es p(t) = 1 —t+ A(1 —1)2, por lo que imponiendo ¢(0) = 0 obtenemos
A = —1 y la solucién:
E(Y?) =t(1 —t).

De aqui es claro que ltlTr{lY} =0en L2



