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Espacios Vectoriales Topolégicos

La nocién de espacio topoldgico generaliza al maximo los espacios vectoria-
les normados, tanto asi, que no se considera estructura algebraica alguna.
En esta tarea nos interesa estudiar los espacios vectoriales topoldgicos, que
generalizan a los e.v.n. sin dejar de lado la estructura de espacio vectorial.

Definicién. Dado un espacio vectorial X sobre R y O una topologia sobre
X, decimos que (X, 0) es un espacio vectorial topoldgico (abreviado e.v.t.)
si la topologia es compatible con la estructura algebraica de X, es decir, si
las aplicaciones
+ : XxX — X

(z,y) +— x+y

RxX — X

Nz) — A

son continuas, donde en X x X y en R x X se consideran las topologias
producto respectivas.

Claramente todo e.v.n. es un e.v.t. Ejemplo de un e.v.t. cuya topologia no
esta generada por norma alguna es RN con la topologia producto.

Teorema 1. Si (X;)icr es una familia de e.v.t.’s, entonces [[;c; X; con la
topologia producto es un e.v.t.

Teorema 2. Si X es un e.v.t. e Y es un sub-espacio vectorial de X, entonces
X/Y con la topologia cuociente es un e.v.t.

Suplementariedad Topolégica

Recordemos que dado un e.v. X, dos sub-espacios X1, X5 se dicen suple-
mentarios si la aplicacion (z1,z2) € X7 X Xo — x1 + 29 € X es biyeccidn.



Definicién. Dado un e.v.t. X y dos sub-espacios X1, Xo, ellos se dicen
suplementarios topoldgicos si son suplementarios y si la aplicacién (z1,z2) €
X1 X Xo = 21 4+ 22 € X es un homeomorfismo.

Si bien todo sub-espacio admite un suplementario, no todo sub-espacio ad-
mite un suplementario topolégico. Se prueba facilmente que una condicién
necesaria para que dos sub-espacios suplementarios sean suplementarios to-
polégicos es que ellos sean cerrados, mas no es una condicién suficiente.

Dado X e.v. y dos sub-espacios suplementarios X1, Xo, sabemos que todo
z € X se descompone de manera Unica como x = 1 + T3, con £, € X,
y 2 € Xo. Esto define funciones p1 : X — X7 y p2 : X — X5 mediante
p1(x) = x1 y p2(x) = x9; las llamamos proyecciones paralelas en X; y Xo
respectivamente. A continuacién damos dos caracterizaciones de la suple-
mentariedad topolégica.

Teorema 3. Para que dos sub-espacios X1, Xo suplementarios en un e.v.t.
X sean suplementarios topoldgicos es necesario y suficiente que la proyeccion
paralela en X1 sea continua.

Teorema 4. Para que dos sub-espacios X1, Xo suplementarios en un e.v.t.
X sean suplementarios topoldgicos es necesario y suficiente que la biyeccion
candnica 1 € X1 — x1 + X9 € X/ Xy sea un homeomorfismo.

Propiedades de las Vecindades en un e.v.t.

Recordemos que dado un e.v. X, un conjunto A C X se dice equilibrado si
V|A| < 1 se cumple AA C A, y se dird absorbente si Vx € X,3a > 0 tal
que \x € A,V|\| < a. El siguiente teorema nos describe las propiedades
fundamentales que tienen las vecindades de un punto en un e.v.t.

Teorema 5. Sea X un e.v.t. Denotamos por V(a) a la familia de vecindades
de a € X. Entonces se tiene:
(i) V(a) = a+V(0);
(i) Vi,Va € V(a), entonces Vi NV, € V(a);
(iii) V € V(0), entonces AW € V(0) tal que W + W C V;
(iv) V € V(0),\ € R\{0}, entonces AV € V(0);



(v) V € V(0), entonces V es absorbente;

(vi) el origen posee una base de vecindades equilibradas.
Consecuencia de lo anterior es el siguiente teorema, que, tal como en el caso
de los e.v.n.’s, nos caracteriza la continuidad de una aplicacién lineal.
Teorema 6. Una aplicacion lineal de un e.v.t. X en un e.v.t. Y serd con-

tinua si y sdlo si es continua en el origen.

En un e.v.t. ya no contamos con la nocién de bola abierta y bola cerrada.
Sin embargo, tenemos el siguiente teorema: recordemos que, en un espacio
topolégico, V se dice vecindad cerrada de x si V' es un cerrado que contiene
un abierto que contiene a zx.

Teorema 7. En un e.v.t. el origen posee una base de vecindades (abiertas)
equilibradas y una base de vecindades cerradas equilibradas.
Un resultado interesante en los e.v.t.’s tiene que ver con la caracterizacién
de la continuidad de una subnorma.
Definicién. Dado un e.v. X, decimos que una aplicaciéon p : X — R, U{0}
es una subnorma si cumple:

(i) p(Az) = Ap(x), VA > 0,Vz € X;

(i) p(z +y) < p(z) +p(y),Vo,y € X.
Si ademas se tiene que p(Az) = |A|p(z),VA € R,Vz € X, entonces decimos
que p es una, Seminorma.

Teorema 8. Dado un e.v.t. X y una subnorma p en X, son equivalentes:

(i) p es continua;
(i) {x € X : p(x) < 1} es abierto;
(iii) {x € X : p(x) < 1} es vecindad de 0;
(iv) {x € X : p(z) < 1} contiene una vecindad de 0;

(v) p es continua en 0.



A continuacién damos una caracterizacién util de la continuidad de una
aplicacién lineal de un e.v.t. en R.

Teorema 9. Dado un e.v.t. X y dada u una aplicacion lineal de X en R,
son equivalentes:

(i) u es continua;
(ii) |u| es continua;
(iii) existe una seminorma continua p tal que |u| < p;

(iv) eziste una subnorma continua p tal que |u| < p.

Otro resultado interesante en los e.v.t.’s es el siguiente:

Teorema 10. Sea X un e.v.t. Entonces el interior y la adherencia de un
convexo en X Son coOnvexos.

El Teorema de Friederich Riesz

Se sabe que todo e.v.n. en donde la bola unitaria es compacta necesariamente
debe ser de dimensién finita. Este hecho tiene su generalizacion a e.v.t.’s.
Incluimos una demostracién de tan fundamental resultado.

Teorema 11 (Friederich Riesz). Un e.v.t. localmente compacto necesa-
riamente es de dimension finita.

Demostracion. Sea V una vecindad compacta de 0 en un e.v.t. X. Sabemos
que 2V es también una vecindad compacta de 0 y V es vecindad abierta de
0. Se tendra entonces que {a + To/}aegv es un recubrimiento abierto de 2V y
por lo tanto existirdn ay, ..., a, € 2V tales que {a; + 17}?:1 recubre 2V. Sea
M el s.e.v. generado por {a;}?_,. M verifica evidentemente que M +V D 2V.
Entonces:

M+V=M+M+V>M+2V=2M+2V =2(M+V),

y asi sucesivamente, se prueba que M +V D 2™(M + V) = M + 2™V para
cualquier m € N. Sin embargo, J,,cy 2™V = X, por ser V absorbente, lo
cual muestra que M + V = X. De hecho, se tiene que M = X: suponga-
mos que existe a € X\M. Como M es de dimension finita, es cerrado, y
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por lo tanto existird U vecindad de 0 tal que (a + U) N M = (. Podemos
suponer U equilibrada y abierta. Pero como (a + U) N M = (), tendremos
equivalentemente que a ¢ M —U = M + U. Luego, para cualquier k£ € N se
tiene que ka ¢ k(M +U) = M + kU. Y como ey kU = X, dicha unién
también cubre a V, el cual es compacto, y por lo tanto existird un nimero
finito de conjuntos de la forma kU que recubren a V. Pero, por ser U equi-
librado, dichos conjuntos son crecientes con k, luego, existird un k& tal que
V C kU. Entonces, M + kU D M +V = X, lo que contradice el hecho que
ka ¢ M + kU. Por lo tanto, debe tenerse que X = M, lo cual prueba que
X es de dimensién finita. O

Espacios Vectoriales Topolégicos Localmente Convexos

La generalidad de los e.v.t.’s no permite obtener resultados demasiado im-
portantes. Sin embargo, los espacios vectoriales topoldgicos localmente con-
vezos (abreviado e.v.t.l.c.’s) ofrecen una estructura topolégica y algebraica
suficientemente rica como para que resultados tan potentes como el Teorema
de Hahn-Banach sigan siendo validos.

Definicion. Un e.v.t. se dice localmente convezo si el origen tiene una base
de vecindades convexas.

Teorema 12. Si X es un e.v.t.l.c., entonces el origen posee una base de
vecindades converas equilibradas abiertas y convexas equilibradas cerradas.

La importancia de la siguiente definicién quedara justificada por los resul-
tados posteriores.

Definicion. Sea X un e.v.t. Diremos que X es un espacio vectorial semi-
normado si existe una familia filtrante de seminormas (p;);cr definidas en X
tal que la topologia de X esta generada por las semibolas, es decir, conjuntos
de la forma B;(z,r) ={y € X : pi(ly —x) <r},coni € I,z € X,r > 0. La
familia (p;)icr se dird filtrante si VJ C I finito 3¢ € I tal que p; < p;,Vj € J.

Ejemplo. Consideremos X = C°(R"), el espacio de funciones continuas
de R™ en R. Como R" no es compacto, el supremo de una funcién en X
puede ser infinito y por lo tanto no define una norma. Sin embargo, para
cada compacto K C R" podemos definir px(f) = sup,cx | f(z)|, con f € X.
Resulta que {px : K C R™ compacto} es una familia filtrante de seminormas
y asi X resulta un espacio vectorial seminormado.



Es directo ver que un e.v.n. es un e.v.t.l.c. También es claro que los espacios
vectoriales seminormados son e.v.t.l.c.’s: las semibolas centradas en 0 forman
una base de vecindades convexas del origen. Lo interesante es que se tiene
el reciproco: todo e.v.t.l.c. es un espacio vectorial seminormado.

Teorema 13. Sea X un e.v.t. Sip es una subnorma continua en X, enton-
ces el conjunto Q = {z € X : p(x) < 1} es un abierto convexo que contiene
al 0. Reciprocamente, si () es un abierto convexo que contiene al 0, entonces
el funcional de Minkowsky p(z) = inf{t > 0 : = € tQ} es una subnorma
continua que verifica Q = {x € X : p(x) < 1}. Ademds, si Q2 es equilibrado,
p serd una seminorma, y reciprocamente.

Teorema 14. Para que un e.v.t. sea localmente convexo es necesario y
suficiente que sea seminormado.
Veamos una ultima nocién, con su respectivo teorema.

Definiciéon. Dado un e.v.t. X, una parte A se dird acotada si para cualquier
V vecindad de 0 existe un A > 0 tal que A C \V.

Teorema 15. Para que un e.v.t. tenga una vecindad acotada del 0 es nece-
sario y suficiente que su topologia pueda definirse por una sola seminorma,
y si el espacio es separado, por una norma.
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