Tarea 2 MA38B

Profesor de catedra: Carlos Conca.
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Problema 1

(a) Sea (F,O) un espacio localmente compacto. Dado w¢ E, consideramos los conjuntos
E' = EU{w},y 0’ = OU{lg K, K compacto de E}. Muestre que (E’,0’) es un espacio
topoldgico en el cual (E, Q) es un subespacio.

(b) Muestre que E’ es separado.

(c) Sea (U;)ier un recubrimiento abierto de E’, muestre que existe un indice ip tal que
Ui, = E\ K U{w} donde K es un compacto de E. Deduzca que E’ es compacto.

. =0’
(d) Pruebe que si E no es compacto entonces E~ = FE’. Deduzca el teorema de Alexandroff
: todo espacio localmente compacto E esta inmerso en un espacio compacto E.

(e) {Como queda R al compactificarlo?, considere w = +o0.

Problema 2

Definicién Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) se dice dirigido si

(Va, € M)BFyed) (a<y)A(B<9)

Definicién Una red en (X, A) es una funcién:

r: A — X
a +— x(a)2

Lo
Donde (A, <) conjunto dirigido. Se denota (4 )aeA-
Ejemplo (X, o) espacio topoldgico , z € X y A = N,

By < By By C By
Es orden parcial y es dirigido:

(VB1,Ba € Np)(AV = VinVa e NL)V > VIAV > 1

Vale decir mientras méas pequena la vecindad mas cerca de x estoy.



Definicién Sea (24)aca una red en el espacio topoldgico (X, o). Diremos que z € X es un
punto de acumulacion de la red si

(VW eN)(Vae N3 >a) 2y €V
El objetivo de este problema es probar el siguiente:

Teorema 1. (X,0) es un espacio topoldgico compacto si y sélo si toda red en (X, o) posee al
menos un punto de acumulacion.

Para ello se le sugiere que proceda e la siguiente forma:

(a) Parala condicién necesaria, use que dada unared (x4 )qea los conjuntos Fy, = {zy : o/ > a}
satisfacen la PIF.

(b) Para la condicién suficiente, razone por contradiccién

Problema 3. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Dado U = (U;);e; un recubrimiento
abierto de X, decimos que A > 0 es un numero de Lebesque para U si para cualquier z € X
existe un ¢ € I tal que B(x,\) C Uj, es decir, si toda bola de radio A estd contenida en algiin
U;. Pruebe que todo recubrimiento abierto de X posee un niimero de Lebesgue.

Problema 4. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y 7' : X — X una funcién continua.
Para n € N* y para cualquier z,y € X definimos

d"(w,y) = mix d(T"z,T"y),

donde
TF=ToTo---0T,
—_—

k veces

con TP la identidad de X.



(a) Pruebe que d" es una métrica sobre X y que genera la misma topologia que d. Indicacion:
para probar la igualdad de topologias, recuerde que una funcién continua definida en un
compacto es uniformemente continua.

Dados € > 0 y n € N*, decimos que:
» F C X es un conjunto (n,€)-separado si Vx,y € E, x # y, se tiene que d"(x,y) > €.
» F C X es un conjunto (n,€)-generador si Vo € X Jy € F tal que d"(z,y) < e.

Ademsds, definimos las siguientes cantidades:

sp(e) = sup{#FE:E C X, con E (n,e¢)-separado}
rn(€) = Inf{#F :F C X, con F (n,¢)-generador}

(b) Pruebe que r,(¢) < co. Concluya que el infimo en la definicién de r,(¢) puede cambiarse
por un minimo.

(c) Pruebe que sy, (€) < r,(€e/2). Concluya que sp(€) < 0o y que el supremo en la definicién de
sn(€) puede cambiarse por un maximo. Indicacion: pruebe que #FE < #F para cualquier
E (n,e€)-separado y F' (n,€/2)-generador.

(d) Pruebe que r,(€) < sp(€). Indicacion: dado E (n, €)-separado tal que #FE = s,(¢€), pruebe
que E es (n,€)-generador.

Problema 5. Un espacio de recubrimiento (e.r.) es una terna (X,Y,p) donde X e Y son
espacios topolégicos conexos por caminos y localmente conexos por caminos (es decir, todo
punto posee una base de vecindades conexas por caminos) y p : Y — X es una funcién
continua y epiyectiva tal que Vo € X 3U, vecindad de z, ¥V componente conexa de p~(U,),
ply : V — U, es un homeomorfismo. Decimos que U, es una vecindad elemental de x.

(a) Pruebe que (S1,R, ), donde S = {z € R? : ||z|| = 1} y ¢ : R — S! estd definida por
o(t) = (cos(27t),sin(27t)), es un espacio de recubrimiento. Indicacion: para facilitar el
problema sélo encuentre en forma grafica (pero clara) una vecindad elemental del punto
(1,0) (para los otros puntos la vecindad es anédloga).



(b) Demuestre que toda V' componente conexa de p~!(U,) es un conjunto abierto en Y.

(c) Muestre que p es una aplicacién abierta, es decir, para todo U abierto de Y, p(U) es
abierto de X.

Sean (X,Y,p) e.r., Z un espacio topoldgico conexo y f : Z — X funcién continua. Una funcién
f:Z —Y, continua, tal que po f = f serd llamada levantamiento de f.

(d) (Unicidad del levantamiento) Pruebe que si f v f son levantamientos de f tales que

Jz0 € Z con f(z0) = f(20), entonces f = f. Indicacidn: pruebe que el conjunto C' = {z €
Z: f(z) = f(z)} es abierto y cerrado.

(e) (Existencia del levantamiento) Ahora supondremos Z = [0, 1]. Denotemos zo = f(0) y
tomemos yo € p~t({zo}) cualquiera. Pruebe que existe f levantamiento de f tal que
f(0) = yp. Para ello, siga los siguientes pasos:

1. Usando un argumento basado en el nimero de Lebesgue, pruebe que existen 0 =
to<ti <--<th=1,z;€ X,i=1,...,n tales que f([ti_l,ti]) C Uxi Vi=1,...,n,
donde Uy, es una vecindad elemental de z;.

2. Defina f en cada intervalo [ti—1,t;] de tal manera que f sea un levantamiento de f
cumpliendo f(0) = yo.
(f) Pruebe que Va1,75 € X se tiene que #p ' ({z1}) = #p~ ' ({x2}). Para esto considere una
funcién ¢ : [0,1] — X continua tal que g(0) = x1, g(1) = x2 (;por qué existe tal g?).

Defina una funcién hy : p~t({z1}) — p~'({x2}) de manera que a y; € p~1({x1}) le asigna
g(1), con g el levantamiento de g tal que §(0) = y;.

1. Pruebe que hgy estd bien definida.

2. Demuestre que hy es invertible. Concluya.



