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Dado el siguiente problema:
(P) : min{z € R" : Az = b,z > 0,7 € Z"x R"* k <n}

con A € Rm*™ y b € R, revisaremos dos posibles formas (algoritmos) de resolverlo.

1. Ramificacién y Acotamiento

Una manera de resolver (P) es usar la estrategia de Ramificacién y Acotamiento (Branch & Bound),
la cual consiste en generar un arbol de subproblemas asociados al problema original, donde la regién factible
se ”corta” en cada nodo del arbol (se le agregan restricciones de manera incremental).

La proposicion fundamental en este procedimiento es la siguiente:

Proposicién 1. Consideremos el problema z = max{ctz : x € S} y S = UK |S; la descomposicion de S en
conjuntos mds "pequerios” (en el sentido de la inclusién). Sean z* = méx{ctz : x € Sy} para k € {1,...,K}.
Entonces z= max z

ke{1,...,K}

El 4rbol tiene como raiz al problema (Pp) (se le llama problema relajado), que es idéntico al problema (P)
pero sin la restriccién z € Z* x R**. Se resuelve usando algtin método conocido (por ejemplo simplex) y si
la solucién tiene alguna componente no-entera, por ejemplo, x; = a; ¢ Z, se realiza un corte en esa variable.
Se generan dos subproblemas (P1) y (P2), idénticos al problema (Pp), pero con las restricciones z; > [a;]
y z; < |a;| agregadas respectivamente. Se repite el procedimiento con cada uno de estos problemas y se
contruye el arbol con las soluciones encontradas. El criterio de parada en una cierta rama del arbol consiste
en chequear infactibilidad y comparar el valor de la funcién objetivo con el mejor valor obtenido en alguno
de los nodos (si es peor, no se continua cortando por esa rama).

2. Planos Cortantes de Gomory (OPCIONAL)

Otra manera de resolver el problema (P) es utilizar los Planos Cortantes de Gomory (Gomory Cuts).
Esta estrategia genera restricciones ( no necesariamente del tipo z; < |a| o z; > [a] ) que cortan a la regién
factible y van mejorando la solucién del problema inicial, que en este caso tambien es el problema relajado

(Po)-

Consideremos que z = [zg|zn] es solucién de (Py) Se tienen las siguientes igualdades:

Az = b

(BIN)(@plon)! = b

Brgp+ Nzy = b
zp+B 'Nzy = B~



x; > [a;] z; < |ag]

z; > [a;]  z; < |aj]

Figura 1: Ejemplo de arbol generado por el algoritmo Branch & Bound.

Escogiendo i € index(B) (los indices asociados a zg), se tiene que:

x; + (BilN),',. . Z‘gv = (Bilb)i
T; + Z (B_IN)i’j.iL'j = (B_lb)i
j€index(N)

Como z; > 0 para todo j € index(N):

T; + Z I_(BilN)i’jJ.’Ej T+ Z (BilN)z',j.’I?j

j€index(N) j€index(N)
(B~'b);

AN

Se impone que z; € Z para todo j € index(N):

i+ Y, UBT'N)ile; < (BT

j€index(N)

Agregando esta ultima desigualdad, se genera el corte de la regién factible que ayuda a encontrar la solucién
entera.

El algoritmo es el siguiente:



Algorithm 1 Algoritmo de los Planos Cortantes de Gomory (Gomory Cuts)

Procedimiento GOMORY(P)

k<0

Resolver el problema (Py).

z éptimo, B base asociada al éptimo.

iteracién z es solucién no-entera
index(B) + Indices asociados a B.
index(N) « Indices asociados a N.
Escoger i € index(B).

(Prt1) = (Pr) + { @i + Z
j€index(N)

k—k+1

Resolver el problema (Py,).

x 6ptimo, B base asociada al 6ptimo.
fin iteracion

Procedimiento

[(B™'N)ijlz; < |(B~'b)i]

3. Problemas

Problema 1. Resolver el siguiente problema usando Ramificacion y Acotamiento (Branch & Bound):

mar 9x1 +  Szo
s.a  4xy 4+ 919
T1
X1 - 3.’1’:2
3x1 + 2o
T1,L2
T1,L2
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Solucién 1. Hay dos formas de resolver este problema: usando el método grdfico visto en cdtedra o con fase

I-II de simplez.

s La forma grdfica consiste en dibujar la region factible y encontrar el punto dptimo (utilizando la direc-
cion del gradiente o de alguna otra forma). Luego se verifica si ese punto es entero, si no, se aplica la

ramificacion.

El grdfico de la region factible del problema inicial es la siguiente:

La solucidn es (x1,z2) = (6,1/2). Se debe realizar un corte en x2, es decir, agregar o > [1/2] o

2y < [1/2].



Si se agrega la restriccion xo < 0, el grdfico queda:

cuya solucion es (x1,12) = (6,0), con valor objetivo z = 54. Se detiene la ramificacidn por este nodo.
Se guarda esta solucion como la mejor obtenida hasta el momento, llamemosla z*.

Si se agrega la restriccion xo > 1, el grdfico queda:

cuya solucion es (x1,12) = (5,666...,1), con valor objetivo z = 56. Se debe realizar un corte en x1, es
decir, agregar x1 > [5,666...] 0 1 < |5,666...].

Si se agrega la restriccion 1 < 5 el grdfico queda:

|

cuya solucidn es (x1,12) = (5,1,666...) con valor objetivo z = 53,333 .... Como el valor objetivo en
este nodo es menor que z*, no se sigue ramificando.



Si se agrega la restriccion x1 > 6 el problema queda infactible (con regidn factible vacia).

Por lo tanto la solucidén es (z1,z2) = (6,0) con valor objetivo z* = 54.

» La otra forma era utilizar simplex fase I-II. Luego de aplicar simplex fase I, se obtiene como resultado
que la base esta compuesta por las columnas asociadas a x1,T3,Ts Yy Te (T3,24,T5,Le son variables de
holgura).

Para cualquiera de estas dos formas, el primer punto dptimo es:

(z1,22,23,%4,25,26) = (6 0,5 6,5 0 4)5)

Como x5 = 0,5, se debe cortar de la forma (P1) :x2 <0y (P2) : mo > 1.
Al resolver (Py) se obtiene como solucidn el vector

(z1,%2,%3,%4,%5,T6,27) = (6 0 11 0 5 1 0)

que satisface la condicion de x; € Z. Se detiene la ramificacion por este nodo.
Al resolver (Py) se obtiene como solucidn el vector

(z1,22,23,%4,%5,%6,27) = (5,666... 1 3333... 0,333... 3,666... 0 0)

Como 1 = 5,666..., se debe cortar de la forma (P3) : xz1 <5 y (Py) : 1 > 6.
Al resolver (Ps) se obtiene

(561,.’82,.?63,11)'4,565,.%‘6,567) = (5 1,666 01 2,333 0,666 0,666)

Sin embargo, el valor de la funcién objetivo es z = 53,333..., pero como el valor en (Py) es z = 56 y
deseamos mazimizar, no nos sirve seguir ramificando por este camino. Se detiene la ramificacion por
este nodo.

Al resolver (P,) se obtiene (en base a simplex-dual o ver el dibujo) que el problema es infactible. Se
detiene la ramificacion por este nodo.

El drbol queda de la forma

El tinico nodo que sirve es (Py), cuyo valor objetivo es z = 54.

Problema 2 (Opcional: El Problema de Satisfiabilidad (SAT)). Consideremos la siguiente expresidn
légica (se llama ”conjuncion de 3 cldusulas”):

®:{V,F}* = {V,F}



@($1,£L'2,£U3,$4) = (:cl V xaV ~ 112'3) A (N 1 Va3V ~ .’174) A (.’EzV ~ I3 V.’L’4)

Plantee el problema que calcula las asignaciones de cada variable x; de tal forma que ® sea verdadero
stempre.

Solucién 2. Consideremos x; = 1 si y solo si x; es verdadera, y x; = 0 si y solo si x; es falsa. Como es
una conjuncion de 3 clausulas, cada cldusula debe ser verdadera para que ® sea verdadera. Luego, la region
factible que contiene a las asignaciones a las variables que hacen ®(x1,%2,%3,14) = 1 es la siguiente:

x1+za+(1—23) > 1

I-—z)+z3+(1—24) > 1

o+ (l—z3)+mg > 1
x1,22,23,24 € {0,1}

Hay una desigualdad pues la cldusula es verdadera si y solo si la suma es mayor que cero y falsa si la
suma es cero. La restriccion binaria z; € {0,1} se reemplaza por x; > 0,2; < 1,z; € Z.
Definiendo la variable Q € R se tiene que el problema:

mazx Q
s.a 1 +zo +(1—x3) > Q
(1—m) +z3 +(1-=z4) > 1
o (]. — .’L’3) —+x4 > 1
x; S Z
x; € [0, 1]

La solucidn de este problema, usando simplex y sin considerar las restricciones de integridad, es (z1,22,%3,%4,Q) =
(1,1,0,0,3). Luego, las 3 restricciones se cumplen y son mayores que cero, es decir, existe una asigancion de
las variables z; que hacen verdaderas todas las clausulas simultaneamente, y por lo tanto, ®(1,1,0,0) = 1.



