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1. Traspaso a Problema Dual
El problema primal (P) tiene como problema dual (D):

(P): min cxs.a Ax � bx � 0 (D): max btys.a Aty � cty � 0
O equivalentemente:

(P'): min cxs.a Ax = bx � 0 (D'): max btys.a Aty � cty 2 R
En el caso general, se tiene el siguiente cuadro:

minimizaci�on maximizaci�onSi la restricci�on es: La variable es:� � 0� � 0= 2 RSi la variable es: La restricci�on es:� 0 �� 0 �2 R =
Problema 1. Calcule el dual del siguiente problema:

min 4x1 +6x2 +2x3s.a 2x1 +3x2 +x3 � 44x1 +x2 �x3 = 5x1; x2 � 0x3 2 R
Soluci�on 1. El dual es:

max 4y1 +5y2s.a 2y1 +4y2 � 43y1 +y2 � 6y1 �y2 = 2y1 � 0y2 2 R
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Teorema 1 (Dualidad D�ebil). Sea (P ) un problema primal de maximizaci�on y (D) su dual, y consideremosx e y, puntos factibles de (P ) y (D), respectivamente. Entonces ctx � bty, es decir, la funci�on objetivo delproblema dual acota superiormente a la del primal.
Corolario 1. Sean x e y puntos factibles para (P ) y (D) respectivamente. Si ctx = bty, entonces son �optimosrespectivos.
Problema 2. Considere (P ) y (D) como se muestran a continuacion:

(P): min cxs.a Ax � bx � 0 (D): max btys.a Aty � cty � 0
Llamando u al vector de holguras de (P ) y s al vector de holguras de (D), demuestre que (x; u) y (y; s)factibles son �optimos de (P ) y (D) respectivamente si y solo si xisi = 0; i = 1; :::; n y yjuj = 0; j = 1; :::;m.

Soluci�on 2. Doble implicancia:
) Supongamos (x; u) y (y; s) factibles , son optimos de (P ) y (D). Al agregarle variables de holgura a(P ) y (D), se transforman en:

(P'): min cxs.a Ax� u = bx � 0 (D'): max btys.a Aty + s = cty � 0
y los optimos son (x;Ax� b) y (y; c�Aty) (u = Ax� b; s = c�Aty).Se sabe que en el optimo se cumple la igualdad ctx = bty, luego:

ctx = bty(Aty + s)tx = (Ax� u)ty(Aty)tx+ stx = (Ax)ty � utystx = �uty
Luego, como x; y; s; u � 0, se cumple que �uty � 0, por lo tanto uty = stx = 0.

( Como xts = ytu = 0, se tiene que xts+ ytu = 0, es decir:
xts+ ytu = 0xt(c�Aty) + yt(Ax� b) = 0xtc� xtAty + ytAx� ytb = 0xtc = ytb

Por el corolario de Dualidad D�ebil, se tiene el resultado.
2. Holguras Complementarias

Sea (P;D) un par primal-dual donde (P ) esta en forma estandar. Si ~x e ~y son soluciones de (P ) y (D)respectivamente, entonces:
(cj � at�;j ~y)~xj = 0 j = 1; :::; n(ai;�~x� bi)~yi = 0 i = 1; :::;m

Como consecuencia de esto, se tiene lo siguiente:
Si ~xj > 0, entonces la restriccion j del dual se cumple como igualdad (equivalentemente, la variable deholgura de esta restriccion es cero).
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Si ~yi > 0, entonces la restriccion i del primal se cumple como igualdad (equivalentemente, la variablede holgura de esta restriccion es cero).
Si la restriccion i del primal no se cumple como igualdad, entonces ~yi = 0.
Si la restriccion j del dual no se cumple como igualdad, entonces ~xj = 0.

Problema 3. Dado el siguiente sistema:
min 8x1 �9x2 +12x3 +4x4 +11x5s.a 2x1 �3x2 +4x3 +x4 +3x5 � 1x1 +7x2 +3x3 �2x4 +x5 � 15x1 +4x2 �6x3 +2x4 +3x5 � 22xi � 0

Determine si el punto x = (0; 2; 0; 7; 0)t es soluci�on �optima del problema.
Soluci�on 3. El punto x es soluci�on factible (veri�car).

Como no se alcanza la igualdad en la segunda �la (b2 � at2;�x = 1), por holgura complementaria, se sabeque el variable dual asociada a la segunda restricci�on es 0.
El dual del problema es:

max y1 +y2 +22y3s.a 2y1 +y2 +5y3 � 8�3y1 +7y2 +4y3 � �94y1 +3y2 �6y3 � 12y1 �2y2 +2y3 � 43y1 +y2 +3y3 � 11yi � 0
Adem�as se sabe que si xj > 0, la restricci�on j-esima del dual se alcanza con igualdad.
La informaci�on con la que contamos es la siguiente:
y2 = 0
�3y1 + 7y2 + 4y3 = �9
y1 � 2y2 + 2y3 = 4

Luego:
�3y1 + 4y3 = �9y1 + 2y3 = 4

Por lo tanto, y1 = 175 y y3 = 310 . sin embargo, las variables duales deben satisfacer y � 0, luego, x nopuede ser �optimo pues no existe una variable dual que satisfaga las condiciones de Holgura Complemen-taria.
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3. Algoritmo Simplex-Dual
Algorithm 1 Simplex-Dual1: Llevar el problema a la forma (tableau):0 ctN �CtBB�1bI B�1N B�1bcon ctN � 0.2: iteraci�on3: si B�1b � 04: El �optimo es x = [B�1bj0]5: parar iteraci�on6:7: si 9(B�1b)r < 0 y la �la correspondiente tiene solamente n�umeros positivos o ceros8: El problema dual es no acotado, o el problema primal es infactible.9: parar iteraci�on10:11: si 9(B�1b)r < 0 y la �la correspondiente tiene alg�un n�umero menor que cero12: Sobre la �la r, escoger la columna s tal que:

csar;s = m�axar;j<0
� cjar;j

�

13: Pivotear en (r; s).14:15: �n iteraci�on
Problema 4. Resuelva el siguiente problema usando el algortimo simplex-dual:

minimizar 2x1 +3x2 +4x3s.a x1 +2x2 +x3 � 32x1 �x2 +3x3 � 4xi � 0
Soluci�on 4. Como se pide minimizar, no es necesario hacer el cambio maximizar ctx, �minimizar �ctx.Poner el problema en forma can�onica: (x4; x5 son variables de holgura)

2 3 4 0 0 0�1 �2 �1 1 0 �3�2 1 �3 0 1 �4
El problema ya se encuentra en la forma de la linea (1) y los costos reducidos son positivos.Comenzemos a iterar:

Iteraci�on 1:
� Se satisface condici�on de linea 11, para la �la 2 (escogimos el mas negativo).
� m��na2;j>0

� cja2;j
� = c1a2;1 .Se pivotea en (2; 1).

� Tableau:

4



0 4 1 0 1 �40 �5=2 1=2 1 �1=2 �11 �1=2 3=2 0 �1=2 2
Iteraci�on 2:
� Se satisface condici�on de linea 11, para la �la 1.
� m��na2;j>0

� cja2;j
� = c2a1;2 .Se pivotea en (1; 2).

� Tableau: 0 0 9=5 8=5 1=5 �28=50 1 �1=5 �2=5 1=5 2=51 0 7=5 �1=5 �2=5 11=5
Iteraci�on 3:
� Se satisface condici�on de linea 3. El valor �optimo de la funci�on objetivo es �28=5 y el vectorsoluci�on es:

x1 = 11=5x2 = 2=5x3 = 0x4 = 0x5 = 0
� Parar iteraci�on

4. Interpretaci�on Econ�omica de la dualidad [Opcional]
Supongamos que un Comprador y un Productor se relacionan por medio de un pedido de produccion, elComprador le encarga al Productor la creaci�on de una cierta cantidad de productos, de diversos tipos.Supongamos adem�as, que el Comprador sabe todas las actividades que realiza el Productor para crear losproductos �nales.Veamos que desde el punto de visto de maximizar ganacias o minimizar gastos, segun sea un Productor o unConsumidor, ambos buscan un objetivo com�un, resolviendo problemas duales (siempre que ambos cuentencon la misma informaci�on).

Escenario 1 (Problema del Comprador). Un Comprador (en adelante C) contrata a una empresa (enadelante E) para que produzca b1 articulos de tipo 1, b2 articulos de tipo 2, ..., y bm articulos de tipo m (haym tipos de articulos a producir).Para la producci�on, E necesita realizar algunas de la n actividades , por ejemplo, mano de obra especi�ca,estimaci�on de costos de producci�on, etc. (tambien se pueden ver como los insumos).Cada actividad j tiene asociado un costo unitario cj, es decir, si utiliza la actividad j para producir unacantidad x de algun articulo, se debe contabilizar el costo de esa actividad como xcj.Si aij representa la cantidad del articulo i generada por una unidad de la actividad j, entonces el total deunidades del articulo i generados por todas las actividades es
Pnj=1 aijxj
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donde xj representa la cantidad de unidades de la actividad j que se utilizaron en la producci�on total.Adem�as, como C exige que se produzcan bi articulos de tipo i, se debe cumplir quenX
j=1 aijxj � bi

para i = 1; :::m.
El problema que debe resolver C consiste en minimizar las actividades que realiza E con tal de queproduzca las cantidades solicitadas (puede entenderse como un "�scalizador"). De esta manera, C veri�caque efectivamente E utiliza la menor cantidad de actividades posibles y E no le cobrar�a dem�as al momentode pagar:

minimizar nX
j=1 cjxj

s.a nX
j=1 aijxj � bi i = 1:::m

xj � 0
Escenario 2 (Problema del Productor). El objetivo del Productor es maximizar sus ganancias utilizan-do la menor cantidad de actividades posibles para realizar los productos pedidos por el Comprador.Las cantidades que C pidio son b1; :::; bm. Si w1; :::; wm son los precios por unidad de cada articulo respecti-vamente, la funci�on que debe maximizar E es: mX

i=1 biwi
Como aij es la cantidad de articulos de tipo i generados por una unidad de la actividad j, aijwi representael precio de la cantidad de articulos de tipo i generado por una unidad de la actividad j (costo unitario dela actividad j).Con lo anterior, el precio de los productos producidos por una unidad de la actividad j se calcula como:mX

i=1 aijwi
Como el costo unitario de la actividad j es cj, la empresa no puede asignar un costo unitario mayor, puesde hacerlo, el precio que estar�a cobrando al Comprador ser�a m�as caro que alguna otra empresa que asignacosto unitario igual a cj y el Productor perder��a al cliente. Es decir, cj acota superiormente al costo unitarioasignado por el Productor: mX

i=1 aijwi � cj
para j = 1; :::; n.El problema que debe resolver E consiste en maximizar sus ganancias, calculando el costo unitario de susactividades en base a la informacion de los aij y �jandolo menor o igual al costo unitario de actividades, cj,dado por el mercado:

maximizar mX
i=1 biwi

s.a mX
i=1 aijwi � cj j = 1:::n

wi � 0
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