
Gu��a 5MA36A - Variable Compleja y Funiones Espeiales3 de noviembre de 2006 Prof.: J. D�avilaAux.: M. Duarte1. Sea f una funi�on meromorfa en C tal que jf(z)j = 1 para todo jzj = 1. Demuestre que f tiene la formaf(z) =  rYk=1� z � ak1� �akz�mk sYl=1�1� �blzz � bl �nl ;donde a1; : : : ; ar son los eros y b1; : : : ; bl son los polos de f (on �ordenes m1; : : : ;mr y n1; : : : ; ns respeti-vamente) en el diso fjzj < 1g y jj = 1.2. Determine la serie de Laurent de f en el anillo indiado:a) f(z) = 1z2+1 , A = f1 < jz � 2ij < 3g, b) f(z) = ez2�1z4 , A = f0 < jzj <1g,) f(z) = Log(z)(z�1)2 , A = f0 < jz � 1j < 1g, d) f(z) = 1z2�4z , A = f3 < jz � 3ij < 5g.3. Sea f : Br(z0)! C una funi�on holomorfa no onstante. Demuestre que si g tiene una singularidad aisladaesenial en w0 = f(z0) entones g Æ f tambi�en posee una singularidad esenial en z0.4. Sea f(z) = zez�1 si z 6= 0 y f(0) = 1. Compruebe que f es meromorfa en C y enuentre sus polos. Muestreque la serie de Taylor de f en torno a ero tiene la formaf(z) = 1� 12z + 1Xn=1 (�1)n�1(2n)! Bnz2n;donde B1; B2; : : : satisfaen la relai�onnXk=1(�1)k�1�2n+ 12k �Bk = 2n� 12 ; 8n � 1:Estos son los llamados n�umeros de Bernoulli.5. Sea p 2 N, p � 1 y f(z) = 1z2p(ez�1) . Denotemos porQ el uadrado fx+iy : jxj < (2n+1)�; jyj < (2n+1)�g.Muestre que I�Q f = 2�i�(�1)p�1Bp(2p)! + 2(�1)p(2�)2p nXk=1 1k2p�;y onluya que 1Xk=1 1k2p = (2�)2pBp2(2p)! :En partiular, >u�anto valen P1k=1 1k2 y P1k=1 1k4 ?6. Veri�que que:a) R 2�0 os �a+b os � d� = 2�b�1[1� a(a2 � b2)�1=2℄ si 0 < b < a,b) R 2�0 d�ai+b sin � = �2�i(a2 + b2)�1=2 si a > 0, b > 0.7. Calule las integrales:a) R1�1 osx dx(x2+�2)2 b) R10 sin(�x)2 dxx2+9) R1�1 sin(�x) sin(�x) dx(x2+a2)(x2+b2) , donde 0 < � � �, 0 < a � b, d) R10 x2 os(�x)2(x2+1)2 .8. Se puede probar que las soluiones reales de la euai�on tan z = z son de la forma 0;�z1;�z2; : : : dondek� < zk < (2k + 1)�=2.a) Demuestre que estas son las �unias soluiones de la euai�on anterior en todo el plano omplejo. Ind.:onsidere Q = fx + iy : jxj < n�; jyj < n�g y ompare el n�umero de polos y eros de tan z � z y z en estaregi�on. Para esto pruebe primero que j tan zj � 2 en �Q.b) Calule P1k=1 1z2k . Ind.: onsidere H�Q 1z�tan z � 1z dz, donde Q es el uadrado de la indiai�on anterior.1


