Guia 5
MA36A - Variable Compleja y Funciones Especiales

3 de noviembre de 2006 Prof.: J. Davila
Aux.: M. Duarte

1. Sea f una funcién meromorfa en C tal que |f(z)| = 1 para todo |z| = 1. Demuestre que f tiene la forma
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donde aq, ..., a, son los ceros y by,...,b; son los polos de f (con érdenes my,...,m, y ni,...,ns respecti-
vamente) en el disco {|z| < 1} y || = 1.

2. Determine la serie de Laurent de f en el anillo indicado:

a) f(2) = =y, A= {1< ]2 -2i| <3}, b) f(2) = = A={0<[2] < oo},

¢) flo) = (2, A={0<[z -1 <1}, d)fle)==tg, A={3<]2-3i| <5}
3.Sea f : B.(20) = C una funcién holomorfa no constante. Demuestre que si g tiene una singularidad aislada
esencial en wg = f(zg) entonces g o f también posee una singularidad esencial en zq.

4. Sea f(2) = z=5 si 2 # 0y f(0) = 1. Compruebe que f es meromorfa en C y encuentre sus polos. Muestre
que la serie de Taylor de f en torno a cero tiene la forma
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donde By, B, ... satisfacen la relacién
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Estos son los llamados nimeros de Bernoulli.

5.Seape N, p>1yf(z) = m Denotemos por @ el cuadrado {z+iy : |z| < (2n+1)7, |y| < (2n+1)7}.

Muestre que
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y concluya que

En particular, jcudnto valen 37, 7z v Yopey 77

6. Verifique que:
a) [CT —cosl g = 2xb~'[1 — aa® — b*)"/?] i 0 < b < a,

) a+bcos 0
b) 0Tl = —2mi(a® +b*)"/? sia > 0,b> 0.
7. Calcule las integrales:
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8. Se puede probar que las soluciones reales de la ecuacién tan z = z son de la forma 0, £z, £z, ... donde

kr < zi < (2k + 1) /2.

a) Demuestre que estas son las tnicas soluciones de la ecuacién anterior en todo el plano complejo. Ind.:
considere @ = {x + iy : |z| < n7,|y| < nw} y compare el nimero de polos y ceros de tanz — z y z en esta
region. Para esto pruebe primero que |tanz| < 2 en 9Q).

b) Calcule ;2 , 5. Ind.: considere fBQ —L— — 1dz, donde Q es el cuadrado de la indicacién anterior.
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